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О КЛАССАХ СОБОЛЕВА С КРИТИЧЕСКИМ ПОКАЗАТЕЛЕМ

В статье установлено, что любой гомеоморфизм f класса Соболева W 1,n−1
loc с внешней дилатацией

KO(x, f) ∈ Ln−1
loc является так называемым нижним Q-гомеоморфизмом с Q(x) = KO(x, f), а

также кольцевым Q-гомеоморфизмом с Q(x) = Kn−1
O (x, f). Это позволяет исследовать локальное

и граничное поведение отображений класса W 1,n−1
loc .

MSC: Primary 30C62, 31A05, 31A20, 31A25, 31B25, 35Q15; Secondary 30E25, 31C05, 34M50, 35F45.

Ключевые слова: классы Соболева, критический показатель, внешняя дилатация, нижние и
кольцевые Q-гомеоморфизмы.

1. Введение.

Пусть D – область в Rn, n > 2. Напомним, что гомеоморфизм f : D → Rn
называется отображением с конечным искажением, если f ∈W 1,1

loc и

∥f ′(x)∥n 6 K(x) · Jf (x) (1)

для некоторой почти всюду конечной функцииK(x) > 1, где f ′(x) якобиева матри-
ца f, ∥f ′(x)∥ – её операторная норма, ∥f ′(x)∥ := sup

|h|=1
|f ′(x) ·h|, и Jf (x) = det f ′(x)

– якобиан отображения f .
Напомним, что впервые понятие отображения с конечным искажением введе-

но в случае плоскости для f ∈ W 1,2
loc в работе [4], см. также [5]. Впоследствии это

условие было заменено требованием f ∈ W 1,1
loc , предполагавшим однако дополни-

тельно, что Jf ∈ L1
loc, см., напр., монографию [5], а также дальнейшие ссылки в

монографии [7].
Заметим, что условие Jf ∈ L1

loc излишне в случае гомеоморфизмов. Действи-
тельно, для каждого гомеоморфизма f между областями D и D′ в Rn, имеющего
п.в. частные производные в D, существует множество E лебеговой меры ноль,
такое что f обладает (N)-свойством Лузина в D \ E и∫

A

|Jf (x)| dm(x) = m(f(A)) (2)

для каждого измеримого по Лебегу множества A ⊂ D\E (см., напр., пункты 3.1.4,
3.1.8 и 3.2.5 в [23]. Здесь m обозначает меру Лебега в Rn.

Пусть Jf (x) – якобиан отображения f , имеющего все первые частные произ-
водные в точке x. Напомним, что внешняя дилатация отображения f в точке x
определяется равенством

KO(x, f) =
∥f ′(x)∥n

|Jf (x)|
, (3)

3
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если Jf (x) ̸= 0; KO(x, f) = 1, если f ′(x) = 0; KO(x, f) = ∞ в остальных точках.
Внутренней дилатацией отображения f в точке x называется величина

KI(x, f) =
|Jf (x)|
l (f ′(x))n

(4)

где l (f ′(x)) = min
|h|=1

|f ′(x)h|, если Jf (x) ̸= 0; KI(x, f) = 1, если f ′(x) = 0; KI(x, f) =

∞ в остальных точках.
Следуя разд. 9.2, гл. 9 в [7], далее k-мерной поверхностью S в Rn называется

произвольное непрерывное отображение S : ω → Rn, где ω – открытое множество
в Rk и k = 1, . . . , n − 1. Функцией кратности поверхности S называется число
прообразов

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ Rn . (5)

Другими словами, символ N(S, y) обозначает кратность накрытия точки y поверх-
ностью S. Известно, что функция кратности является полунепрерывной снизу, и,
значит, измерима относительно произвольной хаусдорфовой меры Hk, см., разд.
9.2 в [7].

Для борелевской функции ρ : Rn → [0,∞] ее интеграл по поверхности S опре-
деляется равенством ∫

S

ρ dA :=

∫
Rn

ρ(y)N(S, y) dHky. (6)

Пусть Γ – семейство k-мерных поверхностей S. Борелева функция ρ : Rn →
[0,∞] называется допустимой для семейства Γ, пишут ρ ∈ admΓ, если∫

S

ρk dA > 1 (7)

для каждой поверхности S ∈ Γ.
Модулем семейства Γ называется величина

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρn(x) dm(x) . (8)

В дальнейшем через ∆(E,F ;G) обозначаем совокупность всех кривых γ : [0, 1] →
Rn, соединяющих произвольные множества E и F в множестве G ⊂ Rn, т.е.
γ(0) ∈ E, γ(1) ∈ F и γ(t) ∈ G для всех t ∈ (0, 1).

2. О кольцевых и нижних Q-гомеоморфизмах.

Пусть D и D′ – области в Rn, n > 2, x0 ∈ D\{∞}, Q : Rn → (0,∞) – измеримая
по Лебегу функция. Говорят, что гомеоморфизм f : D → D′ является кольцевым
Q-гомеоморфизмом в точке x0 ∈ D, если соотношение

M(∆(f(K1), f(K2); f(D))) 6
∫

A∩D

Q(x)ηn(|x− x0|)dm(x) (9)

4
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выполнено для любых двух континуумов K1, K2 из D, которые принадлежат
разным компонентам дополнения в Rn кольца A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn :
r1 < |x − x0| < r2}, 0 < r1 < r2 < ∞, и для каждой измеримой функции

η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что
r2∫
r1

η(r)dr > 1. Также говорим, что гомеомор-

физм f : D → D′ есть кольцевой Q-гомеоморфизм, если f является кольцевым
Q-гомеоморфизмом в каждой точке x0 ∈ D.

Понятие кольцевого Q-гомеоморфизма впервые было введено в работе [9] в
связи с исследованием уравнений Бельтрами на плоскости, а позднее было рас-
пространено на пространственный случай в работе [21], см. также монографии [3]
и [7].

Говорят, см. разд. 9.2 в [7], что измеримая по Лебегу функция ρ : Rn → [0,∞]
является обобщенно допустимой для семейства Γ, состоящего из (n− 1) - мерных
поверхностей S в Rn, пишут ρ ∈ ext admΓ, если∫

S

ρn−1(x) dA > 1 (10)

для почти всех S ∈ Γ, т.е. за исключением подсемейства Γ нулевого модуля.
Гомеоморфизм f : D → D′ называется нижним Q-гомеоморфизмом в точке

x0, если

M (f (Σε)) > inf
ρ∈ext admΣε

∫
D∩Aε

ρn(x)

Q(x)
dm(x) (11)

для каждого кольца Aε = A(x0, ε, ε0), ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0), где d0 = sup
x∈D

|x− x0|,

а Σε обозначает семейство всех пересечений сфер S(x0, r) с областью D, S(x0, r) =
{x ∈ Rn : |x− x0| = r} , r ∈ (ε, ε0). Говорят, что гомеоморфизм f : D → D′ яв-
ляется нижним Q-гомеоморфизмом в области D, если f является нижним Q-
гомеоморфизмом в каждой точке x0 ∈ D.

Понятие нижнего Q-гомеоморфизма введено в работе [14] и теория таких отоб-
ражений нашла интересные приложения в изучении краевых задач для уравне-
ний Бельтрами, а также локального и граничного поведения классов Орлича-
Соболева, см., например, статьи [13, 16] и монографию [17].

Следующее утверждение устанавливает связь между нижними и кольцевыми
Q-гомеоморфизмами в Rn, см. следствие 5 в [16].

Предложение 1. Пусть D и D′ – области в Rn, n > 2, и функция Q : Rn →
(0,∞) интегрируема в степени n−1 в некоторой окрестности точки x0 ∈ D. Ес-
ли f : D → D′ – нижний Q-гомеоморфизм в точке x0, то f является кольцевым
Q∗-гомеоморфизмом в точке x0 с Q∗(x) = Qn−1(x).

Замечание 1. В определениях нижних и кольцевых Q-гомеоморфизмов функ-
цию Q достаточно задать только в области D или продолжить нулем вне D. По
замечанию 8 в [16], заключение предложения 1 остается в силе, если функция
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Q интегрируема в степени n − 1 лишь на почти всех сферах достаточно малых
радиусов с центром в точке x0.

3. О некоторых свойствах отображений класса Соболева W 1,n−1
loc .

По теореме 1.1 из недавней работы [11] имеет место следующее утверждение.

Предложение 2. Пусть D – область в Rn, n > 2, и f : D → Rn – непрерывное
открытое дискретное отображение класса W 1,n−1

loc (D) с локально интегрируемой
внутренней дилатацией. Тогда отображение f дифференцируемо почти всюду.

При n > 3 этот результат был новым даже для гомеоморфизмов. При n = 2 по
известной теореме Геринга-Лехто любое непрерывное открытое отображение, име-
ющее п.в. частные производные, дифференцируемо п.в., см., например, [2] или [6].
Заметим, что последний результат для гомеоморфизмов был доказан еще Мень-
шовым в работе [8] и его доказательство без изменений проходило и для непрерыв-
ных открытых отображений. По теореме Вяйсяля заключение сохраняет силу для
непрерывных открытых отображений класса W 1,p

loc при любых p > n − 1 и n > 3,
см. лемму 3 в [12]. В то же время, известны примеры функций f ∈W 1,n

loc ⊂W 1,n−1
loc ,

которые нигде не дифференцируемы, см., например, [10].

Следствие 1. Если открытое дискретное отображение f : D → Rn класса
W 1,n−1

loc (D) имеет внешнюю дилатацию локально интегрируемую в степени n−1,
то f дифференцируемо почти всюду.

Далее, по теореме 1.3 работы [1] имеем следующий важный результат.

Предложение 3. Пусть f : C → Rn, n > 2, – гомеоморфизм класса W 1,n−1
loc (C)

в единичном кубе C := (0, 1)n. Тогда f обладает (N)-свойством Лузина относи-
тельно (n − 1)-мерной меры Хаусдорфа на почти всех гиперплоскостях P, па-
раллельных произвольной фиксированной координатной гиперплоскости P0, т.е.,
для любого множества E ⊂ P, если Hn−1(E) = 0, то Hn−1(f(E)) = 0.

Этот результат был распространен на произвольные непрерывные открытые
дискретные отображения f : D → Rn класса W 1,n−1

loc , см. предложение 3.3 в [11].
Более того, любое непрерывное отображение f : D → Rm, m > 1, класса W 1,p

loc при
p > n− 1 обладает указанным свойством, см., например, теорему 3 в [16]. Однако,
это неверно даже для гомеоморфизмов f : D → Rn в классах W 1,p

loc ни при каком
p < n − 1. Действительно, известны примеры С.П. Пономарева гомеоморфизмов
g : Rn → Rn, принадлежащих классу W 1,p

loc (R
n) для произвольного p < n, и не

обладающих (N)-свойством Лузина, см. [20]. Если теперь g(x) – такой пример
в Rn−1, то f(x, y) := (g(x), y), x ∈ Rn−1, y ∈ R, не удовлетворяет (N)-свойству
Лузина на всех гиперплоскостях y = const.

Лемма 1. Пусть D и D′ – области в Rn, n > 2, f : D → D′ – гомеоморфизм
класса Соболева W 1,n−1

loc (D) с KO ∈ Ln−1
loc (D). Тогда ∥f ′∥ ∈ Ln−1

loc (D).

Доказательство. Пусть V – компакт вD. Тогда, применяя неравенство Гёльдера
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с показателями p = n и p′ = n
n−1 , будем иметь∫

V

∥f ′(x)∥n−1 dm(x) =

∫
V

K
n−1
n

O (x) · J
n−1
n

f (x) dm(x) 6

6

 ∫
V

Kn−1
O (x) dm(x)

 1
n
 ∫

V

Jf (x) dm(x)

n−1
n

< ∞

и заключение леммы следует, поскольку Jf ∈ L1
loc. Действительно, для каждого

гомеоморфизма f между областями D и D′ в Rn, имеющего п.в. частные произ-
водные в D, существует множество E лебеговой меры ноль, такое что f обладает
(N)-свойством Лузина в D \ E и∫

A

Jf (x) dm(x) = m(f(A)) (12)

для каждого измеримого по Лебегу множества A ⊂ D \E, см., например, пункты
3.1.4, 3.1.8 и 3.2.5 в [23]. �

4. Основная лемма.

Лемма 2. Пусть D – область в Rn, n > 2, f : D → Rn – гомеоморфизм клас-
са Соболева W 1,n−1

loc (D) с KO( · , f) ∈ Ln−1
loc (D) и пусть C – куб в Rn с гранями

параллельными координатным гиперплоскостям, такой что C ⊂ D. Тогда суже-
ние отображения f на C абсолютно непрерывно относительно (n − 1)-мерной
меры Хаусдорфа на почти всех гиперплоскостях P, параллельных произвольной
фиксированной координатной гиперплоскости P0. Кроме того, на почти всех та-
ких гиперплоскостях P выполнено условие Hn−1(f(E)) = 0 как только f ′ = 0 на
измеримом множестве E ⊂ P.

Доказательство. По лемме 1 ∥f ′(x)∥ ∈ Ln−1(C) и по теореме Фубини, см.,
например, теорему III(8.1) в [22], на почти всех гиперплоскостях P, параллельных
произвольной фиксированной координатной гиперплоскости P0,∫

C∩P

∥f ′(x)∥n−1dA <∞ ,

а по следствию 1 и предложению 3 можно считать дополнительно, что отображе-
ние f дифференцируемо в почти всех точках множества C ∩ P и обладает там
(N)-свойством Лузина относительно (n− 1)-мерной меры Хаусдорфа. Зафиксиру-
ем произвольную гиперплоскость P∗ с указанными свойствами.

Тогда каждое измеримое множество E ⊂ C ∩ P∗ допускает разложение E =

E0 ∪ E∗, где Hn−1(E0) = 0, и E∗ :=
∞∪
k=1

Ek, где Ek, k = 1, 2, . . ., – измеримые мно-

жества, такие, что отображения fk := f |Ek
являются липшицевыми, см. теорему

7
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3.1.8 в [23]. По построению Hn−1(f(E0)) = 0, а каждое отображение fk допускает
липшицево продолжение на всю гиперплоскость P∗ по теореме Кирсбрауна, см.,
например, теорему 2.10.43 в [23]. Таким образом, по теореме 3.2.5 в [23] и счетной
аддитивности интеграла имеем равенство:

Hn−1(f(E)) =

∫
E∗

Jn−1(x) dA ,

где Jn−1 обозначает (n− 1)-мерный якобиан отображения f на гиперплоскости P∗
и, наконец, по пункту 1.7.6 в [23] получаем оценку

Hn−1(f(E)) 6
∫
E

∥f ′(x)∥n−1dA .

Отсюда приходим к абсолютной непрерывности отображения f на гиперплоскости
P∗ в силу абсолютной непрерывности неопределенного интеграла, а также – ко
второму заключению леммы. �

Заметим тот очевидный факт, что хаусдорфовы меры квазиинвариантны при
квазиизометриях, а классы Соболева W 1,p

loc инвариантны, см., например, секцию
1.1.7 в монографии [19]. По свойству Линделефа в Rn, см., например, секцию I.5.XI
в [18], множество D \ {x0} для любого x0 ∈ Rn может быть покрыто счетным
числом открытых сегментов сферических колец в D \{x0} с центром в точке x0, и
каждый такой сегмент может быть отображен на единичный куб в Rn посредством
квазиизометрии, переводящих куски сфер в куски гиперплоскостей.

Таким образом, на основе предложений 2 и 3, а также применяя лемму 2,
приходим к следующим выводам.

Следствие 2. Пусть D – область в Rn, n > 2, и f : D → Rn – гомеоморфизм
класса Соболева W 1,n−1

loc (D). Тогда отображение f дифференцируемо почти всюду
и обладает (N)-свойством Лузина относительно (n− 1)-мерной меры Хаусдорфа
на почти всех сферах S с центром в произвольной точке x0 ∈ Rn. Более того, если
дополнительно KO( · , f) ∈ Ln−1

loc (D), то отображение f на почти всех таких
сферах S локально абсолютно непрерывно и, кроме того, Hn−1(f(E)) = 0 как
только f ′ = 0 на измеримом множестве E ⊂ S.

5. Основные результаты.

Теорема 1. Пусть D и D′ – области в Rn, n > 2, f : D → D′ – гомеомор-
физм класса Соболева W 1,n−1

loc с KO ∈ Ln−1
loc (D). Тогда гомеоморфизм f является

нижним Q-гомеоморфизмом в произвольной точке x0 ∈ D с Q(x) = KO(x, f).
Доказательство. Обозначим через B (борелевское) множество всех точек x ∈

D, где отображение f имеет полный дифференциал f ′(x) и Jf (x) ̸= 0. Применяя
теорему Кирсбрауна и используя единственность аппроксимативного дифферен-
циала, см., например, соответственно теоремы 2.10.43 и 3.1.2 в [23], заключаем, что
множество B представляет собой счетное объединение борелевских множеств Bl,
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l = 1, 2, . . ., таких что отображения fl = f |Bl
являются билипшицевыми гомеомор-

физмами, см., напр., лемму 3.2.2 и теоремы 3.1.4 и 3.1.8 в [23]. Без ограничения
общности можно считать, что множества Bl попарно не пересекаются. Обозначим
также через B∗ оставшееся множество всех точек x ∈ D, где f имеет полный
дифференциал, однако, f ′ = 0.

По следствию 1 множество B0 := D \ (B ∪B∗) имеет лебегову меру нуль. По-
этому AS(B0) = 0 для почти всех гиперповерхностей S в Rn и, в частности, для
почти всех сфер Sr := S(x0, r) с центром в точке x0 ∈ D, см., например, теоре-
му 2.4 в [15] или теорему 9.1 в [7]. Таким образом, по следствию 2 получаем, что
AS∗

r
(f(B0)) = 0 = AS∗

r
(f(B∗)) для почти всех Sr, где S∗

r = f(Sr).
Пусть Γ обозначает семейство всех пересечений сфер Sr, r ∈ (ε, ε0), ε0 < d0 =

sup
x∈D

|x− x0|, с областью D. Для произвольной функции ρ∗ ∈ adm f(Γ), ρ∗ ≡ 0 вне

f(D), полагаем ρ(x) := ρ∗(f(x))∥f ′(x)∥ при x ∈ D \B0 и ρ ≡ 0 вне D и на B0.
Рассуждая покусочно на каждом Bl, l = 1, 2, . . ., согласно 1.7.6 в [23], получаем,

что ∫
Sr

ρn−1 dA =

∫
Sr

ρn−1
∗ (f(x))∥f ′(x)∥n−1 dA >

∫
S∗
r

ρn−1
∗ dA∗ > 1 (13)

для почти всех Sr, и, следовательно, ρ ∈ ext admΓ.
Наконец, используя замену переменных на каждом Bl, l = 1, 2, . . ., см., напр.,

теорему 3.2.5 в [23], ввиду счетной аддитивности интеграла, приходим к оценке∫
D

ρn(x)

KO(x, f)
dm(x) 6

∫
f(D)

ρn∗ (y) dm(y) , (14)

что и завершает доказательство. �
Комбинируя предложение 1 и теорему 1, получаем еще одно важное следствие.
Следствие 3. Пусть f : D → D′ – гомеоморфизм класса Соболева W 1,n−1

loc (D) с
KO ( · , f) ∈ Ln−1

loc (D). Тогда f является кольцевым Q∗-гомеоморфизмом с Q∗(x) =
Kn−1
O (x, f).

Ввиду ограничений на объём данной публикации, приложения полученных ре-
зультатов к теории локального и граничного поведения отображений классов Со-
болева с критическим показателем будут опубликованы отдельно.
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4. Iwaniec T., Šverák V. On mappings with integrable dilatation // Proc. Amer. Math. Soc. – 1993.
– V. 118. – P. 181–188.

9



Е. С. Афанасьева, В. И. Рязанов, Р. Р. Салимов

5. Iwaniec T., Martin G. Geometrical Function Theory and Non–linear Analysis. – Oxford: Clarendon
Press, 2001.

6. Lehto O., Virtanen K. Quasiconformal Mappings in the Plane. – New York: Springer–Verlag,
1973.

7. Martio O., Ryazanov V., Srebro U., Yakubov E. Moduli in Modern Mapping Theory. – New York:
Springer, 2009.

8. Menchoff D. Sur les differencelles totales des fonctions univalentes // Math. Ann. – 1931. – V. 105.
– P. 75–85.

9. Ryazanov V., Srebro U. and Yakubov E. On ring solutions of Beltrami equation // J. Anal. Math.
– 2005. – V. 96. – P. 117–150.

10. Serrin J. On the differentiability of functions of several variables // Arch. Rational Mech. Anal.
– 1961. – V. 7. – P. 359–372.

11. Tengvall V. Differentiability in the Sobolev space W 1,n−1 // Calc. Var. Partial Differential
Equations. – 2014. – V. 51, No. 1–2. – P. 381–399.
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O. S. Afanas’eva, V. I. Ryazanov, R. R. Salimov
On Sobolev classes with critical exponent.

It is established in the present paper that an arbitrary homeomorphism f : D → Rn of a domain in
Rn, n > 2, in the Sobolev class W 1,n−1

loc with the outer dilatation KO(x, f) ∈ Ln−1
loc is the so–called ring

Q-homeomorphism with Q(x) = Kn−1
O (x, f) and also the so–called lower Q−homeomorphism with

Q(x) = KO(x, f). These facts make possible to apply the theory of the local and boundary behavior
of ring and lower homeomorphisms to the study of the Sobolev mappings with the critical exponent.
Recall, given bounded domains D and D′ in Rn, n > 2, and a measurable function Q : D → (0,∞),
a homeomorphism f : D → D′ is called a ring Q-homeomorphism at a point x0 ∈ D if
M(f(∆(C1, C2, D))) 6

∫
A∩D

Q(x) · ηn(|x − x0|) dm(x) for all continua C1 and C2 in D from different

components of the completion of any ring A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x − x0| < r2},
0 < r1 < r2 < δ0 = sup

x∈D
|x − x0|, and for every measurable function η : (r1, r2) → [0,∞] such that

r2∫
r1

η(r) dr > 1. Here ∆(C1, C2, D) denotes the collection of all paths joining C1 and C2 in D and M(Γ)

is the conformal modulus of the family Γ of paths γ in D (for a ring, it coincides with its capacity).
A homeomorphism f : D → D′ is said to be a ring Q-homeomorphism in the domain in D if
f is so at every point x0 ∈ D. The conception of ring Q-homeomorphisms was first introduced in
the paper Ryazanov V., Srebro U., Yakubov E. On ring solutions of Beltrami equations // J. Anal.
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Math. 96 (2005), 117–150; in the connection of investigations of the Beltrami equations in the plane
and, later on, it was extended to the spatial case in the paper Ryazanov V.I., Sevost’yanov E.A.
Equicontinuous classes of ring Q-homeomorphisms // Sibirsk. Mat. Zh. 48 (2007), no. 6, 1361–1376;
transl. in Siberian Math. J. 48 (2007), no. 6, 1093–1105; see also the monographs Gutlyanskii V.,
Ryazanov V., Srebro U., Yakubov E. The Beltrami equation. A geometric approach. Developments
in Mathematics, 26. Springer, New York, 2012; and Martio O., Ryazanov V., Srebro U., Yakubov
E. Moduli in modern mapping theory. Springer Monographs in Mathematics. Springer, New York,
2009. The ring Q-homeomorphisms are also studied in metric spaces by Smolovaya E.S. (at present
Afanas’eva E.S.) in the paper Boundary behavior of ring Q-homeomorphisms in metric spaces //
Ukrain. Mat. Zh., 62 (2010), no. 5, 682–689 (Russian); transl. in Ukrainian Math. J. 62 (2010), no.
5, 785–793. The conception of lower Q-homeomorphisms was introduced in the paper D. Kovtonyuk,
V. Ryazanov, On the theory of lower Q-homeomorphisms // Ukr. Mat. Visn. 5, no. 2 (2008), 159–
184; transl. in Ukr. Math. Bull. 5, no. 2 (2008), 157–181; and the theory of these mappings has
found interesting applications to the study of boundary value problems for the Beltrami equations,
and also to the theory of the local and boundary behavior for the Orlicz–Sobolev classes, see e.g.
the papers Kovtonyuk D.A., Petkov I.V., Ryazanov V.I., Salimov R.R. Boundary behavior and the
Dirichlet problem for the Beltrami equations // Algebra i Analiz 25 (2013), no. 4, 101–124; transl. in
St. Petersburg Math. J. 25 (2014), no. 4, 587–603; and Kovtonyuk D.A., Ryazanov V.I., Salimov R.R.,
Sevost’yanov E.A. On the theory of Orlicz-Sobolev classes // Algebra i Analiz 25 (2013), no. 6, 50–102;
transl. in St. Petersburg Math. J. 25 (2014), no. 6, 929–963; see also the monograph Kovtonyuk D.A.,
Salimov R.R. Sevost’yanov E.A. (ed. Ryazanov V.I.). Toward the Mapping Theory of the Classes of
Sobolev and Orlicz-Sobolev. – Kiev: Naukova dumka, 2013 (in Russian).

Keywords: Sobolev’s classes, critical exponent, outer dilatation, lower and ring Q-homeomorphisms.

О. С. Афанасьєва, В. I. Рязанов, Р. Р. Салiмов
Щодо класiв Соболєва з критичним показником.

У статтi встановлено, що будь-який гомеоморфiзм f класа Соболєва W 1,n−1
loc iз зовнiшньою дiла-

тацiєю KO(x, f) ∈ Ln−1
loc є так званим нижнiм Q-гомеоморфiзмом iз Q(x) = KO(x, f) та кiльцевим

Q-гомеоморфiзмом iз Q(x) = Kn−1
O (x, f).

Ключовi слова: класи Соболєва, критичний показник, зовнiшня дiлатацiя, нижнi i кiльцевi
Q-гомеоморфiзми.
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БЕЗГРАДИЕНТНЫЕ АЛГОРИТМЫ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ЗАДАЧ
ПЛАНИРОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ С ОБХОДОМ ПРЕПЯТСТВИЙ

В работе исследуется задача поиска экстремума выпуклой функции при наличии ограничений в
пространстве состояний системы. Предполагается, что аналитическое выражение функции, а так-
же расположение и форма препятствий могут быть частично или полностью неизвестны. Основ-
ным результатом работы является новый класс функций управления для системы с динамикой
интегратора. Полученные управления реализуют движение системы в окрестности градиентного
потока соответствующей навигационной функции, используя только ее значения (но не произ-
водные), и таким образом обеспечивают свободное от столкновений с препятствиями движение
системы к точке экстремума функции качества. Представленный класс управлений обобщает
некоторые известные результаты и позволяет генерировать новые управления с разнообразными
свойствами. Также показано, что использование безградиентных алгоритмов управления в зада-
чах планирования движения с обходом препятствий позволяет избежать проблемы притяжения
траекторий системы к нежелательному положению равновесия. Полученные результаты проил-
люстрированы на нескольких примерах.
MSC: 34H15; 93C40; 93C41; 70Q05.
Ключевые слова: безградиентные алгоритмы управления; задача обхода препятствий; пла-
нирование движения; поиск экстремума; навигационная функция; аппроксимация со скобками
Ли.

1. Введение.

Задачи поиска экстремума, целью которых является стабилизация управляе-
мой системы в точке минимума или максимума некоторой функции, возникают
во многих областях науки и имеют разнообразные практические применения [9].
Классические подходы к решению таких задач используют градиентные методы
синтеза управлений, для которых требуется вычисление производных функции ка-
чества. Однако такие подходы не применимы в случаях частично или полностью
неизвестного аналитического выражения функции качества и неизвестной точки
экстремума, то есть в ситуациях, когда градиент функции качества не может быть
явно вычислен. В связи с этим важной проблемой является получение безградиет-
ных алгоритмов управления, использующих только значения функции качества.
Существуют различные подходы к решению этой задачи (см., например, [18, 6]).
В частности, эффективным подходом является использование метода аппрокси-
маций со скобками Ли, с помощью которого получено несколько типов управле-
ний [3, 14, 15] для задач поиска экстремума. В работах [6, 5] получено описание
общего класса функций управления, который как включает результаты, получен-
ные в вышеуказанных работах, так и позволяет генерировать новые управления

Автор выражает благодарность профессору А. Л. Зуеву за содержательные обсуждения.
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с различными свойствами. В данной статье такие управления будут применены
к задаче поиска экстремума в областях с препятствиями для широкого класса
функций качества. Отметим, что большинство методов стабилизации и планиро-
вания движения с обходом препятствий основаны на использовании градиентных
алгоритмов управления, как, например, в работах [1, 4, 7, 8, 13, 17, 20, 19, 23] и
др. Задача поиска экстремума при наличии препятствий рассмотрена только для
частного случая функции качества, заданной как квадрат расстояния до искомой
точки [2, 12].

Статья построена следующим образом. В разделе 2 описана постановка зада-
чи и приведены некоторые вспомогательные результаты. В разделе 3 представлен
класс функций управления, решающих поставленную задачу. Полученные резуль-
таты проиллюстрированы на нескольких примерах в разделе 4.

2. Постановка задачи и вспомогательные результаты.

В данной статье рассматривается система управления, описываемая уравне-
нием интегратора. Будет представлен новый класс функций управления, которые
решают задачу поиска экстремума функции J при наличии ограничений (препят-
ствий). Введем следующие обозначения:
W = {x ∈ Rn : β̃0 ≤ 0} – рабочее пространство с границей, заданной функцией
β0 : Rn → R, ∂W = {x ∈ Rn : β̃0 = 0};
Oj = {x ∈ W : βj ≤ 0} – препятствие, функции βj : Rn → R определяют границы
препятствий: ∂Oj = {x ∈ Rn : βj = 0}, j = 1, N , N ≥ 1;
D = W \

∪N
j=1Oj – свободное от препятствий пространство (см. [8]).

Предположим, что функция J является строго выпуклой, и пусть x∗ ∈ W
удовлетворяет свойствам

J(x) > J∗ = J(x∗) для всех x ̸= x∗, βj(x
∗) > 0, j = 0, N,

где β0(x) = −β̃0(x).
Необходимо построить такое управление u = (u1, . . . , un)

T ∈ Rn, что тра-
ектории x(t) системы ẋ = u с начальными значениями x(0) = x0 (βj(x0) > 0)
удовлетворяют следующим условиям:

x(t) → x∗ при t→ +∞,

βj(x(t)) > 0 для всех t ∈ [0,+∞), j = 0, N.
(1)

Отметим, что аналитические выражения функций J, βj и значения x∗, J∗ могут
быть неизвестны, но известны значения функций J(x), βj(x) для каждого x ∈ Rn.
Таким образом, необходимо построить управление u = u(t, J(x), β0(x), . . . , βN (x)),
использующее только значения функций J(x), βj(x), с которым траектории систе-
мы стремились бы к точке минимума функции J(x), оставаясь при этом в свобод-
ном от препятствий пространстве.
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Будем рассматривать сферические рабочее пространство и препятствия:

W = {x ∈ Rn : β̃0(x) = ∥x∥2 − r20 ≤ 0},
Oj = {x ∈ Rn : βj(x) = ∥x− xjo∥2 − r2j ≤ 0}, j = 1, N,

(2)

где r0, rj > 0 обозначают радиусы соответствующих сфер, xjo ∈ Rn – центр j- го
препятствия. Предполагается, что препятствия не пересекаются, Oi ⊂ intW, Oi ∩
Oj = ∅ для всех i ̸= j, i, j = 1, N , то есть

∥xjo∥+ rj < r0, ∥xjo − xlo∥ > rj + rl, j, l = 1, N, (3)

Для обеспечения движения системы в свободном от препятствий пространстве
будет использован метод навигационных функций.

Определение [8]. ПустьD ⊂ Rn является компактным связным аналитическим
многообразием с краем. Отображение φµ : D → [0, 1] называется навигационной
функцией в D, если оно обладает следующими свойствами:

• дифференцируемость: φµ ∈ C2(D; [0, 1]);
• полярность в x∗: φµ имеет единственный минимум в x∗ ∈ intD;
• морсовость в D: все критические точки φµ в D являются невырожденными;
• допустимость: ∂D = φ−1

µ (1).
Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.1 [13]. Пусть пространство W и множества Oj имеют вид (2),
выполнено условие (3), D является свободным от препятствий пространством,
то есть D = {x ∈ Rn : β(x) =

∏N
j=0 βj(x) ≥ 0}, и пусть функция φµ : D → [0, 1]

определены следующим образом:

φµ(x) =
J(x)

(Jµ(x) + β(x))1/µ
, µ > 0. (4)

Предположим, что J ∈ C2(D;Rn) является строго выпуклой функцией, соб-
ственные значения матрицы

(
∂2J

∂xi∂xj

)n
i,j=1

содержатся в интервале [λmin, λmax]

(λmin > 0), x∗ = argminx J(x) ∈ intD, J(x∗) ≥ 0. Предположим также, что

λmax/λmin < 1 + min
i=1,N

1
ri
∥xio − x∗∥.

Тогда для любого ∆ > 0 существует такая константа µ̄(∆), что для всех µ >
µ̄(∆) функция φµ является навигационной функцией с минимумом в точке x̄, где
∥x̄− x∗∥ < ∆. Кроме того, если J(x∗) = 0 или ∇β(x∗) = 0, то x̄ = x∗.

Таким образом, можно показать (см. например [13]), что если функция φµ(x)
удовлетворяет условиям теоремы с достаточно большим µ > 0, то траектории
системы

ẋ(t) = −∇φµ(x(t)), 0 ≤ t < t∗ ≤ +∞ (5)
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при почти всех начальных условиях x(0) = x0 ∈ intD стремятся асимптотически
к бесконечно малой окрестности точки минимума функции J(x), оставаясь при
этом в свободном от препятствий пространстве D. Однако аналитические выра-
жения функций J, βj могут быть неизвестными, поэтому важной задачей является
построение управляющих алгоритмов, которые зависят только от значений этих
функций и не используют их производные (и, соответственно, производные нави-
гационной функции φµ). В этой статье будет представлен класс безградиентных
управляющих алгоритмов, решающих такую задачу путем аппроксимации траек-
торий системы (5).

Одним из основных подходов к решению задачи поиска экстремума является
метод аппроксимаций со скобками Ли (см., например, [3]). В статьях [5, 6] предло-
жено развитие этого подхода на основании методов стабилизации и планирования
движения неголономных систем, используемых, например, в [21, 22, 24]. Рассмот-
рим систему

ẋ =

ℓ∑
i=1

fi(x)ui(t), x ∈ D ⊆ Rn, fi : D → Rn. (6)

Обозначим производную Ли как Lfjfi(x) = lim
s→0

fi(x+sfj(x))−fi(x)
s .

Лемма 2.1 [6]. Предположим, что векторные fi удовлетворяют условию
Липшица в области D ⊆ Rn и fi ∈ C2(D \ Ξ;R), где Ξ = {x ∈ D : fi(x) =
0 для всех 1 ≤ i ≤ ℓ}. Предположим также, что Lfjfi, LflLfjfi ∈ C(D;Rn), для
всех i, j, l = 1, ℓ. Если x(t) ∈ D, t ∈ [0, τ ], является решением системы (6) с
u ∈ C([0, τ ];Rm) и x(0) = x0 ∈ D, то x(t) представимо в виде ряда Вольтерры
следующим образом:

x(t) = x0 +

ℓ∑
i=1

fi(x
0)

t∫
0

ui(v)dv +

ℓ∑
i,j=1

Lfjfi(x
0)

t∫
0

v∫
0

ui(v)uj(s)dsdv +R(t), t ∈ [0, τ ],

(7)

где

R(t) =

ℓ∑
i,j,l=1

t∫
0

v∫
0

s∫
0

LflLfjfi(x(p))ui(v)uj(s)ul(p)dpdsdv

является остаточным членом ряда Вольтерры.
Отметим, что в отличие от других работ, использующих ряды Вольтерры (на-

пример, [10, 21]), лемма 2.1 позволяет разложить в ряд Вольтерры решения систе-
мы, векторные поля которой могут не являться непрерывно дифференцируемыми.
Будем использовать также следующий результат.

Лемма 2.2 [6, 21]. Пусть D ⊆ Rn, x∗ ∈ D, и пусть x(t) ∈ D, 0 ≤ t ≤ τ , явля-
ется решением системы (6). Предположим, что существует такие константы
M,L > 0, что

∥fi(x)∥ ≤M, ∥fi(x)− fi(y)∥ ≤ L∥x− y∥,
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для всех x, y ∈ D, i = 1, ℓ. Тогда

∥x(t)− x(0)∥ ≤ 1

L
max
1≤i≤n

fi(x(0))(e
νLt − 1)≤M

L
(eνLt − 1), t∈[0, τ ], (8)

с ν = max
t∈[0,τ ]

∑ℓ
i=1 |ui(t)|.

3. Основные результаты.

Рассмотрим систему

ẋ =
2n∑
i=1

(gi ◦ φµ)(x)uεi (t)ei, x ∈ Rn, (9)

где ei – единичный вектор в Rn с ненулевой i-ой компонентой при i ≤ n, и нену-
левой (i − n)-ой компонентой при n + 1 ≤ i ≤ 2n, ε > 0, ki ∈ N, ki ̸= kj для всех
i ̸= j,

uεi (t) =

{
2
√
πkiε−1 cos

(
2πkitε

−1
)
, для всех i = 1, n,

2
√
πki−nε−1 sin

(
2πki−ntε

−1
)
, для всех i = n+ 1, 2n,

(10)

и функция φµ задана формулой (4). В следующей теореме сформулированы усло-
вия, при которых траектории системы (9) обладают свойствами (1).

Теорема 3.1. Предположим, что функция J ∈ C2(D;R) удовлетворяет усло-
виям теоремы 2.1 c x∗ ∈ intD, J(x∗) = 0, и пусть дана такая константа µ > 0,
что функция φµ, заданная формулой (4), является навигационной функцией с
минимумом в x∗ ∈ intD. Пусть функции gi связаны соотношениями

gi+n(z) = −αgi(z)
∫

dz

gi(z)2
, α > 0, i = 1, n, (11)

и выполнены следующие условия:

C1.1 функции gi◦φµ ∈ C2(D \ x∗;R), функции Lgjgi◦φµ, LglLgjgi◦φµ ∈ C(D;R),
для всех i, j, l = 1, 2n;

C1.2 функции gi◦φµ удовлетворяют условию Липшица на любом компакте χ ⊂
D, и gi◦φµ(x) = 0 ⇐⇒ x = x∗;

C1.3 существует такое H ≥ 0, что
2n∑

i,j,l=1

∥∥LglLgjgi◦φµ(x)∥∥ ≤ H∥∇φµ(x)∥ для

всех x ∈ D.

Тогда существует такое ε > 0, что все решения системы (9) с функциями uεi (t),
заданными формулой (10), и начальными условиями x(0) = x0 ∈ intD корректно
определены для всех t ∈ [0,+∞) и обладают свойствами (1):

x(t) ∈ intD для всех t ≥ 0,

x(t) → x∗ при t→ +∞.
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Доказательство. Пусть x0 ∈ intD. Определим ε0 > 0 таким образом, чтобы
соответствующие решения x(t) системы (9) с функциями uεi (t), заданными фор-
мулой (10), были корректно определены для всех t ∈ [0, ε], ε ∈ (0, ε0]. Обозначим
D0=Lφµ(x0) = {x ∈ Rn : φµ(x) ≤ φµ(x

0)} ⊂ D, d0 = ρ (D0, ∂D) > 0, d1 ∈ (0, d0),
Mg = sup

x∈D
1≤i≤2n

∣∣gi◦φµ(x)∣∣,
ν = max

t

2n∑
i=1

|uεi (t)| = 2
√
2πε−1/2

n∑
i=1

√
ki, (12)

и положим

0 < ε0 <
(
2
√
2πL

n∑
i=1

√
ki

)−2
ln2
(
Ld1
Mg

+ 1

)
. (13)

Тогда из леммы 2.2 следует, что ∥x(t)− x0∥ < d1, для всех ε ∈ (0, ε0], t ∈ [0, ε], т.е.
x(t) ∈ D для всех t ∈ [0, ε].

Используя лемму 2.1, запишем разложение в ряд Вольтерры решений систе-
мы (9) с управлениями uεi (t), заданными формулой (10):

x(ε) = x0 +
1

2

n∑
i=1

[giei, gi+nei]◦φµ(x0)
ε∫

0

τ∫
0

(
ui+n(τ)ui(θ)−ui(τ)ui+n(θ)

)
dθdτ+R(ε)

= x0 − εα∇φµ(x0) +R(ε), (14)

где R(ε) – остаточный член ряда Вольтерры,

R(ε) =
2n∑

i,j,l=1

ε∫
0

v∫
0

s∫
0

LglLgjgi ◦ φµ(x(p))ui(v)uj(s)ul(p)dp ds dv. (15)

Из условия С1.3 и оценки (12) следует, что

∥R(ε)∥ ≤ Hν3ε3

6
∥∇φµ(x)∥ = HRε

3/2∥∇φµ(x)∥, (16)

с HR = 8
3Hπ

√
2π
( n∑
i=1

√
ki
)3. Применим к функции φµ(x(ε)) формулу Тейлора с

остаточным членом в форме Лагранжа:

φµ(x(ε)) = φµ(x
0) +

⟨
∇φTµ (x0), x(ε)− x0

⟩
+

1

2

⟨
∂2φµ
∂x2

∣∣∣∣
θ

(
x(ε)− x0

)
, x(ε)− x0

⟩
≤ φµ(x

0)− εα
(
1− mφεα

2

)
∥∇φµ(x0)∥2 (17)

+ (1 +mφεα)∥∇φµ(x0)∥ · ∥R(ε)∥+
mφ

2
∥R(ε)∥2,
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где ∥θ − x0∥ ≤ ∥x(ε) − x0∥, mφ = supx∈D

∥∥∥∂2φµ

∂x2

∥∥∥. Покажем, что существует такое
ε1 > 0, что(

(1 + αmφε)∥∇φµ(x0)∥+
mφ

2
∥R(ε)∥

)
∥R(ε)∥ < αε

(
1− αmφε

2

)
∥∇φµ(x0)∥2, (18)

для всех ε ∈ (0, ε1] и x0 ∈ D: ∇φµ(x0) ̸= 0. Тогда из неравенства (17) будет
следовать, что

φµ(x(ε)) < φµ(x
0). (19)

Действительно, из оценки (16) следует, что(
(1 + αmφε)∥∇φµ(x0)∥+

mφ

2
∥R(ε)∥

)
∥R(ε)∥

≤
(
(1 + αmφε) +

mφ

2
HRε

3/2
)
HRε

3/2∥∇φµ(x)∥2.

Определяя ε1 > 0 из условия mφH2
R

2α ε21 +
mφ

2 ε1 +
(
1
α +mφε1

)
H2

√
ε1 < 1, имеем, что

неравенство (18) выполнено для всех ε ∈ (0, ε1].
Таким образом, доказано, что φµ(x(ε)) < φµ(x

0) при условии, что ∇φµ(x0) ̸= 0.
Итерируя полученное неравенство для всех x0 ∈ D0, получаем

φµ(x((j + 1)ε)) ≤ φµ(x(jε)) для j = 0, 1, 2, ..., (20)

и кроме того, x((j+1)ε) ∈ D0 для всех j = 0, 1, 2, ... по построению D0. Рассмотрим
дискретную динамическую систему

xj = h(xj−1), j = 1, 2, ... , (21)

где отображение h : D0 → D0 ставит в соответствие точке ξ ∈ D0 решение x(t),
t∈[0, ε], системы (9) с начальным условием x|t=0 = ξ и управлениями uε(t) задан-
ными формулой (10); предполагается, что h(ξ) = ξ если (gi ◦ φµ)(ξ) = 0. Можно
показать, что xj = x(jε), j = 0, 1, 2, ... . Как показано ранее, x(t) корректно опре-
делено на каждом интервале Ij = [εj, ε(j + 1)) и x(t) ∈ intD для всех t ≥ 0.
Из принципа инвариантности [11, 16], свойств отображения h и (20) следует, что

xj → S0 при j → +∞, (22)

где S0 является наибольшим инвариантным подмножеством множества S = {x ∈
D0 : ∇φµ(x) = 0} динамической системы (21). Из условия С1.2, S0 = x∗, то есть

xj = x(jε) → x∗ при j → +∞. (23)

Для произвольного t ≥ 0 обозначим целую часть t
ε как tεin. Отметим, что 0 ≤ t −

tεinε < ε. Используя неравенство треугольника и лемму 2.2, получаем следующую
оценку:

∥x(t)− x∗∥ = ∥x(t)− x(tεinε) + x(tεinε)− x∗∥ ≤ ∥x(tεinε)− x∗∥+ ∥x(t)− x(tεinε)∥

≤ ∥x(tεinε)− x∗∥+ 1

L
max

1≤i≤2n
∥gi ◦ φµ(x(tεinε))∥(eνLε − 1).
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Из C1.2 следует, что gi ◦ φµ(x(tεinε)) → 0 при t → ∞. Принимая во внимание
свойство (23), получаем x(t)→x∗ при t→+∞. �

Отметим, что для доказательства теоремы важными являются условия С1.2 и
С1.3, которые, однако, сужают класс допустимых функций gi и J . Подобно под-
ходу статьи [6], при отсутствии этих условий можно показать, что траектории
системы (9) с функциями uεi (t), заданными формулой (10), стремятся к некото-
рой окрестности множества критических точек S, радиус которой уменьшается с
ростом ε. Этот результат сформулирован в следующей теореме.

Теорема 3.2. Предположим, что функция J ∈ C2(D;R) удовлетворяет усло-
виям теоремы 2.1 c x∗ ∈ intD, навигационная функция φµ задана формулой (4) с
некоторым µ > 0. Пусть функции gi связаны соотношениями (11) и удовлетво-
ряю условию

C2.1 функции gi◦φµ ∈ C2(D \ S;R), где S = {x ∈ D0 : ∇φµ(x) = 0}, D0 =
Lφµ(x0) = {x ∈ D : φµ(x) ≤ φµ(x

0)}, функции Lgjgi◦φµ, LglLgjgi◦φµ ∈
C(D;R), для всех i, j, l = 1, 2n;

Тогда для каждого η > 0 такого, что Lη = {x ∈ D0 : φµ(x) ≤ η} ⊃ S существуют
такие ε, T > 0, что все решения системы (9) с функциями uεi (t), заданными
формулой (10), и начальными условиями x0 ∈ intD корректно определены для
всех t ∈ [0,+∞) и обладают следующими свойствами:

x(t) ∈ intD для всех t ≥ 0, x(t) ∈ Lη для всех t ≥ T.

Доказательство. Пусть x0 ∈ intD. Аналогично доказательству теоремы 3.1,
определим ε0 > 0 так, чтобы соответствующие решения x(t) системы (9) с управ-
лениями uε(t) (10) были корректно определены для всех t ∈ [0, ε], ε ∈ (0, ε0]. Пусть
дано такое η > 0, что S ⊂ Lη, и пусть x0 ∈ intD\Lη (случай x0 ∈ Lη будет рассмот-
рен позднее). Зафиксируем η0, ηmin так, чтобы S ⊂ Lηmin/2 ⊂ Lηmin ⊂ Lη0 ⊂ Lη, и
положим d̃ = min{ρ(Lηmin/2,Lηmin), ρ(Lηmin ,Lη0), ρ(Lη0 ,Lη)},

0 < ε̃0 <
(
2
√
2πL

n∑
i=1

√
ki

)−2
ln2
(
Ld̃1
Mg

+ 1

)
.

Тогда в силу леммы 2.2 справедливы следующие утверждения:
P1) если x0 ∈ Lη0 , то x(t) ∈ Lη для всех t ∈ [0, ε];
P2) если x0 ∈ D \ Lηmin то x0 ∈ D \ Lηmin/2 для всех t ∈ [0, ε].
P3) если x0 ∈ Lηmin то x0 ∈ Lη0 для всех t ∈ [0, ε].
Из С2.1, Р2) и леммы 2.1 следует, что представление (14) справедливо для всех

x0∈intD \ Lηmin . Кроме того, справедлива следующая оценка остаточного члена
R(ε):

∥R(ε)∥ ≤ Hν3ε3

6
∥∇φµ(x)∥ = H̃Rε

3/2,
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с H̃R = 8
3Hπ

√
2π
( n∑
i=1

√
ki
)3

supx∈D ∥∇φµ(x)∥. Аналогично (17), имеем

φµ(x(ε)) ≤ φµ(x
0)− εα

((
1− αmφε

2

)
∥∇φµ(x0)∥2

− (1 + αmφε)∥∇φµ(x0)∥H̃R

√
ε− mφ

2
H̃2
Rε

2
)
.

В силу непрерывности ∇φµ(x), существуют такие λ1, λ2, что

0 < λ1 ≤ ∥∇φµ(x0)∥ ≤ λ2 для всех x0 ∈ D \ Lηmin/2.

Тогда
φµ(x(ε))≤φµ(x0)−εα

((
1− αmφε

2

)
λ21 − (1 + αmφε)λ2H̃R

√
ε−mφ

2 H̃
2
Rε

2
)
. Опреде-

ляя ε̃1 > 0 из условия

mφ

2αλ21
H̃2
Rε̃

2
1 +

mφε̃1
2

+

(
1

α
+mφε̃1

)
λ2
λ21
H̃R

√
ε̃1 < 1,

имеем, что для всех ε ∈ (0, ε̃1] решения системы (9) c функциями uεi , заданными
формулой (10) и начальными условиями x0 ∈ intD \ Lηmin обладают свойством
φµ(x(ε)) < φµ(x

0).
Итерируя полученное неравенство для x0 ∈ intD \Lηmin , в силу непрерывности

функции φµ получаем, что существует такое N ≥ 0, что

x(jε) ∈ D \ Lηmin для всех j = 0, 1, 2, ...N − 1, x(Nε) ∈ Lηmin .

В силу P2, x(jε) ∈ D \ Lηmin/2 для j = 0, 1, 2, ...N . Таким образом, представле-
ние (14) остается справедливым для всех j = 0, 1, 2, ...N − 1. Кроме того, в силу
P3, x(t) ∈ Lη0 для всех t ∈ [Nε; (N + 1)ε]. Возможны два случая:

i) x((N + 1)ε) ∈ Lη0 \ Lηmin . Повторяя предыдущие рассуждения, приходим к
выводу, что x(t) ∈ Lη для всех t ∈ [(N +1)ε; (N +2)ε]. Кроме того, φµ((N +2)ε) ≤
φµ((N + 1)ε), следовательно, x((N + 2)ε) ∈ Lη0 .

ii) x((N + 1)ε) ∈ Lηmin . Тогда из Р3 следует, что x(t) ∈ Lη0 для всех t ∈ [(N +
1)ε; (N + 2)ε].

Таким образом, в обоих случаях x(t) ∈ Lη для всех t ∈ [(N + 1)ε; (N + 2)ε],
и x((N + 2)ε) ∈ Lη0 . Итерируя i), ii), приходим к выводу, что x(t) ∈ Lη для всех
t ≥ (N + 1)ε. �

4. Примеры.

Пусть x ∈ R2, W = {x ∈ R2 : x21 + x22 ≤ 3.5}, J(x) = (x1 − x∗1)
2 + (x2 − x∗2)

2,
x∗ ∈W . Тогда система (9) имеет вид

ẋ1 = 2
√
πk1ε−1

(
g1 ◦ φµ(x) cos(2πk1ε−1t) + g3 ◦ φµ(x) sin(2πk1ε−1t)

)
,

ẋ2 = 2
√
πk2ε−1

(
g2 ◦ φµ(x) cos(2πk2ε−1t) + g4 ◦ φµ(x) sin(2πk2ε−1t)

)
.

(24)
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Рис. 1. Графики траекторий системы (24) с функциями gi вида (25) (слева) и (26) (справа),
x0 = (1, 1)T , x∗ = (−2, 1)T , ε = 0.1, µ = 5.

Для всех примеров полагаем k1 = 1, k2 = 2. На рисунке 1 (слева) приведен график
траектории системы (24) в пространстве с семью препятствиями, с функциями

g1(z) = g2(z) =
√

1−e−(z)

1+e(z)
sin
(
e(z)+2 ln(e(z)−1)

)
,

g3(z) = g4(z) =
√

1−e−(z)

1+e(z)
cos
(
e(z)+2 ln(e(z)−1)

)
.

(25)

В рассмотренном случае функции gi удовлетворяют условиям теоремы 3.1, что
обеспечивает затухание колебаний траекторий системы при приближении к x∗.
Для сравнения рассмотрим управления, аналогичные предложенным в [14], то есть
возьмем

g1(z) = g2(z) = sin(z), g3(z) = g4(z) = cos(z). (26)

Поскольку g1, g2 9 0 при x→ x∗, такие управления обеспечивают притяжение тра-
екторий системы только к некоторой окрестности x∗, см. рис. 1 (справа). Следует
также отметить, что использование градиентных управлений позволяет избежать
проблемы нежелательных положений равновесия, возникающих в следствии на-
личия отличных от x∗ точек, в которых ∇ϕµ(x) = 0 при определенном расположе-
нии препятствий (например, в случае симметричного расположения препятствий
относительно прямой, соединяющей x0 и x∗). На рисунке 2 приведены графики
траекторий системы (24) и системы (5) с градиентным алгоритмом управления,
иллюстрирующие это свойство.

Теоремы 3.1–3.2 доказаны в предположении, что потенциальная функция удо-
влетворяет условиям теоремы 2.1. Отметим, что, как описывается, например, в [13],
не всегда возможно построить навигационную функцию вида (4). Кроме того, вре-
мя, за которое траектории системы с управлением, использующим функции ви-
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Рис. 2. Графики траекторий системы (24) с функциями gi вида (25) (слева) и системы (5) (спра-
ва), x0 = (3, 0)T , x∗ = (−3, 0)T , ε = 1, µ = 2.

Рис. 3. Графики траекторий системы (24) функциями gi вида (26), x0 = (−3, 1)T , x∗ =

(−1.5, 2.5)T , ε = 0.025. Слева: с функциями gi ◦ φµ, φµ задана формулой (4), µ = 2, t ∈ [0, 1000];
справа: с функциями gi ◦ Pα, Pα задана формулой (27), α = 20, t ∈ [0, 10].

да (4), достигают заданной окрестности x∗, значительно возрастает с увеличением
количества препятствий. В таких случаях целесообразным является использова-
ние других потенциальных функций, поэтому дальнейший интерес представляет
обобщение предложенного в статье подхода на более широкие классы потенциаль-
ных функций. Для примера, на рис. 3 показаны графики траекторий системы (24)
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в пространстве с девятью препятствиями при использовании навигационной функ-
ции вида (4) и потенциальной функции, предложенной в [7, 19]:

Pα(x) = J(x)

(
1 +

α

β(x)

)
, α > 0. (27)

5. Выводы.

В данной статье представлен новый класс безградиентных алгоритмов управ-
ления для задачи планирования движения с обходом препятствий. С одной сто-
роны, полученные результаты позволяют гарантировать свободное от столкнове-
ний с препятствиями движение системы к точке экстремума для широкого класса
функций качества. С другой стороны, использование безградиентных алгоритмов
планирования движения системы с обходом препятствий позволяет получить бо-
лее простые формулы для функций управления. Кроме того, такие управления
используют только значения функции качества и расстояния до препятствий, и
могут быть использованы в случаях неизвестного расположения и формы препят-
ствий.
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V. V. Grushkovskaya
Gradient-free control algorithms for motion planning with obstacle avoidance.

The paper studies the extremum seeking problem under the presence of constraints in the state space
of a system. It is assumed that the analytical expression of the function as well as the locations and
shapes of the obstacles may be partially or completely unknown. The main result of the paper provides
a novel class of control functions for a system with integrator dynamics. The obtained controls ensure
the motion of the system in a neighbourhood of the gradient flow of the corresponding navigation
function by using only the values of the navigation function (but not its derivatives), and thus realize
collision-free motion of the system to the extremum point of the cost function. The presented class of
controls generalizes some known results and allows to construct new controls with variable properties.
It is also shown that the use of gradient-free control algorithms in obstacle avoidance problems allows
to avoid the problem of attraction of the trajectories to an undesirable equlibrium. The obtained results
are illustrated with several examples.

Keywords: gradient-free control algorithms; obstacle avoidance problem; motion planning; extremum
seeking; navigation function; Lie brackets approximation.
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В. В. Грушковська
Безградiєнтнi алгоритми керування для задач планування руху з уникненням пе-
решкод.

У роботi дослiджується задача пошуку екстремуму опуклої функцiї за наявнiстю обмежень у
просторi станiв системи. Припускається, що аналiтичний вираз функцiї, а також розташуван-
ня та форма перешкод можуть бути частково або повнiстю невiдомими. Основним результатом
роботи є новий клас функцiй керування для системи з динамiкою iнтегратора. Отриманi ке-
рування реалiзують рух системи в околi градiєнтного потоку вiдповiдної навiгацiйної функцiї,
використовуючи лише її значення (але не похiднi), i таким чином забезпечують вiльний вiд зi-
ткнень з перешкодами рух системи до точки екстремуму функцiї якостi. Представлений клас
керувань узагальнює деякi вiдомi результати i дозволяє генерувати новi керування з рiзноманiт-
ними властивостями. Також показано, що використання безградiєнтних алгоритмiв керування в
задачах планування руху з обходом перешкод дозволяє уникнути проблеми притягання траєк-
торiй системи до небажаного стану рiвноваги. Отриманi результати проiлюстровано на декiлькох
прикладах.

Ключовi слова: безградiєнтнi алгоритми керування; задача уникнення перешкод; планування
руху; пошук екстремуму; навiгацiйна функцiя; апроксимацiя з дужками Лi.
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We study the Dirichlet problem for the quasilinear partial differential equations of the form △u(z) =
h(z)·f(u(z)) in the unit disk D ⊂ C with functions h : D → R in the class Lp(D), p > 1, and continuous
functions f : R → R with nondecreasing |f | of |t| such that f(t)/t → 0 as t → ∞. On the basis of
the potential theory and applying the Leray–Schauder approach, under arbitrary continuous boundary
data φ : ∂D → R we prove the existence of continuous solutions u of the problem in the class W 2,p

loc .
Moreover, u ∈ W 1,q

loc (D) for some q > 2 and u is locally Hölder continuous. If in addition φ is Hölder
continuous, then u is Hölder continuous in D. Furthermore, u ∈ C1,α

loc (D) with α = (p− 2)/p if p > 2.
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1. Introduction.

Let D be the unit disk in the complex plane C. For z and w ∈ D with z ̸= w, set

G(z, w) := log

∣∣∣∣1− zw̄

z − w

∣∣∣∣ and P (z, eit) :=
1− |z|2

|1− ze−it|2
(1)

be the Green function and Poisson kernel in D. If φ ∈ C(∂D) and g ∈ C(D), then
a solution to the Poisson equation

△f(z) = g(z) (2)

satisfying the boundary condition f |∂D = φ is given by the formula

f(z) = Pφ(z)− Gg(z) (3)

where

Pφ(z) =
1

2π

2π∫
0

P (z, eit)φ(e−it) dt , Gg(z) =

∫
D

G(z, w) g(w) dm(w) , (4)

see e.g. [8], p. 118–120. Here m(w) denotes the Lebesgue measure in C.
In the next section, we give the representation of solutions of the Poisson equation

in the form of the Newtonian (normalized antilogarithmic) potential that is more
convenient for our research and, on this basis, we prove the existence and representation
theorem for solutions of the Dirichlet problem to the Poisson equation under the
corresponding conditions of integrability of sources g.
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2. Potentials and the Poisson equation.

Correspondingly to 3.1.1 in [18], given a finite Borel measure ν on C with compact
support, its potential is the function pν : C → [−∞,∞) defined by

pν(z) =

∫
C

log |z − w| dν(w) . (5)

Remark 1. Note that the function pν is subharmonic by Theorem 3.1.2 and, conse-
quently, it is locally integrable on C by Theorem 2.5.1 in [18]. Moreover, pν is harmonic
outside of the support of ν.

This definition can be extended to finite charges ν with compact support (named
also signed measures), i.e., to real valued sigma-additive functions on Borel sets in
C, because of ν = ν+ − ν− where ν+ and ν− are Borel measures by the well–known
Jordan decomposition, see e.g. Theorem 0.1 in [14].

The key fact is the following statement, see e.g. Theorem 3.7.4 in [18].

Proposition 1. Let ν be a finite charge with compact support in C. Then

△pν = 2π · ν (6)

in the distributional sense, i.e.,∫
C

pν(z)△ψ(z) dm(z) = 2π

∫
C

ψ(z) d ν(z) ∀ ψ ∈ C∞
0 (C) . (7)

Here as usual C∞
0 (C) denotes the class of all infinitely differentiable functions

ψ : C → R with compact support in C, △ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
is the Laplace operator and

dm(z) corresponds to the Lebesgue measure in C.

Corollary 1. In particular, if for every Borel set B in C

ν(B) :=

∫
B

g(z) dm(z) (8)

where g : C → R is an integrable function with compact support, then

△Ng = g , (9)

where
Ng(z) :=

1

2π

∫
C

log |z − w| g(w) dm(w) , (10)

in the distributional sense, i.e.,∫
C

Ng(z)△ψ(z) dm(z) =

∫
C

ψ(z) g(z) dm(z) ∀ ψ ∈ C∞
0 (C) . (11)
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Here the function g is called a density of charge ν and the function Ng is said to
be the Newtonian potential of g.

The next statement on continuity in the mean of functions ψ : C → R in Lq(C),
q ∈ [1,∞), with respect to shifts is useful for the study of the Newtonian potential,
see e.g. Theorem 1.4.3 in [20], cf. also Theorem III(11.2) in [19]. Here we give its direct
proof arguing by contradiction.

Lemma 1. Let ψ ∈ Lq(C), q ∈ [1,∞), have a compact support. Then

lim
∆z→0

∫
C

|ψ(z +∆z)− ψ(z)|q dm(z) = 0 . (12)

The shift of a set E ⊂ C by a complex vector ∆z ∈ C is the set

E +∆z := { ξ ∈ C : ξ = z + ∆z , z ∈ E } .

Proof. Let us assume that there is a sequence ∆zn ∈ C, n = 1, 2, . . ., such that
∆zn → 0 as n→ ∞ and, for some δ > 0 and ψn(z) := ψ(z +∆zn), n = 1, 2, . . .,

In :=

∫
C

|ψn(z)− ψ(z)|q dm(z)

 1
q

≥ δ ∀ n = 1, 2, . . . . (13)

Denote by K the closed disk in C centered at 0 with the minimal radius R that
contains the support of ψ. By the Luzin theorem, see e.g. Theorem 2.3.5 in [5], for
every prescribed ε > 0, there is a compact set C ⊂ K such that g|C is continuous
and m(K \ C) < ε. With no loss of generality, we may assume that C ⊂ K∗ where
K∗ is a closed disk in C centered at 0 with a radius r ∈ (0, R) and, moreover, that
Cn ⊂ K, where Cn := C − ∆zn, for all n = 1, 2, . . .. Note that m(Cn) = m(C) and
then m(K \Cn) < ε and, consequently, m(K \C∗

n) < 2ε, where C∗
n := C ∩Cn, because

K \ C∗
n = (K \ Cn) ∪ (K \ C).

Next, setting Kn = K −∆zn, we see that K ∪Kn = C∗
n ∪ (K \C∗

n)∪ (Kn \C∗
n) and

that Kn \C∗
n+∆zn = K \C∗

n. Hence by the triangle inequality for the norm in Lp the
following estimate holds

In ≤ 4 ·

 ∫
K\C∗

n

|ψ(z)|q dm(z)


1
q

+

∫
C∗

n

|ψn(z)− ψ(z)|q dm(z)


1
q

∀ n = 1, 2, . . .

By construction the both terms from the right hand side can be made to be arbitrarily
small, the first one for small enough ε because of absolute continuity of indefinite
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integrals and the second one for all large enough n after the choice of the set C. Thus,
the assumption (13) is disproved. �

Theorem 1. Let g : C → R be in Lp(C), p > 1, with compact support. Then Ng

is continuous. A collection {Ng} is equicontinuous on compacta if the collection {g} is
bounded by the norm in Lp(C) with supports in a fixed disk K. Moreover, under these
conditions, on each compact set in C

∥Ng∥C ≤ M · ∥g∥p . (14)

The corresponding statement on the continuity of integrals of potential type in Rn,
n ≥ 3, can be found in [20], Theorem 1.6.1.

Proof. By the Hölder inequality with 1
q +

1
p = 1 we have that

|Ng(z)−Ng(ζ)| ≤ ∥g∥p
2π

·

 ∫
K

| log |z − w| − log |ζ − w| |q dm(w)

 1
q

=

=
∥g∥p
2π

·

 ∫
C

|ψζ(ξ +∆z)− ψζ(ξ) |q dm(ξ)

 1
q

where ξ = ζ−w, ∆z = z−ζ, ψζ(ξ) := χK+ζ(ξ) log |ξ|. Thus, the first conclusion follows
by Lemma 1 because log |ξ| ∈ Lqloc(C) for all q ∈ [1,∞).

The second conclusion follows by the continuity of the integral from the right hand
side in the above estimate with respect to the parameter ζ ∈ C. Indeed,

∥ψζ − ψζ∗∥q =


∫
∆

| log |ξ||q dm(ξ)


1
q

where ∆ denotes the symmetric difference of the disks K + ζ and K + ζ∗. Thus, the
statement follows from the absolute continuity of the indefinite integral.

The third conclusion similarly follows through the direct estimate

|Ng(ζ)| ≤ ∥g∥p
2π

·

 ∫
K

| log |ζ − w| |q dm(w)

 1
q

=
∥g∥p
2π

·

 ∫
C

|ψζ(ξ) |q dm(ξ)

 1
q

.

�

Proposition 2. There exist functions g ∈ L1(C) with compact support whose
potentials Ng are not continuous, furthermore, Ng /∈ L∞

loc .
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Proof. Indeed, let us consider the function

g(z) = ω(|z|), z ∈ D, g(z) ≡ 0, z ∈ C \ D ,

where
ω(t) = 1/t2(1− ln t)α, t ∈ (0, 1], α ∈ (1, 2), ω(0) = 0 .

Setting Ω(t) = t · ω(t), we see that, firstly,

∫
D

|g(w)| dm(w) = 2π

1∫
0

Ω(t) d t = 2π

1∫
0

d ln t

(1− ln t)α
=

2π

α− 1

and, secondly,

I := Ng(0) =

1∫
0

Ω(t) ln t d t =

ln t t∫
0

Ω(τ) d τ

1

0

−
1∫

0

1

t

t∫
0

Ω(τ) d τ

 d t =

=
1

α− 1
·

[ ln t

(1− ln t)α−1

]1
0

+

1∫
0

d t

t(1− ln t)α−1

 =

=
1

α− 1
·
[
(1− ln t)1−α − 3− α

2− α
· (1− ln t)2−α

]1
0

= −∞ .

�
The following theorem on the Newtonian potentials is important to obtain solutions

of the Dirichlet problem to the Poisson equation of higher regularities.

Theorem 2. Let g : C → R have compact support. If g ∈ L1(C), then Ng ∈ Lrloc
for all r ∈ [1,∞), Ng ∈W 1,q

loc for all q ∈ [1, 2), moreover, Ng ∈W 2,1
loc and

4 · ∂
2Ng

∂z∂z
= △Ng = 4 · ∂

2Ng

∂z∂z
= g . (15)

If g ∈ Lp(C), p > 1, then Ng ∈ W 2,p
loc , △Ng = g a.e. and, moreover, Ng ∈ W 1,q

loc

for q > 2, consequently, Ng is locally Hölder continuous. If g ∈ Lp(C), p > 2, then
Ng ∈ C1,α

loc where α = (p− 2)/p.

In this connection, recall the definition of the formal complex derivatives:

∂

∂z
:=

1

2

{
∂

∂x
− i · ∂

∂y

}
,

∂

∂z
:=

1

2

{
∂

∂x
+ i · ∂

∂y

}
, z = x+ iy .

The elementary algebraic calculations show that the Laplacian

△ :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4 · ∂2

∂z∂z
= 4 · ∂2

∂z∂z
.

32



On the Dirichlet problem for quasilinear Poisson equations

Proof. Note that Ng is the convolution φ ∗ g, where φ(ζ) = log |ζ|, and that

∂

∂z
log |z − w| =

1

2
· 1

z − w
,

∂

∂z
log |z − w| =

1

2
· 1

z − w
.

Note also that Ng ∈ Lrloc for all r ∈ [1,∞), see e.g. Corollary 4.5.2 in [9]. Moreover,
∂φ∗g
∂z = ∂φ

∂z ∗ g and ∂φ∗g
∂z = ∂φ

∂z ∗ g, see e.g. (4.2.5) in [9]. Hence

∂Ng(z)

∂z
=

1

4
· Tg(z) , ∂Ng(z)

∂z
=

1

4
· Tg(z) ,

where Tg and Tg are the well-known integral operators

Tg(z) :=
1

π

∫
C

g(w)
dm(w)

z − w
, Tg(z) :=

1

π

∫
C

g(w)
dm(w)

z − w
.

Thus, all conclusions for g ∈ L1(C) follow by Theorems 1.13–1.14 in [21]. If g ∈
Lp(C), p > 1, then Ng ∈W 1,q

loc , q > 2, by Theorem 1.27, (6.27) in [21], consequently, Ng

is locally Hölder continuous, see e.g. Theorem 8.22 in [6], and Ng ∈W 2,p
loc by Theorems

1.36–1.37 in [21]. If g ∈ Lp(C), p > 2, then Ng ∈ C1,α
loc with α = p−2

p by Theorem 1.19
in [21]. �

By Theorem 2 and the known Poisson formula, see e.g. I.D.2 in [12], we come to
the following consequence on the existence, regularity and representation of solutions
for the Dirichlet problem to the Poisson equation in the unit disk D where we assume
the charge density g to be extended by zero outside D.

Corollary 2. Let φ : ∂D → R be a continuous function and g : D → R belong
to the class Lp(D), p > 1. Then the function U := Ng − PN∗

g
+ Pφ, N∗

g := Ng|∂D,
is continuous in D with U |∂D = φ, belongs to the class W 2,p

loc (D) and △U = g a.e.
in D. Moreover, U ∈ W 1,q

loc (D) for some q > 2 and U is locally Hölder continuous. If
in addition φ is Hölder continuous, then U is Hölder continuous in D. If g ∈ Lp(D),
p > 2, then U ∈ C1,α

loc (D), where α = (p− 2)/p.

Remark 2. The Hölder continuity of U for Hölder continuous φ follows from the
corresponding result for the integral of the Cauchy type over the unit circle, see e.g.
Theorem 1.10 in [21], because of the Poisson kernel P (z, eit) = Re e

it+z
eit−z . Note also by

the way that a generalized solution of the Dirichlet problem to the Poisson equation in
the class C(D) ∩W 1,2

loc (D) is unique at all, see e.g. Theorem 8.30 in [6]. One can show
that the integral operators in Theorem 2 and Corollary 2 are completely continuous
(it is clear from the corresponding theorems in [21] mentioned under the proof of
Theorem 2), cf. e.g. [10] and [11]. However, for our goals it is sufficient that the operator
Ng : L

p(D) → C(D) is completely continuous by Theorem 1 for p > 1, see the proof of
Theorem 3 further.
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3. The case of the quasilinear Poisson equations.

The case is reduced to the Poisson equation by the Leray–Schauder approach.

Theorem 3. Let φ : ∂D → R be a continuous function, h : D → R be a function
in the class Lp(D), p > 1, and let f : R → R be a continuous function with the
nondecreasing function |f | of |t| such that

lim
t→+∞

f(t)

t
= 0 . (16)

Then there is a continuous function U : D → R with U |∂D = φ, U |D ∈W 2,p
loc and

△U(z) = h(z) · f(U(z)) for a.e. z ∈ D . (17)

Moreover, U ∈ W 1,q
loc (D) for some q > 2 and U is locally Hölder continuous. If in

addition φ is Hölder continuous, then U is Hölder continuous in D. Furthermore, if
p > 2, then U ∈ C1,α

loc (D), where α = (p− 2)/p.

In particular, the latter statement in Theorem 3 implies that U ∈ C1,α
loc (D) for all

α = (0, 1) if h is bounded.

Proof. If ∥h∥p = 0 or ∥f∥C = 0, then the Poisson integral Pφ gives the desired
solution of the Dirichlet problem for equation (17), see e.g. I.D.2 in [12]. Hence we may
assume further that ∥h∥p ̸= 0 and ∥f∥C ̸= 0.

By Theorem 1 and the maximum principle for harmonic functions, we obtain the
family of operators F (g; τ) : Lp(D) → Lp(D), τ ∈ [0, 1]:

F (g; τ) := τh · f(Ng −PN∗
g
+ Pφ) , N∗

g := Ng|∂D , ∀ τ ∈ [0, 1] (18)

which satisfies all groups of hypothesis H1–H3 of Theorem 1 in [15].
H1). First of all, F (g; τ) ∈ Lp(D) for all τ ∈ [0, 1] and g ∈ Lp(D) because by

Theorem 1 f(Ng − PN∗
g
+ Pφ) is a continuous function and, moreover, by (14)

∥F (g; τ)∥p ≤ ∥h∥p |f ( 2M ∥g∥p + ∥φ∥C) | < ∞ ∀ τ ∈ [0, 1] .

Thus, by Theorem 1 in combination with the Arzela–Ascoli theorem, see e.g. Theorem
IV.6.7 in [4], the operators F (g; τ) are completely continuous for each τ ∈ [0, 1] and
even uniformly continuous with respect to the parameter τ ∈ [0, 1].

H2). The index of the operator F (g; 0) is obviously equal to 1.
H3). By inequality (14) and the maximum principle for harmonic functions, we have

the estimate for solutions g ∈ Lp of the equations g = F (g; τ):

∥g∥p ≤ ∥h∥p |f ( 2M ∥g∥p + ∥φ∥C) | ≤ ∥h∥p |f( 3M ∥g∥p)|

whenever ∥g∥p ≥ ∥φ∥C/M , i.e. then it should be

|f( 3M ∥g∥p)|
3M ∥g∥p

≥ 1

3M ∥h∥p
(19)
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and hence ∥g∥p should be bounded in view of condition (16).
Thus, by Theorem 1 in [15] there is a function g ∈ Lp(D) such that g = F (g; 1)

and, consequently, by Corollaries 2 the function U := Ng −PN∗
g
+Pφ gives the desired

solution of the Dirichlet problem for the quasilinear Poisson equation (17). �
Remark 3. As it is clear from the proof, condition (16) can be replaced by the

weaker one
lim sup
t→+∞

|f(t)|
t

<
1

3M∥h∥p
(20)

where M is the constant from estimate (14). Moreover, Theorem 3 is valid if f is an
arbitrary continuous bounded function.

Theorem 3 together with Remark 3 can be applied to many physical problems. The
first circle of such applications is relevant to reaction-diffusion problems. Problems of
this type are discussed detaily in [1]. A nonlinear system is obtained for the density u
and the temperature T of the reactant. Upon eliminating T the system can be reduced
to the equation (17) with h(z) ≡ λ > 0 and, for isothermal reactions, f(u) = uq where
q > 0 is called the order of the reaction. It turns out that the density of the reactant
u may be zero in a subdomain called a dead core. A particularization of results in
Chapter 1 of [3] shows that a dead core may exist just if and only if 0 < q < 1 and λ is
large enough, see also the corresponding examples in [7]. Certain mathematical models
of a thermal evolution of a heated plasma also lead to the equation of the type (17),
for instance with f(u) = |u|q−1u, 0 < q < 1. Finally, in the theory of the stationary
combustion, see e.g. [2, 17] and the references therein, the equation (17) arose with
h ≡ δ > 0 and the bounded functions f(u) = e−β·u, β > 0, as in Remark 3.

Thus, in Theorem 3 we have established the existence of solutions of more high
regularities of the Dirichlet problem for quasilinear Poisson equations than in the
monographs [3, 6] and [16], having significant applications. Our approach makes possible
to extend the main part of the above results to arbitrary Jordan’s domains whose
boundaries are smooth, Lipschitz and the so–called quasiconformal boundaries that
can be even even locally not rectifiable, and also with the quasihyperbolic boundary
condition that, generally speaking, not implying the standard (A)–condition and the
known outer cone condition, see e.g. [13]. Furthermore, thanking to a factorization
theorem established by us earlier in [7], we are able to extend them to the semi–
linear partial differential equations, the linear part of which is written in a divergence
(anisotropic !) form. Such extensions of these results will be published elsewhere.
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В. Я. Гутлянский, О. В. Несмелова, В. И. Рязанов
О задаче Дирихле для квазилинейных уравнений Пуассона.

Изучается задача Дирихле для квазилинейных дифференциальных уравнений в частых произ-
водных вида △u(z) = h(z) · f(u(z)) в единичном круге D ⊂ C с функциями h : D → R из класса
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Lp(D), p > 1, и непрерывными функциями f : R → R с неубывающими |f | от |t|, такими, что
f(t)/t → 0 при t → ∞. На основе теории потенциала, и применяя подход Лере–Шаудера, при
произвольных непрерывных граничных данных φ : ∂D → R, доказано существование непрерыв-
ных решений u поставленной задачи в классе W 2,p

loc . Кроме того, показано, что u ∈ W 1,q
loc (D) для

некоторых q > 2 и что u локально непрерывно по Гёльдеру. Если дополнительно φ непрерывно
по Гёльдеру, то u непрерывно по Гёльдеру в D. Более того, u ∈ C1,α

loc (D) с α = (p − 2)/p, если
p > 2.

Ключевые слова: полулинейные эллиптические уравнения, квазилинейные уравнения Пуассо-
на, логарифмический потенциал, подход Лере–Шаудера.

В. Я. Гутлянський, О. В. Нєсмєлова, В. I. Рязанов
Про задачу Дiрiхле для квазiлiнiйних рiвняняь Пуасона.

Вивчається задача Дiрiхле для квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних ви-
ду △u(z) = h(z) · f(u(z)) в одиничному колi D ⊂ C з функцiями h : D → R iз класу Lp(D), p > 1, i
непрервними функцiями f : R → R з неспадаючими |f | вiд |t|, такими, що f(t)/t → 0 при t → ∞.
На основi теорiї потенциалу, i застосовуючи пiдхiд Лере–Шаудера, при довiльних неперервних
граничних даних φ : ∂D → R, доведено iснування неперервних розв’язкiв u поставленої задачi в
класi W 2,p

loc . Крiм того, показано, що u ∈ W 1,q
loc (D) для деяких q > 2 i що u локально неперервне

по Гельдеру. Якщо додатково φ неперервне по Гельдеру, то u неперервне по Гельдеру в D. Бiльш
того, u ∈ C1,α

loc (D) з α = (p− 2)/p, якщо p > 2.

Ключовi слова: напiвлвнвйнi елiптичнi рiвняння, квазiлiнiйнi рiвняння Пуасона, логарифмiч-
ний потенцiал, пiдхiд Лере–Шаудера.
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СИНХРОНИЗАЦИЯ УГЛОВЫХ СКОРОСТЕЙ ИДЕНТИЧНЫХ
ТВЕРДЫХ ТЕЛ

Рассмотрена задача синхронизации угловых скоростей вращений двух и более идентичных твер-
дых тел, соединенных по схеме ведущее–ведомое тело (master–slave). В предположении, что ве-
домое тело является управляемым, приведен закон управления по состоянию, который решает
задачу синхронизации. В случае, если информация о движении ведущего тела неполная, изу-
чается возможность использования в законе управления вместо компонент фазового вектора их
оценок, полученных в результате решения задачи наблюдения. Для получения этих оценок в
работе используется метод синтеза инвариантных соотношений в задачах наблюдения, который
эффективен в случае систем дифференциальных уравнений, правые части которых являются
линейными относительно неизмеряемых компонент фазового вектора. С помощью второго мето-
да Ляпунова показано, что полученное таким образом модифицированное управление по выходу
решает исходную задачу синхронизации.
MSC: 34A60, 34D20, 34N05.
Ключевые слова: синхронизация, нелинейный наблюдатель, инвариантные соотношения,
асимптотическая устойчивость.

1. Введение.

Для многих приложений математической теории управления характерной яв-
ляется ситуация когда объектом управления является совокупность активных вза-
имосвязанных подсистем. К таким, в частности, относят задачу о согласованном
движении космических, авиационных, наземных и других движущихся аппаратов.
Поиск алгоритмов управления такими объектами по выходу является достаточно
сложной задачей, для которой до сих пор нет эффективного общего решения.

В работе рассматривается механическая система, состоящая из двух твердых
тел, одно из которых ведущее (master), а другое – ведомое (slave) [1]. Предпола-
гается, что ведомое тело имеет управление, зависящее от собственного состояния
и состояния ведущего тела. Предложено управление, решающее задачу синхрони-
зации угловых скоростей тел, в виде обратной связи по состоянию этих систем.
Так как многие практические приложения теории управления сталкиваются с за-
дачами, в которых невозможно измерить все компоненты переменных состояния,
актуальной является задача построения обратной связи по выходу. В работе рас-
смотрена такая ситуация, а именно, предполагается, что отсутствует информация
об одной из компонент вектора угловой скорости ведущего тела. Отметим, что
ранее была рассмотрена задача синхронизации угловых скоростей идентичных
гиростатов в случае “потери” информации о двух компонентах вектора угловой
скорости гиростата [2].

Используемое управление по выходу в нашем случае – это управление, полу-
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чаемое из найденной ранее обратной связи заменой неизвестной компоненты со-
стояния ведущей системы ее оценкой, найденной в результате решения задачи на-
блюдения. При этом возникает вопрос: будет ли такое “приближенное” управление
решением исходной задачи? Подобные вопросы в теории стабилизации рассмат-
ривались, например, в работе [3], где сформулирован соответствующий принцип
разделения.

Основной целью работы является построение нелинейного наблюдателя для
неизвестной компоненты вектора угловой скорости ведущего тела и определение
возможности использования управления по выходу для синхронизации угловых
скоростей тел. Нелинейный наблюдатель построен с помощью метода инвариант-
ных соотношений, который разработан в аналитической механике для поиска точ-
ных решений задач динамики твердого тела [4]. Схема синтеза вспомогательных
инвариантных соотношений для построения нелинейного наблюдателя описана в
[5]. С применением второго метода Ляпунова установлено, что использование в
управлении вместо состояния системы ее оценки при одновременном решении за-
дач наблюдения и синхронизации приводит к решению рассматриваемой задачи.

2. Задача синхронизации угловых скоростей идентичных твердых
тел.

Рассмотрим два идентичных твердых тела, одно из которых является управ-
ляемым. В качестве уравнений их движения рассмотрим уравнения Эйлера, опи-
сывающие вращение твердого тела в системе координат, связанной с самим телом.
Тогда для ведущего тела имеем:

A1ω̇1 = (A2 −A3)ω2ω3, A2ω̇2 = (A3 −A1)ω3ω1, A3ω̇3 = (A1 −A2)ω1ω2, (1)

где A1, A2, A3 – главные центральные моменты инерции, ω = (ω1, ω2, ω3) – вектор
угловой скорости тела. Введем обозначения

a1 =
A2 −A3

A1
, a2 =

A3 −A1

A2
, a3 =

A1 −A2

A3
.

В этом случае, система (1) примет вид:

ω̇1 = a1ω2ω3, ω̇2 = a2ω3ω1, ω̇3 = a3ω1ω2. (2)

Рассмотрим ведомое тело, которое имеет такие же моменты инерции, поэтому
описывается такими же уравнениями, но содержащими дополнительное управле-
ние u = (u1, u2, u3). Обозначив p = (p1, p2, p3) – вектор угловой скорости ведомого
тела, получаем

ṗ1 = a1p2p3 + u1, ṗ2 = a2p3p1 + u2, ṗ3 = a3p1p2 + u3. (3)

Сформулируем задачу синхронизации.

39



И. С. Дмитришин

Задача 1. Требуется найти закон управления u = (u1, u2, u3) таким образом,
чтобы решение систем (2) и (3) асимптотически стремились друг к другу, т.е.:

lim
t→∞

(pi(t)− ωi(t)) = 0, i = 1, 2, 3.

Естественно предположить, что при реальном движении угловые скорости тел
ограничены.

Предположение 1. Далее будем считать, что ||ω||, ||p|| ≤ M для некоторого
конечного М. При этом будем предполагать, что при любых построенных нами
управлениях u1, u2, u3 это предположение справедливо.

Введем обозначения для отклонений соответствующих компонент фазовых век-
торов каждого из тел: e1 = p1−ω1, e2 = p2−ω2, e3 = p3−ω3. С учетом сделанных
обозначений, продифференцировав разности ė1 = ṗ1−ω̇1, ė2 = ṗ2−ω̇2, ė3 = ṗ3−ω̇3,
получаем уравнения для отклонений:

ė1 = a1(p2p3 − ω2ω3) + u1,

ė2 = a2(p1p3 − ω1ω3) + u2, (4)
ė3 = a3(p1p2 − ω1ω2) + u3,

Если найдется управление u(.) такое, что ||e|| → 0, при t → ∞, то Задача 1
будет решена. В случае, когда все компоненты веторов угловой скорости ведущего
и ведомого тел измеряются в процессе движения, таким управлением u(.) может
быть, в частности:

u1 = a1(ω2ω3 − p2p3) + k1(ω1 − p1),

u2 = a2(ω1ω3 − p1p3) + k2(ω2 − p2), (5)
u3 = a3(ω1ω2 − p1p2) + k3(ω3 − p3),

где постоянные ki < 0, i = 1, 2, 3.
Действительно, в этом случае, уравнения для отклонений принимают триви-

альный вид
ėi(t) = kiei, i = 1, 2, 3,

откуда следует, что нулевое решение системы дифференциальных уравнений (4)
является экспоненциально устойчивым.

3. Нелинейный наблюдатель ω3.

Предположим, что одна из компонент вектора угловой скорости ведущего тела,
например ω3(t), недоступна непосредственному измерению т.е. известными вели-
чинами, которые могут быть аргументами управления (5), являются: ω1, ω2, p1, p2,
p3, e1, e2. Как уже отмечалось, основная цель работы состоит в проверке возмож-
ности использования вместо ω3 его оценки ω̂3, полученной в результате решения
следующей задачи наблюдения.
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Задача 2. Требуется найти асимптотически точные оценки ω̂3(t) компоненты
угловой скорости ω3 по информации о ω1(t), ω2(t).

В соответствии с [5], для решения задачи наблюдения воспользуемся методом
синтеза дополнительных инвариантных соотношений, выражающих неизвестные
через известные величины. А именно: представим наше неизвестное в виде суммы
двух неопределенных величин:

ω3(t) = Φ(ω1, ω2) + ξ(t). (6)

Равенство (6) определяет некоторую поверхность в пространстве ω1, ω2, ω3, по-
этому, в общем случае, имеем

ω3(t) = Φ(ω1, ω2) + ξ(t) + ε, (7)

где ε – характеризует отклонение от этой поверхности. Запишем дифференциаль-
ное уравнение для такого отклонения:

ε̇ = ω̇3 − Φω1ω̇1 − Φω2ω̇2 − ξ̇(t). (8)

Тогда равенство (6) может иметь место для таких функций Φ, ξ, для которых
дифференциальное уравнение (8) имеет тривиальное решение ε ≡ 0. С учетом (2)
и (7), дифференциальное уравнение (8) принимает вид:

ε̇ = ω̇3 − Φω1ω̇1 − Φω2ω̇2 − ξ̇(t) = a3ω1ω2 − Φω1a1ω2ω3 − Φω2a2ω1ω3 − ξ̇(t) =

= a3ω1ω2 − (Φω1a1ω2 +Φω2a2ω1) (Φ(ω1, ω2) + ξ(t) + ε)− ξ̇(t).

Для того, чтобы уравнение (8) стало однородным, т.е. допускало нулевое ре-
шение, потребуем чтобы неопределенные пока функции Φ, ξ удовлетворяли следу-
ющим соотношениям:

λ = −(Φω1a1ω2 +Φω2a2ω1), (9)

где λ – отрицательная постоянная, и,

ξ̇(t) = a3ω1ω2 − (Φω1a1ω2 +Φω2a2ω1)(Φ + ξ). (10)

В результате уравнение для отклонений принимает вид

ε̇(t) = λε,

откуда следует, что при соответствующих Φ(ω1, ω2), ξ(t), неопределенная состав-
ляющая в соотношении (7), ε(t) экспоненциально убывает с ростом t.

Рассмотрим полученные условия на имеющиеся свободные функции. Равенство
(10) является обыкновенным дифференциальным уравнением для функции ξ(t)
и при выбранной тем или иным способом функции Φ(ω1, ω2) его правая часть
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является известной функцией времени. Поэтому в формуле (6) качестве ξ(t) может
быть использовано любое частное решение задачи Коши для этого уравнения.

Условие (9) определяет для возможных функций Φ(ω1, ω2) уравнение в част-
ных производных первого порядка. Вид общего решения (9) зависит от знаков
a1, a2. Далее будем полагать, что A3 ̸= A1, A3 ̸= A2, т.е. a1 ̸= 0, a2 ̸= 0. При этом
возможны два случая: знаки параметров a1, a2 могут быть различными либо оди-
наковыми. Первый из них имеет место, когда A3 является либо максимальным,
либо минимальным моментом инерции твердого тела. Тогда общее решение (9)
имеет вид

Φ1 = − λ
√
a1a2

arctg

(√
a1a2ω1

a1ω2

)
+ F (.). (11)

Если же A3 не является экстремальным моментом инерции, то общее решение
задается выражением

Φ2 = − λ
√
a1a2

ln(ω1
√
a1a2 + a1ω2) + F (.). (12)

В формулах (11), (12) F (.) – произвольная дифференцируемая функция, имеющая
следующий вид

F

(
ω2
2 −

a2
a1
ω2
1

)
.

Таким образом определение функции Φ(ω1, ω2), позволяет получить асимптотиче-
скую оценку для переменной ω3(t). Для этого достаточно выполнение условий по
следующей схеме:

1) В семействе решений (11) или (12) выбираем функцию F (.), например F (.) =
0, и тем самым, в зависимости от известного распределения масс в твердом теле,
получаем конкретную функцию Φ(e1, e2, ω1, ω2).

2) Находим частное решение дифференциального уравнения (10).
3) По формуле (6) получаем искомую оценку ω̂3(t), которая отличается от ω3(t)

на величину ε(t).

4. Синхронизация по выходу.

Как уже отмечалось выше, основной целью работы является определение воз-
можности использования в найденном законе управления вместо неизвестной ком-
поненты фазового вектора ω3 его оценки ω̂3(t) = ω3(t)− ε(t). В этом случае управ-
ление (5) принимает вид:

û1 = a1(ω2(ω3 − ε)− p2p3) + k1(ω1 − p1),

û2 = a2(ω1(ω3 − ε)− p1p3) + k2(ω2 − p2), (13)
û3 = a3(ω1ω2 − p1p2) + k3((ω3 − ε)− p3).
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В результате использования такого управления зависимость от времени откло-
нений траекторий систем (2),(3) и ошибки в решении задачи наблюдения ε(t) будет
удовлетворять следующей системе дифференциальных уравнений

ė1 = k1e1 − a1ω2ε,

ė2 = k2e2 − a2ω1ε,

ė3 = k3e3 − k3ε, (14)
ε̇ = λε.

В случае, если параметры λ, ki, i = 1, 2, 3 могут быть подобраны так, что
тривиальное решение системы (14) окажется асимптотически устойчивым, то со-
ответствующее им управление (13) решит поставленную задачу синхронизации.
Для определения условий на эти параметры воспользуемся теоремой:

Теорема Ляпунова об асимптотической устойчивости. Если для систе-
мы дифференциальных уравнений вида dx

dt = f(t, x), существует положительно
определенная функция Ляпунова V (t, x), допускающая бесконечно малый высший
предел и имеющая отрицательно определенную производную V̇ (t, x) по времени в
силу данной системы, то нулевое решение рассматриваемой системы асимпто-
тически устойчиво по Ляпунову.

В качестве функции Ляпунова возьмем положительно определенную функцию

V =
1

2

(
e21 + e22 + e23 + ε2

)
. (15)

Очевидно, что V непрерывна в нуле и имеет бесконечно малый предел в нуле.
Покажем, что производная в силу системы (14) от положительно определенной
функции V выбором постоянной ε > 0 может быть выбрана определено отрица-
тельной. Действительно,

V̇ = ė1e1 + ė2e2 + ė3e3 + ε̇ε, (16)

где после подстановки из (11) получаем следующую оценку производной:

V̇ ≤
(
k1 + |a1ω2

2
|
)
e21 +

(
k2 + |a2ω1

2
|
)
e22 +

k3
2
e23 +

(
λ+ |a1ω2

2
|+ |a2ω1

2
| − k3

2

)
ε2,

(17)

В силу сделанного предположения об ограниченности угловых скоростей тел,
можно записать:

V̇ ≤ (k1 + |a1|M) e21 + (k2 + |a2|M) e22 +
k3
2
e23 +

(
λ+ |a1|M + |a2|M − k3

2

)
ε2. (18)

Утверждение Пусть на константы наложены следующие ограничения:

|k1| > |a1|M, |k2| > |a2|M, |λ| > |a1|M + |a2|M − k3
2
. (19)
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Тогда (15) является отрицательно определенной функцией Ляпунова. Тем самым,
согласно теореме Ляпунова об асимптотической устойчивости, установлен факт
стремления переменных e1(t), e2(t), e3(t), ε(t) к нулю.

Таким образом установлено, что управления

û1 = a1(ω2ω̂3 − p2p3) + k1(ω1 − p1),

û2 = a2(ω1ω̂3 − p1p3) + k2(ω2 − p2), (20)
û3 = a3(ω1ω2 − p1p2) + k3(ω̂3 − p3),

где
ω̂3(t) = Φ(ω1, ω2) + ξ(t),

а ξ(t) – произвольное частное решение задачи Коши для уравнения (10),которое
с учетом ограничений (19), приводит к решению исходной Задачи 1. Отметим,
что при этом, с помощью частного решения дифференцциального уравнения (10),
одновременно решается Задача 2.
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The synchronization of the angular velocities of identical rigid bodies.
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The search of algorithms for coordinating movement for a group of identical objects (space, aviation,
ground and other moving machines) on output is a difficult task, for which there is still no found
effective common solution. Consider a mechanical system consisting of two solid bodies, one of which
is the master, and the other is the slave. It is assumed that the slave body has control, depending on its
own state and the state of the leading body. We propose control in the form of feedback on the state of
these systems. Since many practical applications of control theory are confronted with problems where
it is impossible to measure all components of state variables, the problem of constructing feedback on
the output is actual. In this paper, we construct a control obtained from the feedback found earlier,
in which instead of the initial states of the system, their estimates obtained as a result of constructing
the observer are used. The main purpose of the work is to find such an output control. The observer
is a specially constructed dynamic system whose state asymptotically approaches the state of the
initial system. A natural question arises: will such “approximate” control of the solution of the original
problem? Similar questions in the theory of stabilization were considered early. The case of “loss” of
information of one of the components of the angular velocity vector of the leading body is considered in
this paper. We note that the problem of synchronization of the angular velocities of identical gyrostats
in the case of “loss” of information on two components of the angular velocity vector of the gyrostat
was considered. To obtain estimates of unknown phase vector components, a nonlinear observer was
constructed using the method of invariant relations, which was developed in analytical mechanics
to find exact solutions of the problems of rigid body dynamics. With the use of Lyapunov’s second
method, it is established that the use of control in the control instead of the state of the system, while
solving the problems of observation and synchronization, leads to the solution of the problem under
consideration.

Keywords: synchronization, nonlinear observer, invariant relations, asymptotic stability.

I. С. Дмитришин
Синхронiзацiя кутових швидкостей iдентичних твердих тiл.

Розглянуто задачу синхронiзацiї кутових швидкостей обертань двох i бiльше iдентичних твердих
тiл, з’єднаних за схемою ведуче–ведене тiло (master–slave), яка залежить вiд всiх компонент фа-
зового вектора. У разi, якщо iнформацiя про рух одного з тiл неповна, вивчається можливiсть
використання замiсть компонент фазового вектора їх оцiнок, отриманих в результатi розв‘язання
задачi спостереження. Для отримання цих оцiнок використовується метод синтезу iнварiантних
спiввiдношень в задачах спостереження, який ефективний у разi систем диференцiйних рiвнянь,
правi частини яких є лiнiйними щодо невимiрних компонент фазового вектора. Основною метою
роботи є пошук управлiння по виходу. За допомогою другого методу Ляпунова показано, що
запропонована конструкцiя вирiшує вихiдну задачу синхронiзацiї.

Ключовi слова: синхронiзацiя, нелiнiйний спостерiгач, iнварiантнi спiввiдношення, асимп-
тотична стiйкiсть.
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ПРО НАБЛИЖЕНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ МАТРИЧНОГО
АЛГЕБРАЇЧНОГО РIВНЯННЯ РIККАТI МЕТОДОМ
НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ

У статтi для наближеного розв’язання матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi побудовано
iтерацiйну схему за класичною схемою методу найменших квадратiв, а також знайденi умови її
збiжностi до розв’язку матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi. Запропоновану схему набли-
женого розв’язання та перевiрку умов збiжностi до розв’язку матричного алгебраїчного рiвняння
Рiккатi детально проiлюстровано на прикладi. Крiм того, запропонована схема розв’язання та
отриманi умови збiжностi до розв’язку матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi можуть бути
перенесенi на нелiнiйнi матричнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi, у тому числi, у ча-
стинних похiдних.
MSC: 34B15, 15A24.
Ключовi слова: матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi, метод найменших квадратiв, мат-
риця Грама.

1. Вступ. Лiнiйнi та нелiнiйнi матричнi алгебраїчнi рiвняння широко викори-
стовуються при розв’язаннi диференцiальних рiвнянь Рiккатi та Бернуллi, в теорiї
стiйкостi руху, у теорiї оптимального керування, а також у задачах на вiдновлен-
ня та покращення зображень. Ключовими проблемами при розв’язаннi лiнiйних та
нелiнiйних матричних рiвнянь є визначення умов розв’язностi та побудова схеми
знаходження розв’язкiв таких рiвнянь. У 2001 р. О.А. Бойчук та С.А. Кривошея
з використанням теорiї узагальнених обернених операторiв встановили критерiй
розв’язностi матричних рiвнянь вигляду AX - XB = D та X - AXB = D типу Ляпу-
нова та дослiдили структуру сiм’ї розв’язкiв цього рiвняння, при цьому суттєвим
було псевдообернення лiнiйного матричного оператора, вiдповiдного до однорiд-
ної частини рiвнянь AX - XB = D та X - AXB = D типу Ляпунова. У роботах
С.М. Чуйка визначено оператор M, який перетворює лiнiйне матричне рiвняння
загального вигляду до традицiйного лiнiйного матричного рiвняння з прямокут-
ною матрицею i таким чином встановлено критерiй розв’язностi лiнiйних матрич-
них рiвнянь загального вигляду та побудовано сiм’ю розв’язкiв таких рiвнянь. У
роботах О.А. Бойчука, С.А. Кривошеї та С.М. Чуйка суттєво використовується
технiка псевдообернених (за Муром–Пенроузом) матриць i проекторiв. У даннiй
роботi суттєво використовується також класичний метод найменших квадратiв,
побудований К.Ф. Гаусом та А.М. Лежандром i розвинутий А.А. Марковим та Н.I.
Ахiєзером. Таким чином, дослiджуємо задачу про знаходження розв’язкiв

Z ∈ Rn×n

Роботу виконано за фiнансової пiдтримки МОН України. Номер державної реєстрацiї
0115U003182.
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матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi

AZ Z∗ +BZ + C = 0; (1)

тут A, B, C ∈ Rn×n – сталi (n× n) – вимiрнi матрицi. Визначимо оператор

M[A] : Rm×n → Rm·n,

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi A ∈ Rm×n вектор b := M[A],
утворений з n стовпцiв матрицi A, а також обернений оператор [8]:

M−1[b] : Rm·n → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору b ∈ Rm·n матрицю A ∈ Rm×n. Визначений
оператор приводить матричне алгебраїчне рiвняння Рiккатi (1) до рiвнозначного

f(z) = 0, f(z) := M[AZ Z∗ +B Z + C ], z := M[Z]. (2)

Для побудови iтерацiйної схеми {zk}, збiжної до розв’язку z̃ ∈ Rn2 рiвняння (2),
використовуємо класичний метод найменших квадратiв [9, 10]. Припустимо, що
знайдено наближення zk, досить близьке до точного розв’язку z̃ рiвняння (2). У
малому околi точного розв’язку z̃ рiвняння (2) має мiсце наближена рiвнiсть

f(zk) + Jk (z̃ − zk) ≈ 0, Jk := f ′(zk) ∈ Rn
2×n2

,

тому для знаходження наступного наближення zk+1 до точного розв’язку z̃ при-
родно покласти

f(zk) + Jk xk+1 = 0, xk+1 := zk+1 − zk, k ∈ N.

2. Iтерацiйна схема. Вимагаючи [9, 10]

φ(zk) := ||f(zk) + Jk xk+1||
Rn2 → min,

за умови невиродженостi матрицi Грама [9, 10]

Γk := J∗
kJk ∈ Rn

2×n2
,

отримуємо iтерацiйну схему {zk}

zk+1 = zk + xk+1, xk+1 = −Γ−1
k J∗

k f(zk), k ∈ N,

збiжну до розв’язку z̃ рiвняння (2), якщо оператор

ψ(z) := z − Γ−1(z)J∗(z) f(z), J(z) := f ′(z), Γ(z) := J(z)∗J(z) ∈ Rn
2×n2
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є оператором стиснення [11] у малому околi наближення zk, досить близького до
точного розв’язку z̃ рiвняння (2). Таким чином, у малому околi точного розв’язку
рiвняння (2) за умови

det Γk ̸= 0, ||ψ′(zk)||
Rn2×n2 < p < 1, k ∈ N, (3)

iтерацiйна схема

Zk+1 := M[zk+1], zk+1 = zk − Γ−1
k J∗

k f(zk), k ∈ N, (4)

збiгається до розв’язку рiвняння (2), а отже, i рiвняння (1).
Теорема. Припустимо, що для матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi

(1) виконуються настуннi умови.

1. Рiвняння (1) має розв’язок Z̃.

2. У малому околi точного розв’язку Z̃ рiвняння (2) виконується умова (3).

У такому разi для знаходження розв’язку Z̃ рiвняння (1) застосовна iтерацiйна
схема (4) яка збiгається до розв’язку рiвняння (1).

Зазначимо, що для знаходження розв’язку матричного алгебраїчного рiвняння
Рiккатi (1) застосовний також метод Ньютона–Канторовича [11, 12]. Запропонова-
на у статтi технiка розв’язання матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi (1) ана-
логiчно [14, 15, 16] може бути перенесена на нелiнiйнi матричнi диференцiально-
алгебраїчнi крайовi задачi, у тому числi, у частнинних похiдних [17, 18].

3. Приклад побудови iтерацiйної схеми. Запропонована у теоремi схема
дослiдження застосовна до матричного алгебраїчного рiвняння Рiккатi

Z Z∗ + Z + C = 0, C := −
(

1 1
0 0

)
. (5)

Для нульового наближення

Z0 :=
5

6

(
0 1
0 0

)
, ||f(z0)|| =

√
157

36
≈ 0, 348 055

умова (3) виконується:

det Γ0 = 1 ̸= 0, Γ0 =
1

18


18 0 30 0
0 18 0 15
30 0 68 15
0 15 15 43

 ,

крiм того

||ψ′(z0)||R4 =
1

108

√
37

2

(
79 +

√
3649

)
≈ 0, 470 223 < 1.
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Для першого наближення

Z1 =
1

36

(
1 36
0 0

)
, ||f(z1)|| =

37

1296
≈ 0, 0285 494

умова (3) також виконується:

det Γ1 =
494 209

419 904
̸= 0, Γ1 =

1

648


722 0 1368 0
0 685 18 684

1368 18 3240 648
0 684 648 1944

 ,

крiм того
||ψ′(z1)||R4 ≈ 0, 0766 725 < 1.

Для другого наближення

Z2 =
1

1368

(
1 1368
0 0

)
, ||f(z2)|| =

1 369

1 871 424
≈ 0, 000 731 529

умова (3) також виконується:

det Γ2 =
879 403 195 225

875 556 946 944
̸= 0 ,

крiм того
||ψ′(z2)||R4 ≈ 0, 00 220 254 ≪ 1;

тут

Γ2 =
1

935 712


938 450 0 1 874 160 0

0 937 081 684 937 080
1 874 160 684 4 678 560 935 712

0 937 080 935 712 2 807 136

 .

Для третього наближення

Z3 =
1

1 874 160

(
1 1 874 160
0 0

)
, ||f(z3)|| =

1 369

1 871 424
≈ 0, 000 731 529

умова (3) також виконується:

det Γ3 =
3 084 381 270 031 172 630 449 681

3 084 371 395 607 554 467 840 000
̸= 0 ,

крiм того
||ψ′(z3)||R4 ≈ 1, 61 162× 10−6 ≪ 1;

тут

Γ3 =
1

1 756 237 852 800
×
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×


1 756 241 601 122 0 3 512 479 453 920 0

0 1 756 239 726 961 937 080 1 756 239 726 960
3 512 479 453 920 937 080 8 781 189 264 000 1 756 237 852 800

0 1 756 239 726 960 1 756 237 852 800 5 268 713 558 400

 .

Для четвертого

Z4 =
1

3 512 479 453 920

(
1 3 512 479 453 920
0 0

)
, ||f(z4)|| ≈ 2, 84 699× 10−13

i п’ятого наближень

Z5 =

(
1

12 337 511 914 217 166 362 274 240 1
0 0

)
, ||f(z5)|| ≈ 8, 10 536× 10−26

умова (3) також виконується

det Γ4 ̸= 0, det Γ5 ̸= 0,

крiм того

||ψ′(z4)||R4 ≈ 8, 59 919× 10−13 ≪ 1, ||ψ′(z5)||R4 ≈ 2, 44 818× 10−25 ≪ 1.

Про збiжнiсть до розв’язку рiвняння (5) знайденої послiдовностi наближень, визна-
чених iтерацiйною схемою (4), свiдчить послiдовне зменшення величин

||f(zk)||, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Рiвняння (5) має точний розв’язок

Z̃ =

(
0 1
0 0

)
,

тому про збiжнiсть до розв’язку рiвняння (5) знайденої послiдовностi наближень,
визначених iтерацiйною схемою (4), свiдчить послiдовне зменшення величин

||Zk − Z̃||, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5,

зокрема

||Z0 − Z̃|| = 1

6
, ||Z1 − Z̃|| = 1

36
, ||Z2 − Z̃|| = 1

1368
, ||Z3 − Z̃|| = 1

1 874 160
,

||Z4 − Z̃|| = 1

3 512 479 453 920
≈ 2, 84 699× 10−13,

||Z5 − Z̃|| = 1

12 337 511 914 217 166 362 274 240
≈ 8, 10 536× 10−26.
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M. V. Dzuba
On approximate solution of Riссati equation by the least square method.

Linear and nonlinear matrix algebraic equations are widely used in solving the Riccati and Bernoulli
differential equations, in the theory of motion stability, in the theory of optimal control, as well as
in problems for the restoration and improvement of images. The key problems in solving linear and
nonlinear matrix equations is the definition of solvability conditions and the construction of a scheme
for finding solutions of such equations. In 2001 O. A. Boichuk and S. A. Krivoshey using the theory
of generalized inverse operators, established the criterion of solvability of the matrix equations of the
form AX-XB = D and X-AXB = D of Lyapunov type, and investigated the family structure of the
solutions of this equation, while the pseudo-inversion of the linear matrix operator corresponding to
the homogeneous part of the equations AX - XB = D and X - AXB = D type Lyapunov. In works
S. M. Chuikо the operator M, which transforms the linear matrix equation of a general form into a
traditional linear matrix equation with a rectangular matrix, is defined as a chute, and thus the criterion
of solvability of linear matrix equations of general form is established and the family of solutions of
such equations is constructed. In works O. A. Boychuk, S. A. Krivoshei and S. M. Chuikо essentially
uses the technique of pseudo-turned (by Moore–Penrose) matrices and projectors. In this paper, the
classic method of least squares, used by K.F. Gauss and A.M. Legendre, is also considerably used and
developed A. A. Markov and N. I. Ahiezer In the article for an approximate solution of the matrix
algebraic Riccati equation, an iterative scheme is constructed according to the classical scheme of the
least squares method, and the conditions of its convergence are found for the solution of the matrix
algebraic Riccati equation. The proposed scheme of an approximate solution and the verification of the
convergence conditions to the solution of the matrix algebraic Riccati equation is illustrated in detail
in the example. In addition, the proposed solution scheme and the convergence conditions obtained to
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the solution of the matrix algebraic Riccati equation can be transferred to nonlinear matrix differential
algebraic boundary value problems, including partial derivatives.

Keywords: matrix algebraic Riссati equation, least square method, Gram matrix.

М. В. Дзюба
О приближенном решении матричного алгебраического уравнения Риккати методом
наименьших квадратов.

Линейные и нелинейные матричные алгебраические уравнения широко используются при реше-
нии дифференциальных уравнений Риккати и Бернулли, в теории устойчивости движения, в тео-
рии оптимального управления, а также в задачах на восстановление и улучшение изображений.
Ключевыми проблемами при решении линейных и нелинейных матричных уравнений является
определение условий разрешимости и построение схемы нахождения решений таких уравнений.
В 2001 г. А. А. Бойчук и С. А. Кривошея с использованием теории обобщенных обратных опе-
раторов установили критерий разрешимости матричных уравнений вида AX - XB = D и X -
AXB = D типа Ляпунова и исследовали структуру семьи решений этого уравнения, при этом
существенно было псевдообращение линейного матричного оператора, относительно однородной
части уравнений AX - XB = D и X - AXB = D типа Ляпунова. В работах С. М. Чуйко определено
оператор M, который преобразует линейное матричное уравнение общего вида к традиционно-
му линейному матричному уравнению с прямоугольной матрицей и таким образом установлен
критерий разрешимости линейных матричных уравнений общего вида и построено семью реше-
ний таких уравнений. В работах А. А. Бойчука, С. А. Кривошеи и С. М. Чуйко существенно
используется техника псевдообратных (по Муру–Пенроузу) матриц и проекторов. В данной ра-
боте существенно используется также классический метод наименьших квадратов, построенный
К. Ф. Гауссом и А. М. Лежандром и развитый А. А. Марковым и Н. И. Ахиезером. В статье для
приближенного решения матричного алгебраического уравнения Риккати построено итерацион-
ную схему по классической схеме метода наименьших квадратов, а также найдены условия ее
сходимости к решению матричного алгебраического уравнения Риккати. Предложенную схему
приближенного решения и проверку условий сходимости к решению матричного алгебраического
уравнения Риккати подробно проиллюстрировано на примере. Кроме того, предложенная схема
решения и полученные условия сходимости к решению матричного алгебраического уравнения
Риккати могут быть перенесены на нелинейные матричные дифференциально-алгебраические
краевые задачи, в том числе, в частных производных.

Ключевые слова: матричное алгебраическое уравнение Риккати, метод наименьших квадра-
тов, матрица Грама.

Донбаський державний педагогiчний унiверситет, Слов’янськ
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РАВНОМЕРНАЯ ОЦЕНКА СЕМЕЙСТВА ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ С СИНГУЛЯРНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ ДАННЫМИ

Изучение асимптотического поведения решений квазилинейных параболических уравнений в
окрестности времени сингулярного обострения граничного режима основано на введении беско-
нечного семейства энергетических функций, связанных с последовательностью областей прост-
ранственно-временных слоев со стремящимися к 0 высотами. Эти энергетические функции удо-
влетворяют некоторой специальной бесконечной системе дифференциальных неравенств. Анализ
свойств этой системы в зависимости от начальных данных, определяемых исходным сингулярным
граничным режимом, является одним из ключевых моментов при изучении поведения решений
описанной задачи. В работе получена равномерная оценка для решений этих систем при различ-
ных граничных режимах, приведено несколько примеров, иллюстрирующих результат.
MSC: 35K59, 35B44, 35K58, 35K65.
Ключевые слова: квазилинейные параболические уравнения, энергетические решения, режи-
мы с обострением, энергетические функции, дифференциальные неравенства.

1. Введение и формулировка основного результата.

В цилиндре Q := (0, T ) × Ω, где Ω – ограниченная область в Rn, n > 1 с C2–
гладкой границей ∂Ω, рассмотрим задачу для квазилинейного параболического
уравнения:

(|u|q−1u)t −∆p(u) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω, p > q > 0 (1)

u(0, x) = u0(x) в Ω, u0 ∈ Lq+1(Ω). (2)

Будем изучать асимптотическое поведение энергетических (слабых) решений u(t, x)
задачи (1)–(2) с сингулярно обостряющимся условием на энергию:

E(t) :=
∫
Ω
|u(t, x)|q+1dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ 6

6 Fω(t) := ω(T − t) · (T − t)−α0 → ∞ при t→ T, α0 :=
q + 1

p− q
,

(3)

где функция ω – абсолютно непрерывная монотонно возрастающая на (0,+∞)
функция, удовлетворяющая следующим требованиям:

1) ω(h) → 0 при h→ 0;

2) h−αω(h) → ∞ при h→ 0 ∀α > 0;

Это исследование финансируется проектом №0117U006353 Отдела целевой подготовки Киев-
ского национального университета им. Тараса Шевченко при НАН Украины.
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3) hω′(h)
ω(h) → 0 при h→ 0.

Условие (3) может порождаться граничными данными задачи. Так например, при
изучении решений u задачи (1)–(2) с граничным условием Дирихле

u(t, x)
∣∣∣
∂Ω

= f(t, x) → ∞ при t→ T, (4)

условие (3) возникает в виде:

E(t) 6 F (t) := sup
0<τ<t

∫
Ω
|f(τ, x)|q+1dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∇xf(τ, x)|p+1dxdτ+

+

(∫ t

0

(∫
Ω
|f(τ, x)|q+1dx

) 1
q+1

dτ

)q+1

→ ∞ при t→ T,

(5)

где F (t) описывает, так называемый, характер обострения граничной функции
f(t, x) из (4).

Известно, что при условии на энергию (3) имеет место локализация множества
сингулярности Ωbl (blow-up set) на границе ([4]), а именно

Ωbl := {x : u(t, x) → ∞ при t→ T} ⊂ ∂Ω.

Для изучения асимптотического поведения профиля энергетического решения u
задачи (1)–(3) используется метод энергетических оценок ([1, 2, 3]). Суть мето-
да заключается в эффективной оценке перетоков энергии, связанной с решением
задачи, на бесконечном семействе полос, накапливающихся около времени обостре-
ния T . Исходя из этих соображений, разбиваем промежуток [0, T ) бесконечной по-
следовательностью точек {tj} (tj → T при j → ∞) на промежутки [tj−1, tj) длиной
εj := tj−tj−1. Выбор такого разбиения проводится специальным образом и зависит
от вида функции Fω(t). Так как эта процедура не входит в круг исследований дан-
ной работы, то приводить ее мы не будем. Также необходимо параметризировать
область Ω, введя в рассмотрение параметр s > 0, характеризующий расстояние до
границы области, а именно

Ω(s) := {x ∈ Ω : d(x) := dist(x, ∂Ω) > s}.

Таким образом получаем последовательность пространственно-временных слоев
Qj(s) := [tj−1, tj)×Ω(s). На этих слоях вводим бесконечное семейство энергетиче-
ских функций:

Ej(s) := sup
tj−16τ<tj

∫
Ω(s)

|u(τ, x)|q+1dx+

∫ tj

tj−1

∫
Ω(s)

|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ, j ∈ N. (6)

При анализе этого семейства возникают системы дифференциальных неравенств
следующего вида:

Mj(s) 6 λMj−1(s) + (1− λ)max
{
k
(1)
j (−M ′

j(s))
1+γ1 ; k

(2)
j (−M ′

j(s))
1+γ2

}
∀ s > 0,

Mj(0) 6 Kj ∀ j ∈ N,
(7)
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где λ ∈ (0, 1), γ2 > γ1 > 0,

k
(1)
j = c1ε

γ1δ
j , k

(2)
j = c2ε

γ2δ
j , Kj = c3ε

−δ
j ω(c4εj), δ > 0,

где c1, c2, c3, c4 > 0, {εj} : εj → 0 при j → ∞. Функция ω из (3).
Исследование этих систем является одним из ключевых этапов при изучении

асимптотического поведения энергетических решений u(t, x) задачи (1)–(3). При
этом важно получить равномерную оценку для решений Mj(s), так как она фор-
мирует вид окончательной оценки решения u(t, x).

Основной результат работы заключен в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть некоторое семейство неотрицательных абсолютно непре-
рывных монотонно невозрастающих функций {Mj(s)}, j ∈ N, удовлетворяет си-
стеме дифференциальных неравенств (7). Тогда для решений Mj(s) справедлива
следующая равномерная оценка:

Mj(s) 6 B s
1+γ1
γ1

[
ω−1

(
bs

1+γ1
γ1

)]−δ
∀ s ∈ (0, ϵ), ∀ j ∈ N : j > j∞, (8)

где ω−1 – обратная функция к ω, ϵ > 0 – сколь угодно малая постоянная, j∞ =
j∞(ϵ) → ∞ при ϵ→ 0,

B =
r11c

δ
4ϵ̄

1− ϵ̄
, b =

(
γ1

(1 + γ1)(1− ϵ̄)

) 1+γ1
γ1

c
− 1

γ1
1 c−1

3 , ϵ̄ = ϵ̄(ϵ) → 0 при ϵ→ 0.

2. Доказательство теоремы 1.

Рассмотрим последовательность задач Коши для семейства функций {M j(s)}:

M j(s) = max
{
k
(1)
j (−M ′

j(s))
1+γ1 ; k

(2)
j (−M ′

j(s))
1+γ2

}
∀ s > 0,

M j(0) = Kj ∀ j ∈ N,
(9)

где γ1, γ2, k
(1)
j , k(2)j , Kj из (7). В силу леммы 1 решения задач могут быть записаны

в виде:

M j(s) =



r11ε
−δ
j

(
r12 ω(c4εj)

γ1
1+γ1 − s

) 1+γ1
γ1

+
∀ j > j0, ∀ s > 0,

r11ε
−δ
j

(
r22 + r23 ω(c4εj)

γ2
1+γ2 − s

) 1+γ1
γ1

+
∀ j < j0, ∀ s > s̄εj ,

r31ε
−δ
j

(
r23 ω(c4εj)

γ2
1+γ2 − s

) 1+γ2
γ2

+
∀ j < j0, ∀ s ∈ (0, s̄εj ),

(10)
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где

r11 =

(
γ1

1 + γ1

) 1+γ1
γ1

c
− 1

γ1
1 , r12 =

1 + γ1
γ1

(c1c
γ1
3 )

1
1+γ1 , r22 =

γ2 − γ1
γ1γ2

(
cγ21
cγ12

) 1
γ2−γ1

r23 =
1 + γ2
γ2

(c2c
γ2
3 )

1
1+γ1 , r31 =

(
γ2

1 + γ2

) 1+γ2
γ2

c
− 1

γ2
2 ,

j0 = max
j∈N

{
ω(c4εj) > B0 := c−1

3

(
c1+γ21 c

−(1+γ1)
2

) 1
γ2−γ1

}
,

s̄εj = r23

[
ω(c4εj)

γ2
1+γ2 −B

γ2
1+γ2
0

]
+

.

Теперь по последовательности {M j(s)} построим монотонную последовательность
M̃j(s):

M̃j(s) := max
16i6j

{M i(s)} ∀ j ∈ N, ∀ s > 0. (11)

Можно показать (аналогично доказательству лемм 9.2.3 и 9.2.4 из [4]), что для
любого номера j существует положительная строго монотонно возрастающая по-
следовательность точек {s(j)l } (l = 1, 2, ..., lj 6 j) такая, что функцию M̃j(s) можно
записать в виде:

M̃j(s) =M il(s) ∀ s ∈ [s
(j)
l+1, s

(j)
l ) ∀ l 6 lj , s

(j)
lj+1 = 0, (12)

{il} (l = 1, 2, ..., lj 6 j) – положительная строго возрастающая последователь-
ность индексов. Рассмотрим теперь более широкое, чем {M j(s)} семейство функ-
ций N τ (s), зависящее от непрерывного параметра τ > 0:

N τ (s) :=



r11τ
−δ
(
r12 ω(c4τ)

γ1
1+γ1 − s

) 1+γ1
γ1

+
∀ τ 6 B1, ∀ s > 0,

r11τ
−δ
(
r22 + r23 ω(c4τ)

γ2
1+γ2 − s

) 1+γ1
γ1

+
∀ τ > B1, ∀ s > s̄τ ,

r31τ
−δ
(
r23 ω(c4τ)

γ2
1+γ2 − s

) 1+γ2
γ2

+
∀ τ > B1, ∀ s ∈ (0, s̄τ ),

(13)

где

B1 = min
τ>0

{ω(c4εj) > B0} , s̄τ = r23

[
ω(c4τ)

γ2
1+γ2 −B

γ2
1+γ2
0

]
+

, B0 из (10).

Очевидно, что N εj (s) =M j(s) ∀ j ∈ N. Поэтому справедливы следующие оценки:

M̃j(s) = max
i6j

{M i(s)} 6 max
i∈N

{M i(s)} 6 max
τ>0

{N τ (s)} 6

6 max

{
max
τ<B0

{N (1)
τ (s)},max

τ>B0

{N (2)
τ (s)}

}
6 max

{
max
τ<B0

{N (1)
τ (s)}, B2

}
,

где B2 = N
(2)
B1

(0).

(14)
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Нам интересно только лишь поведение функций при сколь угодно больших j, а
значит можем записать оценку (14) следующим образом:

M̃j(s) 6 max
τ<τ(ϵ)

{N (1)
τ (s)} ∀ s ∈ (0, ϵ), (15)

где ϵ > 0 – сколь угодно малая постоянная, τ(ϵ) → 0 при ϵ → 0. Найдем теперь
огибающую N(s) для семейства кривых N

(1)
τ (s). Будем искать огибающую стан-

дартным способом. Исключим параметр τ из системы:

∂N
(1)
τ (s)

∂τ
= 0 ⇒ δ s ω(c4τ)

− γ1
1+γ1 + r12

(
−δ + (c4τ)ω

′(c4τ)

ω(c4τ)

)
= 0. (16)

В силу условия 3) на функцию ω можем обозначить

ϵ̄ :=
1

δ

(c4τ)ω
′(c4τ)

ω(c4τ)
,

где ϵ̄ = ϵ̄(τ) → 0 при τ → 0. Тогда, решая уравнение (16) относительно τ , получим:

τ̄(s) =
1

c4
ω−1

(
(r̄−1

12 s)
1+γ1
γ1

)
, (17)

где r̄12 = r12(1− ϵ̄). Таким образом получаем:

N(s) = N
(1)
τ̄(s)(s) =

r11c
δ
4ϵ̄

1− ϵ̄
s

1+γ1
γ1

[
ω−1

(
(r̄−1

12 s)
1+γ1
γ1

)]−δ
. (18)

В силу того, что (τ̄(s)) является точкой максимума функции N (1)
τ (s), можем утвер-

ждать, что:
max
τ<τ(ϵ)

{N (1)
τ (s)} 6 N(s) ∀ s ∈ (0, ϵ), (19)

Покажем теперь, что для функций Mj(s) из (7) справедлива следующая рав-
номерная оценка:

Mi(s) 6 M̃j(s) ∀ i 6 j, ∀ s > 0, (20)

где M̃j(s) из (11). Используем метод индукции. При j = 1 оценка проверяется
непосредственным интегрированием неравенства (7). Положим, что оценка (20)
выполняется для j − 1, но не выполняется для j. Тогда найдется такой интервал
(a, b), a > 0, что имеет место

Mj(s) > M̃j(s) ∀ s ∈ (a, b), Mj(s) 6 M̃j(s) ∀ s 6 a, Mj(a) = M̃j(a). (21)

Пусть для определенности

a ∈ [s
(j)
l+1, s

(j)
l ), l 6 lj ,
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где lj из (12). Тогда (21) можно переписать

Mj(s) > M l(s) ∀ s ∈ (a,min{sl, b}) и Mj(a) =M l(a). (22)

Далее, в силу монотонного возрастания последовательности {M̃i(s)} по i и в силу
справедливости оценки (20) для j − 1, имеем:

M̃j(s) > M̃j−1(s) >Mj−1(s),

а значит, в силу предположения (21),

Mj−1(s) 6Mj(s) ∀ s ∈ [a, b).

Тогда система (7) для Mj перепишется следующим образом:

Mj(s) 6 max
{
k
(1)
j (−M ′

j(s))
1+γ1 ; k

(2)
j (−M ′

j(s))
1+γ2

}
∀ s ∈ [a,min{sl, b}),

Mj(a) =M l(a).
(23)

Решая полученную систему с использованием леммы 1, получаем оценку:

Mj(s) 6M l(s) ∀ s ∈ [a,min{sl, b}),

что противоречит предположению (21) и доказывает оценку (20).
Учитывая теперь (15), (19) и (20), получаем утверждение теоремы 1.

3. Примеры.

Пример 1. Рассмотрим функцию ω вида:

ω(h) = (−α lnh)−β , α, β > 0.

Легко проверить, что эта функция удовлетворяет условиям 1)–3). Тогда в силу
теоремы получаем, что функции Mj(s) будут удовлетворять оценке:

Mj(s) 6 B s
1+γ1
γ1 exp

{
b̄s

− 1+γ1
γ1β

}
∀ s ∈ (0, ϵ), ∀ j ∈ N : j > j∞,

где b̄ = b
− 1

βα−1δ.
Пример 2. Если теперь будем рассматривать функцию ω более общего вида, а

именно,
ω(h) =

(
ln ln ... lnh−α

)−β
, α, β > 0,

то оценка для функций Mj(s) будет иметь вид:

Mj(s) 6 B s
1+γ1
γ1 exp

{
exp

{
... exp

{
b̄s

− 1+γ1
γ1β

}
...

}}
∀ s ∈ (0, ϵ), ∀ j ∈ N : j > j∞.
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4. Приложения.

Лемма 1. ([4], лемма 9.2.2) Для произвольной неотрицательной невозрастаю-
щей абсолютно непрерывной функции M(s) рассмотрим дифференциальное нера-
венство с начальным условием:

M(s) 6 λmax
{
k1(−M ′(s))1+γ1 ; k2(−M ′(s))1+γ2

}
∀ s > 0,

M(0) 6 K ∀ j ∈ N,
(24)

где k1, k2, K > 0. Тогда если γ2 > γ1 > 0, то для функции M(s) справедлива
следующая оценка:

M(s) =



a11k
− 1

γ1
1

[
a12 (k1K

γ1)
1

1+γ1 − s
] 1+γ1

γ1

+
∀ s > 0, если K 6 K

a21k
− 1

γ2
2

[
a22 (k2K

γ2)
1

1+γ2 − s
] 1+γ2

γ2

+
∀ s ∈ (0, s̄], если K > K

a11k
− 1

γ1
1

[
a12 (k1K

γ1)
1

1+γ1 − (s− s̄)
] 1+γ1

γ1

+
∀ s > s̄, если K > K,

(25)

где

a11 =

(
γ1

1 + γ1

) 1+γ1
γ1

, a12 =
1 + γ1
γ1

, a21 =

(
γ2

1 + γ2

) 1+γ2
γ2

, a22 =
1 + γ2
γ2

K = K(k1, k2, γ1, γ2) := k
1+γ2
γ2−γ1
1 k

− 1+γ1
γ2−γ1

2

s̄ : a21k
− 1

γ2
2

[
a22 (k2K

γ2)
1

1+γ2 − s̄
] 1+γ2

γ2

+
= K ⇒ s̄ = a22k

1
1+γ2
2

(
K

γ2
1+γ2 −K

γ2
1+γ2

)
.
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Ye. A. Yevgenieva
Uniform estimation of the energy functions family for quasilinear parabolic equations
with singular boundary data.

The paper deals with a class of weak (energy) solutions of initial–boundary value problem for doubly
degenerate parabolic equations with the singular (peaking) boundary data. Such problems have been
studied by many authors (V. A. Galaktionov, B. H. Gilding, M. A. Herrero and so on) in order to
obtain conditions for the localization of the solution. The main purpose was to find condition for the
character of singularity of boundary regime such that a solution of mentioned problem was localized.
Namely, it was introduced the domain in which the solution is singular (blow-up set). Galaktionov
introduced a classification of singular boundary regimes in accordance with the size of blow-up set.
If blow-up set is not contained in the definition domain of the problem, then this boundary regime
is called HS-regime. If it is contained in the definition domain, then the regime is called S-regime.
If blow-up set lies on the boundary of the definition domain, then the regime is called LS-regime.
In addition to determining the localization conditions, it is also interesting to study the behavior of
the solution. The purpose of current investigation is to study the asymptotic behavior of solutions
of mentioned problem with LS-regime in the neighborhood of blow-up time. In this paper we have
obtained some helpful result which will allow us to formed the final estimation for solution profile.
The investigation of behavior of solutions is carried out by the method of energy estimations. Singular
boundary data generate some estimation for the global energy function associated with the solution
of the problem. The method of energy estimations is based on the introduction of an infinite family of
energy functions associated with the sequence of domains of space-time layers with height tending to 0.
Based on the estimation of global energy function we obtain the system of the differential inequalities
for introduced family of energy functions. The main result of the paper is a uniform estimation for
these functions. Also there are several examples, which show the dependence between initial energy
estimation and final estimation. The result allows us to form an idea of the asymptotic behavior of
solution of mentioned problem and it will be used in the future investigation for the obtaining of final
estimation.

Keywords: quasilinear parabolic equations, energy solutions, blow-up regimes, energy functions,
differential inequality.

Є. О. Євгеньєва
Рiвномiрна оцiнка сiмейства енергетичних функцiй для квазiлiнiйних параболiчних
рiвнянь з сингулярними граничними даними.

Вивчення асимптотичної поведiнки розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь в околi ча-
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су сингулярного загострення граничного режиму засновано на введеннi нескiнченного сiмейства
енергетичних функцiй, пов’язаних з послiдовнiстю областей просторово-часових шарiв, висоти
яких прямують до 0. Цi енергетичнi функцiї задовольняють деякiй спецiальнiй нескiнченiй систе-
мi диференцiальних нерiвностей. Аналiз властивостей цiєї системи в залежностi вiд початкових
даних, що визначаються вихiдним сингулярним граничним режимом, є одним з ключових момен-
тiв при вивченнi поведiнки розв’язкiв описаної задачi. У роботi отримана рiвномiрна оцiнка для
розв’язкiв цих систем при рiзних граничних режимах, наведено кiлька прикладiв, що iлюстру-
ють результат.

Ключовi слова: квазiлiнiйнi параболiчнi рiвняння, енергетичнi розв’язки, режими iз заго-
стренням, енергетичнi функцiї, диференцiальнi нерiвностi.
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АНАЛИЗ ВТОРЫХ ГАРМОНИК ЛОКАЛИЗОВАННЫХ SH ВОЛН
В АНИЗОТРОПНОМ СЛОЕ МЕЖДУ АНИЗОТРОПНЫМИ
ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ ПРИ ПРОСКАЛЬЗЫВАЮЩЕМ
КОНТАКТЕ МАТЕРИАЛОВ

В работе используется модель геометрически и физически нелинейного деформирования ани-
зотропной упругой среды. Построено теоретическое численно-аналитическое решение краевой
задачи определения нелинейных ангармонических возмущений, которые генерируются при рас-
пространении локализованных сдвиговых волн в волноводе в виде слоя из монокристалла класса
m3m кубической системы, вмещенного с неидеальным проскальзывающим механическим кон-
тактом между однотипными полупространствами монокристаллического материала класса m3m
кубической системы. Численные исследования проведены для комбинации материалов волно-
вода: слой хлорида натрия между полупространствами из материала кремния. Исследованы и
обобщены амплитудно-частотные зависимости для кинематических характеристик упругих вол-
новых смещений сдвиговых волн и их нелинейных вторых гармоник. Проанализированы эф-
фекты влияния физико-механических характеристик волноводной структуры на амплитудные
уровни и формы волновых движений нелинейных вторых гармоник исследуемых локализован-
ных упругих волн.
MSC: 74J05.
Ключевые слова: геометрическая и физическая нелинейность, ангармонические эффекты,
нелинейные вторые гармоники локализованных волн, анизотропный слой между анизотроп-
ными полупространствами.

1. Введение.

Одними из наиболее актуальных и открытых для исследования проблем меха-
ники деформируемого твердого тела на сегодняшний день являются задачи иссле-
дования нелинейных упругих волн. В современных работах освещаются вопросы
анализа ангармонических нелинейных эффектов в процессах возбуждения и рас-
пространения упругих волн малой интенсивности в анизотропных упругих средах,
в которых применяется методика разложения характеристик волновых движений
в ряд по малому параметру в виде акустического числа Маха. Освещенные в науч-
ных публикациях соответствующие исследования в настоящее время по большей
части касаются вопросов определения нелинейных ангармонических возмущений
в полях объемных волн деформаций в изотропных и отдельных типах кристалли-
ческих сред, в полях сдвиговых и продольно-сдвиговых нормальных упругих волн
в монокристаллическом слое из материалов кубической системы. В то время как
проблемы исследования характеристик нелинейных ангармонических возмущений

Исследования проведены в рамках программы фундаментальных исследований Министер-
ства образования и науки Украины (проект № 0116U002522) и при грантовой поддержке ДФФД
(проект № Ф71/47-2017).
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в полях локализованных упругих волн исследованы преимущественно лишь для
поверхностных волн релеевского типа в изотропном полупространстве. Актуаль-
ными являются исследования ангармонических возмущений с применением мо-
дели геометрически и физически нелинейной среды поскольку они используются
в технологиях свертки и интегрирования волновых сигналов в кристаллических
акустоэлектронных устройствах, а также в схемах ультраакустической диагно-
стики упругих сред. Несмотря на важность, указанные вопросы изучены лишь
в отдельных случаях [5, 6]. Таким образом, целью данной работы является по-
строение и исследование решения задачи определения характеристик нелинейных
вторых гармоник локализованных монохроматических сдвиговых упругих волн
SH типа, которые распространяются в слое монокристалла хлорида натрия клас-
са m3m кубической системы между кремниевыми упругими полупространствами
аналогичного класса анизотропии, для случая неидеального скользящего контакта
компонент волновода.

2. Постановка и основные соотношения задачи.
Исследуемая волноводная структура отнесена к системе прямоугольных коор-

динат, в которой слой занимает область V1 = {−∞ < x1, x2 < ∞,−h ≤ x3 ≤ h},
а полупространства – области V2 = {−∞ < x1, x2 < ∞,−∞ < x3 < −h} и
V3 = {−∞ < x1, x2 < ∞, h < x3 < ∞}. Физико-механические свойства компо-
ненты волновода Vp из материала класса m3m кубической системы характеризу-
ются матричными упругими постоянными второго порядка c(p)ij , третьего порядка

c
(p)
ijk и плотностью ρ(p). Кристаллографические направления компонент волновода

коллинеарны. В работе осуществляется переход к безразмерным координатным пе-
ременным и кинематическим характеристикам: xj = x̃j/R∗, где R∗ = h; функции
волновых упругих смещений uj = ũj/u∗, где u∗ – максимальный уровень ампли-
туд. Совокупность нормированных постоянных второго порядка c(p)ij определяется

тремя независимыми величинами c(p)11 , c(p)12 , c(p)44 , а нормированные постоянные тре-
тьего порядка c(p)ijk – шестью независимыми величинами c

(p)
111, c

(p)
112, c

(p)
114, c

(p)
155, c

(p)
123,

c
(p)
456.

Для анализа нелинейных ангармонических эффектов при распространении ло-
кализованных SH волн вдоль координатного направления Ox1 используется мо-
дель физически и геометрически нелинейного динамического деформирования ма-
териала, базирующаяся на представлении упругого потенциала U в форме

U =
1

2
cjqrkεjqεrk +

1

6
cjqrklmεjqεrkεlm (j, q, r, k, l,m = 1, 3) (1)

и нелинейных представлениях компонент тензора механических деформаций

εjk =
1

2
(ul,k + uk,j + ul,jul,k), (2)

где ur,k = ∂ur/∂xk, ur компоненты вектора волновых упругих перемещений.
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Соответствующие такому выбору упругого потенциала компоненты тензора ме-
ханических напряжений σjd, представляются в виде суммы линейных и нелиней-
ных составляющих

σjd = σ
(l)
jd + σ

(n)
jd , (3)

где

σ
(l)
jd = cjdrkur,k, σ

(n)
jd =

1

2
cjdrkul,rul,k + cpdrkuj,pur,k +

1

2
cjdrklmur,kul,m. (4)

Уравнения движения для образующих рассматриваемую волноводную струк-
туру упругих сред при отсутствии объемных сил можно представить в тензорном
виде

ρü
(p)
j − σ

(p,l)
jd,d = σ

(p,n)
jd,d , (j = 1, 3). (5)

В представлениях (5) и последующих соотношениях верхний индекс p у харак-
теристик напряженно-деформированного состояния указывает на то, что соответ-
ствующая характеристика относится к компоненте Vp рассматриваемого волново-
да.

Проведенное исследование малых нелинейных волновых эффектов базируется
на методе малого параметра [2, 3], при котором нормированные комлексные функ-
ции волновых перемещений u(p)j (j = 1, 3) отыскиваются в виде представлений

uj = u
(l)
j + δu

(n)
j , δ = u∗/R∗ << 1. (6)

3. Численно-аналитическое решение.
В рассматриваемой задаче о распространении обобщенных линейных сдвиго-

вых волн в слое монокристалла класса m3m кубической системы между однотип-
ными полупространствами из монокристаллов аналогичного класса кубической
системы при условии неидеального проскальзывающего контакта компонент вол-
новода линейные составляющие исследуемого волнового поля определяются из од-
нородной спектральной краевой задачи

σ
(p,l)
2j,j − ρpü

(p)
2 = 0, (p = 1, 3), (7)

(u
(1,l)
3 )x3=−1 = (u

(2,l)
3 )x3=−1, (u

(1,l)
3 )x3=1 = (u

(3,l)
3 )x3=1,

(σ
(1,l)
33 )x3=−1 = (σ

(2,l)
33 )x3=−1, (σ

(1,l)
33 )x3=1 = (σ

(3,l)
33 )x3=1, (8)

(σ
(1,l)
3j )x3=−1 = 0, (σ

(1,l)
3j )x3=1 = 0,

(σ
(2,l)
3j )x3=−1 = 0, (σ

(3,l)
3j )x3=1 = 0, (j = (1, 2))

Комплексные вектор-функции линейных волновых перемещений u⃗(p,l) харак-
теризуются единственной ненулевой компонентой u

(p,l)
2 . Краевые условия задачи

линейного приближения трансформируются в условия свободных от напряжений
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граничных поверхностей срединного слоя V1. Таким образом, можно записать
представления для комплексных функций волновых смещений u

(p,l)
2 с нормиру-

ющим безразмерным параметром u
(0)
2q для компоненты Vp рассматриваемого вол-

новода:
u
(l,1)
2q = u

(0)
2q cos(α

(q)x3)e
−i(ωt−kqx1),

u
(l,2)
2q = 0, (9)

u
(l,3)
2q = 0,

где α(q) = qπ/2 (q = 0,∞), а дисперсионное соотношение, связывающее частоту
ω и волновое число kq имеет вид

((Ω2
1 − k2q )/(c

(1)
44 )

1/2 = qπ/2, Ω2
1 = ρ1ω

2R2
∗/c∗. (10)

В построенном далее решении будем рассматривать случаи q > 0.
Структура (9) далее используется при определении соотношений задачи поиска

соответствующих нелинейных ангармонических возмущений для локализованных
SH волн. Соотношения второго приближения и краевые условия на контактирую-
щих границах x1 = ±1 в рассматриваемом волноводе имеют вид:

(σ
(p,l)
ij.j )u⃗(p)=u⃗(p,n) − ρpü

(p,n)
i = −(σ

(p,n)
ij.j )u⃗(p)=u⃗(p,l) . (11)

u
(2,n)
1 = u

(1,n)
1 , u

(2,n)
3 = u

(1,n)
3 при x3 = −1,

(σ
(1,l)
3i )u⃗(1)=u⃗(1,n) + (σ

(1,n)
3i )u⃗(1)=u⃗(1,l) = 0, (i = 1, 2)

(σ
(1,l)
33 )u⃗(1)=u⃗(1,n) + (σ

(1,n)
33 )u⃗(1)=u⃗(1,l) = (σ

(2,l)
33 )u⃗(2)=u⃗(2,n) + (σ

(2,n)
33 )u⃗(2)=u⃗(2,l) ;

u
(3,n)
1 = u

(1,n)
1 , u

(3,n)
3 = u

(1,n)
3 при x3 = 1,

(σ
(1,l)
3i )u⃗(1)=u⃗(1,n) + (σ

(1,n)
3i )u⃗(1)=u⃗(1,l) = 0, (i = 1, 2) (12)

(σ
(1,l)
33 )u⃗(1)=u⃗(1,n) + (σ

(1,n)
33 )u⃗(1)=u⃗(1,l) = (σ

(3,l)
33 )u⃗(2)=u⃗(2,n) + (σ

(3,n)
33 )u⃗(2)=u⃗(2,l) .

Компоненты комплексного вектора напряженности вторых гармоник определя-
ются из соотношений краевой задачи (11), (12) в аналитической форме методами
компьютерной алгебры. Из анализа структуры краевой задачи (11), (12) априо-
ри выходит, что вторыми гармониками исследуемых линейных локализованных
волн являются волны P-SV типа. При этом вторые гармоники для материала слоя
представляются в виде суммы частного и общего решения соответствующей неод-
нородной краевой задачи, а для полупространств ангармоническое возмущение
описывается лишь общим решением задачи для системы однородных дифферен-
циальных уравнений.
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Структура аналитического решения задачи поиска упругих волновых переме-
щений u

(n,p)
j (j = 1, j = 3) в нелинейных вторых гармониках исследуемых волн

может быть записана в форме:

u
(1,n)
1 = (u

(0)
2 )2(λ̃11cos(ζ

(1)
1 x3) + λ̃12cos(ζ

(1)
2 x3)) + µ̃11 sin(ζ

(1)
1 x3) + µ̃12 sin(ζ

(1)
2 x3)+

+ν̃1 + χ̃1 cos(2α
(1)x3) + ξ̃1 sin(2α

(1)x3)
)
exp(−2i(ωt− kx1)),

u
(1,n)
3 = (u

(0)
2 )2(λ̃31 sin(ζ

(1)
1 x3) + λ̃32 sin(ζ

(1)
2 x3) + µ̃31 cos(ζ

(1)
1 x3) + µ̃32 cos(ζ

(1)
2 x3)+

+ν̃3 + χ̃3 sin(2α
(1)x3) + ξ̃3 cos(2α

(1)x3))exp(−2i(ωt− kx1)), (13)

u
(2,n)
1 = (u

(0)
2 )2(β̃

(2)
11 exp(ζ

(2)
1 x3) + β̃

(2)
12 exp(ζ

(2)
2 x3))exp(−2i(ωt− kx1)),

u
(2,n)
3 = (u

(0)
2 )2(β̃

(2)
31 exp(ζ

(2)
1 x3) + β̃

(2)
32 exp(ζ

(2)
2 x3))exp(−2i(ωt− kx1)),

u
(3,n)
1 = (u

(0)
2 )2(β̃

(3)
11 exp(ζ

(3)
1 x3) + β̃

(3)
12 exp(ζ

(3)
2 x3))exp(−2i(ωt− kx1)),

u
(3,n)
3 = (u

(0)
2 )2(β̃

(3)
31 exp(ζ

(3)
1 x3) + β̃

(3)
32 exp(ζ

(3)
2 x3))exp(−2i(ωt− kx1)).

Коэффициенты λ̃ij , µ̃ij , β̃
(p)
ij в представлении общего решения и коэффициенты

νi, χi, ξi в представлении частного решения получены в аналитической форме
методами компьютерной алгебры и имеют крайне громоздкие выражения.

4. Анализ численных результатов.

Анализ отдельных свойств кинематических характеристик нелинейных вторых
гармоник исследуемых локализованных волн проводился для волновода, состояще-
го из слоя V1 хлорида натрия, размещенного между кремниевыми полупростран-
ствами V2 и V3. Физико-механические свойства используемых материалов харак-
теризуются следующими независимыми упругими константами и плотностью [1]:

монокристалл NaCl — c
(1)
11 = 4, 958c∗, c

(1)
12 = 1, 306c∗, c

(1)
44 = 1, 279c∗,

c
(1)
111 = −86, 36c∗, c

(1)
112 = −4, 96c∗, c

(1)
123 = 0, 93c∗, c

(1)
144 = 1, 32c∗,

c
(1)
456 = 0, 71c∗, c

(1)
155 = −5, 87c∗, ρ1 = 2, 1678ρ∗; монокристалл Si — c

(2)
11 = 16, 7c∗,

c
(2)
12 = 7, 9∗, c

(2)
44 = 6, 5c∗,

c
(2)
111 = −82, 5c∗, c

(2)
112 = −45, 1c∗, c

(2)
123 = −6, 4c∗, c

(2)
144 = 1, 2c∗,

c
(2)
456 = −6, 4c∗, c

(2)
155 = −31, 0c∗, ρ2 = 2, 33ρ∗;

Величины параметров c∗, ρ∗ составляют c∗ = 1010 (N/m2), ρ∗ = 103 (kg/m3).
Для определения ряда характеристик исследуемых нелинейных волновых эф-

фектов проведены расчеты распределений нормированных амплитуд упругих сдви-
говых колебаний |u(l)2 |/u(0)2 в линейных локализованных в слое SH волнах и распре-
делений соответствующих характеристик |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 для их вторых
гармоник вдоль толщинной координаты x3 волновода в зоне слоя x3/h ∈ [−1; 1] и
полупространств x3/h ∈ [−5;−1) ∪ (1; 5].
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Нормированные функции интенсивности сдвиговых колебаний |u(l)2 |/u(0)2 и ин-
тенсивности нелинейных ангармонических возмущений |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2,
соответственно представлены на рис. 1 и на рис. 2 - рис. 3 для волн приведен-
ных частот Ω(k1) = 3 и Ω(k2) = 3, которые принадлежат двум нижним ветвям
дисперсионного спектра q ∈ {1; 2}.

Стоит отметить, что амплитуды нелинейных вторых гармоник пропорциональ-
ны квадрату нормирующего множителя u

(0)
2 , который для локализованных SH

волн с реальными параметрами интенсивности при δ << 1 является малой вели-
чиной. Таким образом, реальный уровень нелинейных ангармонических эффектов
может быть оценен при указании конкретного значения малой амплитуды линей-
ной локализованной SH волны.

Рис. 1. Распределение нормированных значений |u(l)
2 |/u(0)

2 для мод q = 1, q = 2

Рис. 2. Распределение нормированных значений |u(n)
1 |/(u(0)

2 )2, |u(n)
3 |/(u(0)

2 )2 при Ω1 = 3

Рис. 3. Распределение нормированных значений |u(n)
1 |/(u(0)

2 )2, |u(n)
3 |/(u(0)

2 )2 при Ω2 = 3

Рис.1 показывает ситуацию локализации линейной сдвиговой волны исключи-
тельно в слое и полное отсутствие перемещний в полупространствах. Однако учет
геометрической и физической нелинейности компонент волновода демонстрирует
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существование волновых движений удвоенной частоты (нелинейных вторых гар-
моник) в полупространствах с локализацией около контактных поверхностей.

В распределениях |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 общим априорным свойством яв-
ляется угасание интенсивности волновых смещений при отходе от границы x3 = ±1
вглубь полупространств. для случая нижней ветви моды (q = 1) наблюдается до-
минирование SV-компоненты. Максимумы интенсивности |u(n)1 |/(u(0)2 )2 характери-
зуются тремя пиками, которые расположены в центре слоя и в зонах контакта ма-
териалов слоя и полупространств. Наибольшие значения |u(n)3 |/(u(0)2 )2 достигаются
в зонах контакта компонент волновода и в количественном значении превышают
максимумы |u(n)1 |/(u(0)2 )2 в три раза.

Исследование |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 для второй ветви моды (q = 2) по-
казывает наличие двух пиков максимума для компоненты |u(n)1 |/(u(0)2 )2 и четы-
рех скачков, локализованных в зоне слоя и на границе контакта материалов, для
|u(n)3 |/(u(0)2 )2. Сопоставление амплитуд |u(n)1 |/|u(n)3 | свидетельствует о доминирова-
нии P-компоненты.
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N. V. Zhogoleva, V. P. Shevchenko
The analysis of localised SH waves second harmonics in anisotropic layer between half-
spaces under the sliding contact of materials.

The model of geometrically and physically nonlinear deformation of anisotropic elastic medium is used
in this work. A theoretical numerical-analytic solution of the boundary value problem of determining
nonlinear anharmonic disturbances that are generated because of localized shear waves propagation
in a waveguide in the form of a single-crystal layer of the m3m class of a cubic system localised with
nonideal slipping mechanical contact between the same half-spaces of a single-crystal material of m3m
class of a cubic system is constructed. Numerical investigations have been carried out for a combination
of waveguide materials: a layer of sodium chloride between half-spaces of silicon. Amplitude-frequency
dependences for kinematic characteristics of elastic wave displacements of shear waves and their
nonlinear second harmonics are researched and generalized. The effects of influence of physical and
mechanical characteristics of waveguide structure on amplitude levels and forms of nonlinear second
harmonics wave movements of the investigated localized elastic waves are analyzed.

Keywords: geometrical and physical nonlinearity, anharmonic effects, nonlinear second harmonic of
localized waves, anisotropic layer between the anisotropic half-spaces.

Н. В. Жоголева, В. П. Шевченко
Аналiз других гармонiк локалiзованих SH хвиль в анiзотропному шарi мiж пiвпро-
сторами при ковзному контактi матерiалiв.

В роботi використовується модель геометрично та фiзично нелiнiйного деформування анiзотроп-
ного пружного середовища. Побудовано теоретичний чисельно-аналiтичний розв’язок крайової
задачi визначення нелiнiйних ангармонiчних збурень, якi генеруються при поширеннi локалiзо-
ваних зсувних хвиль в хвилеводi у виглядi шару з монокристала класу m3m кубiчної системи,
вмiщеного з неiдеальним ковзним механiчним контактом мiж однотипними пiвпросторами мо-
нокристалiчного матерiалу класу m3m кубiчної системи. Числовi дослiдження проведенi для
комбiнацiї матерiалiв хвилеводу – шар хлориду натрiю мiж пiвпросторами з матерiалу кремнiю.
Дослiджено та узагальнено амплiтудно-частотнi залежностi для кiнематичних характеристик
пружних хвильових зсувiв SH хвиль та їх нелiнiйних других гармонiк. Проаналiзовано ефекти
впливу фiзико-механiчних характеристик хвилеводної структури на амплiтуднi рiвнi i форми
хвильових рухiв нелiнiйних других гармонiк дослiджуваних локалiзованих пружних хвиль.

Ключовi слова: геометрична та фiзична нелiнiйнiсть, ангармонiчнi ефекти, нелiнiйнi другi
гармонiки локалiзованих хвиль, анiзотропний шар мiж анiзотропними пiвпросторами.
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СИНХРОНИЗАЦИЯ КОЛЕБАНИЙ СВЯЗАННЫХ
ОСЦИЛЛЯТОРОВ ВАН ДЕР ПОЛЯ

Ряд задач автоматического управления, в частности, синхронизация траекторий, задача слеже-
ния (tracking) связаны с синтезом алгоритмов управления динамическими системами, которые
представляют собой совокупность связанных между собой активных подсистем. В работе рас-
смотрена задача синхронизации колебаний для двух осцилляторов Ван дер Поля, связанных
линейной упругой связью. Предполагается, что одна из подсистем зависит от внешнего управля-
ющего воздействия. Приведено решение задачи в виде обратной связи по состоянию. Во многих
практических приложениях теории управления полный вектор состояния системы неизвестен, а
измерению доступны лишь некоторые функции переменных состояния - выходы системы. Поэто-
му основная цель работы – изучить возможность решения исходной задачи с помощью управле-
ния, в котором состояние системы заменено на его оценку, полученную с помощью наблюдателя.
Построен нелинейный наблюдатель, гарантирующий получение экспоненциальных оценок неиз-
вестных компонент фазового вектора. Показано, что исходное управление совместно с уравнени-
ями наблюдателя решает задачу синхронизации.
MSC: 34A60, 34D20, 34N05.
Ключевые слова: синхронизация, нелинейный наблюдатель, инвариантные соотношения, ос-
циллятор Ван дер Поля.

1. Введение.

В данной статье изучается возможность использования принципа разделения
[1] в задаче синхронизации колебаний двух неидентичных осцилляторов Ван дер
Поля. Рассматривается ведуще–ведомая (master–slave) схема соединения осцилля-
торов. Предполагается, что ведомая подсистема зависит от внешнего управляюще-
го воздействия, осцилляторы связаны посредством линейной упругой связи, кроме
того фазовый вектор известен не полностью. Такого рода системы во многих прак-
тических приложениях физики, биологии используются в качестве приближенной
модели нелинейных циклических процессов, имеющих, вне зависимости от началь-
ных условий, устойчивый предельный цикл [2]. В частности [3–5], определение
характеристик и синхронизация колебаний для таких систем по результатам из-
мерения выходных сигналов в реальном масштабе времени является актуальной
проблемой многих медико-биологических исследований. Нелинейный наблюдатель
определения асимптотических оценок состояния и идентификатор параметров для
системы связанных осцилляторов Ван дер Поля предложены в работе [6].

В начале статьи сформулирована задача синхронизации для рассматриваемой
системы и приведено ее решение в виде обратной связи по состоянию. Целью ра-
боты является поиск синхронизирующего управления в виде обратной связи по
оценке состояния. Такая постановка актуальна, поскольку во многих практиче-
ских приложениях теории управления типичной является ситуация, когда пол-
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ный вектор состояния системы неизвестен, а измерению доступны лишь некоторые
функции переменных состояния – выходы системы. В этом случае можно попы-
таться использовать управление, которое получается из обратной связи заменой
состояния системы на его оценку, полученную с помощью построение наблюдате-
ля – специальной динамической системы, состояние которой с течением времени
приближается (асимптотически или экспоненциально) к состоянию исходной си-
стемы. Возникает вопрос о том, будет ли полученное таким образом управление
в виде обратной связи по оценке состояния решением исходной задачи. В теории
управления, в частности в задаче стабилизации динамических систем, подобные
вопросы составляет содержание известного принципа разделения [1].

В работе для решения задачи наблюдения использован аппарат метода инвари-
антных соотношений, который разработан в аналитической механике для поиска
точных решений задач динамики твердого тела [7]. Сама схема синтеза вспомо-
гательных инвариантных соотношений для построения нелинейного наблюдателя
описана в [8]. В соответствии с этим способом для рассматриваемой системы по-
строен некоторый аналог нелинейного наблюдателя, который обеспечивает получе-
ние экспоненциальных оценок фазового вектора. Установлено, что использование
в управлении вместо состояния системы его оценки при одновременном решении
задач наблюдения и синхронизации приводит к локальному решению рассматри-
ваемой задачи.

2. Синхронизации движения осцилляторов Ван дер Поля.

Рассмотрим уравнения движения двух осцилляторов Ван дер Поля, связанных
линейной упругой связью, при этом один из них является управляемым

ẋ1 = x2, ẋ2 = −ω1
2x1 + µ1(1− x21)x2 + α(x1 − x3),

ẋ3 = x4, ẋ4 = −ω2
2x3 + µ2(1− x23)x4 + β(x1 − x3) + u.

(1)

Здесь u – управление, переменные x1, x3 обозначают отклонения осцилляторов
от положения равновесия x1 = x3 = 0 в отсутствии управления, x2, x4 – соответ-
ствующие скорости этих отклонений, коэффициенты µ1, µ2 характеризует демпфи-
рование. Случай µ1 = µ2 = 0 соответствует колебаниям без трения двух связанных
гармонических осцилляторов с собственными частотами ω1, ω2, соответственно.

Системы вида (1) возникают во многих физических, медико-биологических
и других прикладных исследованиях в качестве упрощенной динамической моде-
ли сложных колебаний, имеющих предельный цикл. Различают модели с одно-
направленной связью, когда один из параметров α или β равен нулю, и модели,
учитывающие взаимное влияние активных подсистем. Если упругая связь являет-
ся механической, то выполняться равенство α = −β.

Предполагается, что выход системы (1) задан функциями

y1 = x1, y2 = x3, (2)
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т.е. значения отклонений x1(t), x3(t) в процессе движения известны как функции
времени. Кроме того, будем считать, что колебания при используемом далее управ-
лении происходят в некоторой ограниченной области D фазового пространства

D = {(x1, x2, x3, x4) : x21 + x22 + x23 + x24 ≤M2} ⊆ R4.

Рассмотрим задачу управляемой синхронизации движений подсистем системы
(1) по известной информации. В качестве таковой будем использовать функции (2),
а также любые значения выражений, полученных с использований только лишь
значений функций выхода. В частности, далее будем считать известными решения
задачи Коши для любой систем дифференциальных уравнений

ż = F (z, y1, y2), z(0) = z0 ∈ Rn, (3)

которые ограничены и определены для t ∈ [0,∞).
Задача 1. Найти закон управления u(z(t), x1(t), x3(t)), при котором решения

подсистем системы (1) асимптотически стремятся друг к другу, т.е.

lim
t→∞

(x1(t)− x3(t)) = 0, lim
t→∞

(x2(t)− x4(t)) = 0.

Введем обозначения для отклонений соответствующих компонент фазовых век-
торов каждого из осцилляторов

e1(t) = x1(t)− x3(t), e2(t) = x2(t)− x4(t).

Отметим, что величина e1(t) является известной функцией времени, поэтому она
может быть использована как аргумент при синтезе закона управления, в отличие
от переменной e2(t), значения которой неизвестны.

Перейдем от переменных x3, x4 к переменным e1, e2. С учетом сделанных обо-
значений уравнения (1) могут быть переписаны в виде

ẋ1 = x2, ẋ2 = R11 +R12x2,

ė1 = e2, ė2 = R21 +R22x2 +R23e2 − u,
(4)

коэффициенты которой зависят от известных величин x1(t), x3(t):

R11 = −ω1
2x1 + αe1, R12 = µ1(1− x21), R21 = µ1(1− x21)− µ2(1− x23),

R22 = ω2
2x1 − ω1

2x3 + (α− β)e1, R23 = µ2(1− x23).
(5)

Для решения задачи 1 достаточно синтезировать управление u, обеспечиваю-
щее асимптотическое стремление к нулю отклонений e1(t), e2(t). Если бы все ком-
поненты фазового вектора системы (1) были известными, то таким управлением,
в частности, могло бы быть выражение

u = R21 +R22x2 +R23e2 − γ1e1 − γ2e2, (6)
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где γ1, γ2 – некоторые постоянные.
Действительно, в этом случае подсистема системы (4), описывающий откло-

нение траекторий осцилляторов, становится системой однородных линейных диф-
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

ė1 = e2,

ė2 = γ1e1 + γ2e2.
(7)

Характеристическое уравнение системы (7) имеет вид

λ2 − γ2λ− γ1 = 0. (8)

Выбрав постоянные γ1, γ2 из условия: корни λ1, λ2 этого уравнения имеют раз-
личные отрицательные действительные части, получаем, что закон управления
(6) обеспечивает экспоненциальное стремление к нулю отклонений с показателем
затухания λ∗ = min(|Reλ1|, |Reλ2|).

3. Нелинейный наблюдатель.

Изучим возможность применения закона управления (6) в случае неполной
информации о движении. А именно, используем в формуле (6) вместо значений
переменных x2, e2 их оценки, полученные в результате решения следующей задачи
наблюдения:

Задача 2. Найти асимптотически точные оценки значения компонент x2(t),
e2(t) фазового вектора системы (4) по информации об x1(t), x3(t).

Задачу наблюдения будем решать с помощью метода синтеза инвариантных
соотношений [6]. Соответствующая схема состоит во введении конечных связей
между известными и неизвестными переменными и последующем динамическим
расширением исходных уравнений таким образом, чтобы эти связи стали инвари-
антными соотношениями для расширенной системы дифференциальных уравне-
ний.

Согласно такому подходу на первом шаге представим неизвестные компоненты
фазового вектора системы (6) в виде:

e2 = Φ(e1) + η1, η̇1 = v1(η1, η2, x1, e1),

x2 = Ψ(x1) + η2, η̇2 = v2(η1, η2, x1, e1).
(9)

Отметим, что в результате такого представления исходная система (4) рас-
ширена двумя (по числу неизвестных) дифференциальными уравнениями относи-
тельно переменных η1, η2. Далее будем предполагать, что подлежащие синтезу и
неопределенные пока функции Φ,Ψ, v1, v2 должны будут удовлетворять следую-
щим ограничениям:

– функции Φ,Ψ дифференцируемы и ограниченны в рассматриваемой области;
– правые части вспомогательных дифференциальных уравнений v1, v2 удовле-

творяют условиям, достаточным для продолжимости их решений на интервал
t ∈ [0,∞).
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Обозначив невязку от соответствующих соотношений через ε1, ε2, в общем слу-
чае имеем:

e2 = Φ(e1) + η1 + ε1, x2 = Ψ(x1) + η2 + ε2. (10)

Дифференцируя эти равенства, получаем, что дифференциальные уравнения для
отклонений ε1, ε2, при условии, что вспомогательные функции v1, v2 равны

v1 = R21 +R22(Ψ + η2) + (R23 − Φ′
e1)(Φ + η1)− u,

v2 = R11 +R12(Ψ + η2)−Ψ′
x1(Ψ + η2),

(11)

имеют вид

ε̇1 = −(R23 − Φ′
e1)ε1 +R22ε2,

ε̇2 = (R12 −Ψ′
x1)ε2,

(12)

Уравнения (12) допускают тривиальное решение ε1 = ε2 = 0. Следовательно,
соотношения

e2 = Φ(e1) + η1, x2 = Ψ(x1) + η2,

с учетом (11), для некоторых решений системы (4) выполняются тождественно.
Отметим, что это утверждение верно для любых дифференцируемых функций
Φ(e1),Ψ(x1) и любого допустимого управления u, при которых решения вспомога-
тельных дифференциальных уравнений существуют.

На втором шаге определим свободные функции Φ(e1),Ψ(x1) из условий асимп-
тотической устойчивости тривиального решения ε1 = ε2 = 0. Пусть

R12 −Ψ′
x1 = −λ, R23 − Φ′

e1 = λ,

где λ – некоторая положительная постоянная. С учетом обозначений (11) перепи-
шем эти равенства:

Ψ′
x1 = µ1(1− x21) + λ, Φ′

e1 = µ2(1− x23) + λ, (13)

В качестве функций, которые удовлетворяют последним соотношениям возьмем

Ψ(x1) = (µ1 + λ)x1 + µ1
x31
3
, Φ(e1) = [µ2(1− x23) + λ]e1. (14)

Таким образом, можно утверждать, что при выбранных Φ(e1),Ψ(x1), ошибки
ε1(t), ε2(t), возникающие при определении неизвестных x2(t), e2(t) по формулам
(10), удовлетворяют системе дифференциальных уравнений

ε̇1 = −λε1 +R22ε2,

ε̇2 = −λε2,
(15)

Покажем, что нулевое решение (15) при некоторых λ становится асимптоти-
чески устойчивым. Для этого рассмотрим в качестве функции Ляпунова положи-
тельно определенную функцию

V =
1

2
(ε21 + ε22)
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и оценим ее производную, взятую в силу системы (15)

dV

dt
= −λ(ε21 + ε22) +R22ε1ε2 ≤

(
−λ+

|R22|
2

)
(ε21 + ε22).

В соответствии со сделанным ранее предположением амплитуды колебаний ос-
цилляторов Ван дер Поля ограничены. Пусть

R∗ = sup
t∈[0,∞)

|R22| = sup
t∈[0,∞)

|µ1(1− x21)− µ2(1− x23)|.

Тогда, при λ > R∗ функция V становится отрицательно определенной, что явля-
ется достаточным условием для асимптотической устойчивости нулевого решения
(15).

В итоге, мы получили соотношения, которые решают задачу наблюдения неиз-
вестных компонент фазового вектора исходной системы (4)

e2 = [µ2(1− x23) + λ]e1 + η1 + ε1, x2 = (µ1 + λ)x1 + µ1
x3

3
+ η2 + ε2, (16)

где правые части дифференциальных уравнений относительно η1, η2 определены
формулами (11). При этом оценки (16) являются экспоненциальными, так как

εi(t) = O(exp{(R∗ − λ)t}), i = 1, 2. (17)

4. Синхронизация по выходу.

Используем в законе управления (6) вместо переменных x2, e2 их приближен-
ные оценки x̂2, ê2, вычисленные по формулам

x̂2 = Ψ(x1) + η2, ê2 = Φ(e1) + η1,

т.е. x̂2 = x2 − ε2, ê2 = e2 − ε1. В результате применения управления (6) с такими
аргументами в дифференциальных уравнениях для отклонений траекторий двух
осцилляторов (7) возникают ошибки: e1(t) + δ1(t), e2(t) + δ2(t). Соответствующие
возмущения удовлетворяют уравнениям:

δ̇1 = δ2,

δ̇2 = γ1δ1 + γ2δ2 −R23ε1 −R22ε2.
(18)

Отметим, что при наличии возмущений формально задача синхронизации не
имеет решения, поскольку тривиальное решение δ1 = δ2 = 0 не удовлетворяет
системе (18).

В общем же случае, при одновременном решении задач наблюдения и синхро-
низации, уравнения для отклонений имеют вид

δ̇1 = δ2,

δ̇2 = γ1δ1 + γ2δ2 −R23ε1 −R22ε2,

ε̇1 = −λε1 +R22ε2,

ε̇2 = −λε2.

(19)
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Последняя система линейных дифференциальных уравнений допускает триви-
альное решение δ1 = δ2 = ε1 = ε2 = 0. Поэтому одновременное решение задачи на-
блюдения и синхронизации может, в принципе, решить задачу 1. В частности, для
этого достаточно выбрать параметры γ1, γ2, λ из условий асимптотической устой-
чивости положения равновесия системы (19). Для формирование ограничений на
выбор этих параметров воспользуемся теоремой [9].

Теорема. Пусть для системы линейных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами ẋ = Ax выполнено:

а) каждое решение системы стремится к нулю при t→ ∞;
б) в системе ż = Az + f(z) вектор функция f(z) непрерывна в некоторой

окрестности z = 0;
в) ∥f(z)∥

∥z∥ → 0 при z → 0.
Тогда каждое решение z(t, z0), z(0, z0) = z0 стремится к нулю для достаточно

малых ∥z0∥.
Введем в рассмотрение векторы δ = (δ1, δ2)

T , ε = (ε1, ε2)
T , z = (δT , εT )T , где T

означает операцию транспонирования. Матрица A и вектор-функция f(z) в нашем
случае имеют вид

A =


0 1 0 0
γ1 γ2 0 0
0 0 −λ 0
0 0 0 −λ

 , f =


0

−R23ε1 −R22ε2
R22ε2
0

 .

Очевидно, что условия а) и б) теоремы выполнены. Действительно, все соб-
ственные значения матрицы A имеют отрицательные действительные части, а
функция f(z) является линейной однородной функцией z. Рассмотрим теперь
условие в). В качестве нормы вектора будем использовать сумму абсолютных ве-
личин всех его компонент. Тогда

∥z∥ = |δ1|+ |δ2|+ |ε1|+ |ε2|, ∥f(z)∥ = |R23ε1 −R22ε2|+ |R22ε2|.

Оценим выражение ∥f(z)∥
∥z∥ . Пусть M некоторая положительная константа, кото-

рая мажорирует максимальные значения ограниченных функций |R23|, |R22|. Име-
ем:

∥f(z)∥
∥z∥

=
|R23ε1 −R22ε2|+ |R22ε2|

∥z∥
≤ |R23||ε1|+ 2|R22||ε2|

∥z∥
≤ 2M

∥ε∥
∥ε∥+ ∥δ∥

.

Для выполнения условия в) теоремы, достаточно выбрать параметры γ1, γ2, λ
так, чтобы

lim
t→∞

∥ε∥
∥δ∥

= 0. (20)

В соответствии с (17), норма числителя этого частного ∥ε∥ = O(exp{(R∗ − λ)t}).
Следовательно, в случае экспоненциального стремления к нулю величины ∥δ∥, ее
показатель затухания должен быть строго меньше λ−R∗.
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Чтобы выполнить это условие достаточно потребовать, чтобы коэффициенты
γ1, γ2 характеристического уравнения (8) были таковы, что

0 < λ∗ = min(|Reλ1|, |Reλ2|) < λ−R∗. (21)

Действительно, система дифференциальных уравнений (19) является каскад-
ной, переменные ε не зависят δ и их значения могут быть рассмотрены как внеш-
нее воздействие на подсистему, состоящей из первых двух уравнений (19). Общее
решение этой подсистемы имеет вид

δ(t) = ∆(t)δ0 +

∫ t

0
∆(t− τ)f1(τ)dτ, δ(0) = δ0, (22)

где ∆ – матрица фундаментальных решений системы линейных однородных урав-
нений (7), имеющая собственные значения λ1, λ2, а внешнее воздействие задано
вектор-функцией f1(t) = (0, −R23(t)ε1(t)−R22(t)ε2(t))

T .
Поскольку показатель затухания первого слагаемого (22) удовлетворяет нера-

венству (21), то вне зависимости от второго слагаемого (22) показатель затухания
их суммы эту величину может только лишь уменьшить. Следовательно, условие в)
теоремы выполнено и тривиальное решение системы (19) обладает свойством ло-
кальной асимптотической устойчивости. Тем самым установлено, что отклонения
траекторий двух осцилляторов ∥e+δ∥ при достаточно малых начальных значениях
∥δ∥, ∥ε∥ стремятся к нулю с ростом t.

В итоге можно сформулировать следующее
Утверждение. Пусть постоянные γ1, γ2, λ таковы, что выполнено неравен-

ство (21). Тогда управление

u = −γ1e1 +R22(Ψ(x1) + η2) + (R23 − γ2)(Φ(e1) + η1) +R21, (23)

где

Ψ(x1) = (µ1 + λ)x1 + µ1
x31
3
, Φ(e1) = [µ2(1− x23) + λ]e1,

а переменные η1, η2 – произвольное решение задачи Коши для системы дифферен-
циальных уравнений

η̇1 = R21 +R22(Ψ + η2) + (R23 − Φ′
e1)(Φ + η1)− u,

η̇2 = R11 +R12(Ψ + η2)−Ψ′
x1(Ψ + η2),

решает, по крайней мере, локально, Задачу 1 для системы (4).
Как уже было отмечено, система (19) имеет каскадную структуру, из вида

которой следует, что решение задачи наблюдения не зависит от решения задачи
синхронизации. Поэтому, с целью уменьшения начального значения ∥z(0)∥, задачу
можно разбить на два этапа. На первом из них начать решать задачу наблюдения
при произвольном допустимом управлении, например, при u = 0, обеспечивая тем
самым малость значений ∥ε∥. На втором этапе, начиная с некоторого момента
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времени, принятого далее за начальный момент, начинать решать одновременно
Задачу 1 и Задачу 2 с управлением (23).
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N. V. Zhogoleva, V. F. Shcherbak
Synchronization of oscillations for coupled Van der Pol oscillators.

A number of automatic control tasks, in particular, the synchronization of trajectories, the tracking
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task, control by a reference system are associated with the synthesis of control algorithms for dynamic
cascade systems, which are a set of interconnected active subsystems. In this paper, the oscillation
synchronization problem is considered for two Van der Pol oscillators coupled by a linear elastic
connection. It is assumed that the driven subsystem depends on the external control action, in addition,
the phase vector is not fully known. On the first step the solution of the problem of synchronization
in the form of state feedback is written. The aim of the work is to find the synchronizing control in
the form of feedback on the state estimation. Such a formulation is relevant, since for many practical
applications of control theory, a typical situation is when the complete state vector of the system
is unknown and only some of the functions of the state variables – the outputs of the system are
accessible to measurement. One can try to use the control law obtained from feedback by replacing
the state with its estimate obtained by observer – a special dynamical system whose state eventually
approaches (asymptotically or exponentially) to the state of the original system. In this case a question
arises whether such control will be solving the synchronization problem. In mathematical control
theory, in particular for the stabilization problem of dynamical systems, similar questions constitute
the content of the known principle of separation. For the observation problem solving the apparatus
of the method of synthesis of auxiliary invariant relations for constructing a nonlinear observer was
used. In accordance with this approach a nonlinear observer is constructed for the system under
consideration, which ensures the exponential estimates of the phase vector. It is further shown that
the use in the control law instead of the state of the system of its evaluation under simultaneously
solving the problems of observation and synchronization leads to the solution of the problem under
consideration.

Keywords: synchronization, nonlinear observer, invariant relations, Van der Pol oscillator.

Н. В. Жоголева, В. Ф. Щербак
Синхронiзацiя коливань зв’язаних осциляторiв Ван дер Поля.

Ряд задач автоматичного управлiння, зокрема, синхронiзацiя траєкторiй, стеження (tracking) за
еталоною системою тощо пов’язанi з синтезом алгоритмiв керування динамiчними системами, якi
представляють собою сукупнiсть пов’язаних мiж собою активних пiдсистем. В роботi розглянуто
задачу синхронiзацiї коливань для двох осциляторiв Ван дер Поля, пов’язаних лiнiйним пружнiм
зв’язком. Передбачається, що одна з пiдсистем залежить вiд зовнiшнього керування. Наведено
рiшення задачi синхронiзацiї для вихiдної системи у виглядi зворотного зв’язку за станом. У
багатьох практичних додатках теорiї управлiння повний вектор стану системи є невiдомим, а
вимiру доступнi лише деякi функцiї змiнних стану - виходи системи. Тому основний змiст роботи
– вивчити можливiсть використання закону керування, в якому стан системи замiнено на його
оцiнку, отриману за допомогою спостерiгача. Побудований нелiнiйний спостерiгач, який гарантує
отримання експоненцiйних оцiнок невiдомих компонент фазового вектора. Показано, що одноча-
сне рiшення задач спостереження та синхронiзацiї вирiшує вихiдну задачу.

Ключовi слова: синхронiзацiя, нелiнiйний спостерiгач, iнварiантнi спiввiдношення, осциля-
тор Ван дер Поля.
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ОБ УТОЧНЕНИИ УСЛОВИЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЙ
МЕМБРАНЫ, РАЗДЕЛЯЮЩЕЙ ИДЕАЛЬНЫЕ ЖИДКОСТИ
В ПРЯМОУГОЛЬНОМ КАНАЛЕ С ЖЕСТКИМИ ОСНОВАНИЯМИ

В линейной постановке выведено уточненное, на случай осесимметричных колебаний, частотное
уравнение собственных совместных колебаний прямоугольной мембраны и жидкости. Мембрана
горизонтально разделяет идеальные несжимаемые жидкости разной плотности в прямоугольном
канале с жесткими основаниями. Частотное уравнения для симметричных и несимметричных
совместных колебаний мембраны и жидкости представлено в единой форме. Уточнены ранее
полученные приближенные условия устойчивости колебаний мембраны и жидкости. Показано,
что для несимметричных частот приближенное значение критического натяжения является за-
ниженным в 4/5 раза, а для симметричных – в 0.818 раз.
MSC: 34N05.
Ключевые слова: гидроупругость, прямоугольная мембрана, идеальная несжимаемая жид-
кость, плоские колебания, устойчивость.

1. Введение.

На основании единого Лагранжевого подхода задача о колебании и устойчи-
вости упругой прямоугольной пластины между идеальными жидкостями разной
плотности в жестком прямоугольном канале, по видимому, впервые была рассмот-
рена в статье [1] и в монографии [2]. В работе [3] эта задача была рассмотрена на
основании Лагранжа-Эйлерова подхода. Наиболее полное исследование свободных
колебаний мембраны на свободной поверхности жидкости в прямоугольном канале
было проведено в статье [4]. В работах [5, 6] эта задача была обобщена на случай
двухслойной жидкости с мембранами на свободной и внутренней поверхностях, а
в статье [7] – на случай упругого дна. Наиболее общие исследования колебаний
резервуара с жидкостью, на свободной поверхности которой расположена пласти-
на или мембрана, было проведено в монографии [7]. Из последних работ следует
отметить работы [8–12]. В статьях [13–14] рассмотрена задача об осесимметрич-
ных колебаниях упругой мембраны, разделяющей двухплотностную жидкость в
жестком круговом цилиндрическом резервуаре применительно к современным ка-
пиллярным системам отбора жидкости (КСОЖ).

2. Постановка задачи.

Рассмотрим плоские колебания упругой прямоугольной мембраны горизон-
тально разделяющей идеальные несжимаемые жидкости плотности ρi (i = 1,2)

Исследования проведены в рамках программы фундаментальных исследований Министер-
ства образования и науки Украины (проект № 0116U002522) и при грантовой поддержке ДФФД
(проект № Ф71/47-2017).
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в жестком прямоугольном канале шириной b (b = 2a). Мембрана подвержена рас-
тягивающим усилиям интенсивности T в срединной поверхности. Контуры мем-
браны закреплены. Верхняя жидкость плотности ρ1 заполняет сосуд до глубин
h1, а нижняя жидкость плотности ρ2 до глубины h2. Систему координат Oxyz
расположим так, чтобы плоскость Oxy находилась на невозмущённой срединной
поверхности мембраны, ось Oy была направлена вдоль канала, а ось Oz - про-
тивоположно вектору ускорения силы тяжести −→g . Колебания мембраны и жид-
кости будем рассматривать в линейной постановке, считая совместные колебания
пластины и жидкости безотрывными, а движения жидкостей потенциальными.
Уравнения плоских колебаний упругой мембраны и жидкости имеют вид [10–11]

k0
∂2W

∂t2
+D

∂4W

∂x4
− T

∂2W

∂x2
+ g∆ρW = ρ1

∂Φ1

∂t
− ρ2

∂Φ2

∂t
+Q при z = 0, (1)

∂2Φi
∂x2

+
∂2Φi
∂z2

= 0 (i = 1, 2) (2)

с граничными условиями:

∂W

∂t
=
∂Φ1

∂z
=
∂Φ2

∂z
при z = 0, (3)

W |x=±a = 0, (4)
a∫

−a

Wdx = 0, (5)

∂Φi
∂x

∣∣∣∣
x=∓a

= 0 (i = 1, 2), (6)

∂Φ1

∂z
= 0 при z = h1,

∂Φ2

∂z
= 0 при z = −h2. (7)

Здесь k0 = ρ0h0;W (x, t), ρ0, h0 – соответственно нормальный прогиб, плотность
и толщина мембраны; Φi (x, z, t) - потенциал скоростей i-ой жидкости (i = 1,2);
∆ρ = ρ2 − ρ1;Q = Q2ρ2 −Q1ρ1, Qi – произвольная функция времени.

3. Метод решения.

Представим функции Φi (x, z, t) в виде рядов Фурье по собственным функциям
ψn (x)

Φi (x, z, t) =
∞∑
n=1

[
Ain (t) e

knz +Bin (t) e
−knz

]
ψn (x)(i = 1, 2), (8)

где функции ψn (x) = cos kn (x+ a), а соответствующие им собственные числа kn =
= π/2a [3].

Представление функций Φi (x, z, t) в виде (8) позволяет удовлетворить уравне-
нию (2) и граничным условиям (6).
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Подставив ряды (8) в (3) и (7) и, воспользовавшись ортогональностью функций
ψn, получаем линейную систему уравнений относительно неизвестных Ain, Bin и
Ẇn. Разрешим ее относительно Ẇn:

A1n = − Ẇne
−κ1n

2kn sinhκ1n
, B1n = − Ẇne

κ1n

2kn sinhκ1n
,

A2n =
Ẇne

κ2n

2kn sinhκ2n
, B2n =

Ẇne
−κ2n

2kn sinhκ2n
.

(9)

Здесь

Wn =
1

N2
n

a∫
−a

Wψndx,

N2
n =

a∫
−a

ψ2
ndx = a, κin = hikn.

(10)

С учетом соотношений (8)–(10) уравнение (1) примет вид

k0
∂2W

∂t2
− T

∂2W

∂x2
+ g∆ρW = −

∞∑
n=1

anẄn

kn
ψn +Q, (11)

где an = ρ1 cothκ1n + ρ2 cothκ2n.

Таким образом, совместные колебания упругой мембраны и жидкости находят-
ся из системы интегро-дифференциальных уравнений (10)–(11), граничных усло-
вий (4), условий сохранения объема несжимаемой жидкости (5) и заданных на-
чальных условий.

4. Собственные частоты совместных колебаний упругой мембраны и
жидкости.

Для нахождения собственных частот совместных колебаний упругой мембраны
и жидкости положим:

W (x, t) = w (x) eiωt, Q = C0e
iωt. (12)

Подставив (12) в (10)–(11), в граничные условия (4) и условия (5), получим

d2w

dx2
+ qw = −ω

2

T

∞∑
n=1

anwn
kn

ψn + C, (13)

wn =
1

a

a∫
−a

wψndx, (14)

w|x=±a = 0, (15)
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a∫
−a

wdx = 0. (16)

Здесь q = (k0ω
2 − g∆ρ)/T , C = −C0/T .

Общее решение уравнения (13) будем искать в виде общего решения однород-
ного уравнения и частного решения неоднородного [7]

w =

2∑
k=1

A0
kw

0
k +

∞∑
n=1

C̃nψn + w0, (17)

где w0
k (k = 1, 2) – фундаментальная система решений однородного уравнения

d2w0
k

dx2
+ qw0

k = 0. (18)

Здесь A0
k, C̃n и w0 – неизвестные константы.

Подставив (17) в уравнение (13), и воспользовавшись соотношением d2ψn

dx2
=

= −k2nψn, получим

C̃n =
ω2an
kndn

wn, C = qw0 (19)

где dn = Tk2n + g∆ρ− k0ω
2.

Подставив (17) в (14), и принимая во внимание (19), найдем выражение для
wn через неизвестные константы A0

k

wn =
kndn

kndn − ω2an

4∑
k=1

A0
kE

0
kn. (20)

Здесь

E0
kn =

1

a

a∫
−a

w0
kψndx. (21)

С учетом (16), (19) и (20) окончательное выражение для формы прогиба пла-
стины w, примет вид

w =

2∑
k=1

(
w0
k − w̃0

k − ω2
∞∑
n=1

anE
0
kn

ω2ãn − knd̃n
ψn

)
A0
k, (22)

где w̃0
k =

1
2a

a∫
−a
w0
kdx, ãn = an + knk0, d̃n = Tk2n + g∆ρ.

В отличии от работ [10–11] в формуле (22) появляется константа w̃0
k, которая

для несимметричных совместных колебаний мембраны и жидкости равна нулю, а
для симметричных колебаний отлична от нуля.
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В (22) входит две неизвестные константы A0
k. Из граничных условий закреп-

ления мембраны (15) имеем два линейных однородных уравнений относительно
A0
k

2∑
k=1

(
Bjk − ω2

∞∑
n=1

αnE
0
knB

∗
jn

)
A0
k = 0, (j = 1, 2). (23)

Здесь αn = an/(ω
2an − kndn) = an/(ω

2ãn − knd̃n), Bjk = w0
k

∣∣
x=±a − w̃0

k,

B∗
jn =

{
1, x = −a (j = 1),

(−1)n, x = a (j = 2).

Из равенства нулю определителя однородной системы (23) следует частотное
уравнение собственных совместных колебаний упругой мембраны и жидкости∣∣∣∥Cqk∥2

j,k=1

∣∣∣ = 0, (24)

где Cjk = Bjk − ω2
∞∑
n=1

αnE
0
knB

∗
jn (j, k = 1, 2).

Собственные формы колебаний будут найдены из однородной системы (23) и
выражения (22).

Воспользовавшись разложением функций w0
k в ряд по полной и ортогональной

системе функций ψn, условием
a∫

−a
ψndx = 0 и обозначением (21), уравнение (24)

можно переписать так [10-11] ∣∣∣∥Cqk∥2
j,k=1

∣∣∣ = 0, (25)

где Cjk =
∞∑
n=1

βnE
0
knB

∗
jn (j, k = 1, 2), βn = 1 + αn = kndn

ω2ãn−knd̃n
.

Таким образом, рассматриваемая задача имеет бесконечный дискретный спектр
собственных значений ω2

l , являющихся корнями характеристических уравнений
(24) и (25), а соответствующие им собственные функции wl (x) образуют полную
ортогональную систему функций на отрезке [−a, a]. Однако, следует отметить,
что при определенных соотношениях параметров механической системы частот-
ные уравнения могут не иметь положительных корней, т.е. плоская форма равно-
весия упругой мембраны может быть неустойчивой [10–11].

Решения однородного уравнения w0
k и значения коэффициента E0

kn зависят от
знака величины q.

При q > 0 фундаментальная система решений 0
k имеет вид w0

k = {sin px, cos px},
а коэффициенты E0

kn и Cjk –

E0
kn =

Tp

adn
{[(−1)n − 1] cos p̃, [(−1)n + 1] sin p̃} ,
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C11 =
pT

a
cos p̃

∞∑
n=1

[(−1)n − 1] β̃n, C12 =
pT

a
sin p̃

∞∑
n=1

[(−1)n + 1] β̃n,

C21 =
pT

a
cos p̃

∞∑
n=1

[1− (−1)n] β̃n, C22 =
pT

a
sin p̃

∞∑
n=1

[1 + (−1)n] β̃n ,

и частотное уравнение (25) запишется так

C11C22 − C12C21 =
4p2T 2

a2
sin 2p̃

( ∞∑
m=1

β̃2m−1

)( ∞∑
m=1

β̃2m

)
= 0. (26)

Здесь p2 = q, p̃ = pa.

При q < 0 фундаментальная система решений w0
k имеет вид

w0
k = {sinh p̃x, cosh p̃x} ,

а коэффициенты E0
kn и Cjk –

E0
kn =

T p̃

adn
{[(−1)n − 1] cosh p̃1, [(−1)n + 1] sinh p̃1} ,

C11 =
T p̃ cosh p̃1

a

∞∑
n=1

[(−1)n − 1] β̃n, C12 =
T p̃ sinh p̃1

a

∞∑
n=1

[(−1)n + 1] β̃n,

C21 = −T p̃ cosh p̃1
a

∞∑
n=1

[(−1)n − 1] β̃n, C22 =
T p̃ sinh p̃1

a

∞∑
n=1

[(−1)n + 1] β̃n,

и частотное уравнение принимает вид

C11C22 − C12C21 = −qT
2

4a2
sinh 2p̃1

( ∞∑
m=1

β̃2m−1

)( ∞∑
m=1

β̃2m

)
= 0, (27)

где p̃2 = −q > 0, p̃1 = p̃a.
Так как sin 2p̃ ̸= 0 и sinh 2p̃1 ̸= 0, то из вида уравнений (26) и (27) следует, что

частотное уравнение (25) имеет вид
( ∞∑
m=1

β̃2m−1

)( ∞∑
m=1

β̃2m

)
= 0, не зависит от

условий k0ω
2 − g∆ρ > 0 или k01ω

2 − g∆ρ < 0, распадается на четные и нечетные

частоты и может быть записано в единой форме для этих частот [10-11]
∞∑
n=1

β̃n = 0

или
∞∑
n=1

kn

ω2ãn − knd̃n
= 0. (28)

Несложно показать, что нули знаменателя левой части уравнения (28) описы-
вают частоты колебаний незакрепленной мембраны.
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Таким образом, если n = 2m− 1, то уравнение (28) описывает нечетные часто-
ты, а если n = 2m, то – четные частоты. Следует отметить, что такого упрощения
удалось достигнуть за счет разложения функции w0

k в ряд по полной и ортого-
нальной системе собственных функций ψn и рассмотрении уравнения (25). При
использовании уравнения (24) значительно возросли бы аналитические вычисле-
ния, и такого упрощения можно было бы достигнуть, если разложить тригономет-
рические и гиперболические функции на простейшие дроби так, как это сделано,
например, в работах [4–6].

Левая часть уравнения (28) является монотонно возрастающей функцией па-
раметра ω2 на интервале

(
knd̃n

/
ãn, kn+1d̃n+1

/
ãn+1

)
(n = 1, 2, ...), принимающая

на нем значения от −∞ до ∞ . Следовательно, между двумя последовательны-
ми значениями knd̃n

/
ãn лежит только один корень уравнения (28). Этим заранее

определяются интервалы, в которых находятся собственные частоты.

5. Устойчивость колебаний упругой мембраны, разделяющей жидко-
сти разной плотности.

Если в ряде уравнения (28) удержать два члена, то из неравенства ω2 > 0
следует условие устойчивости плоской формы равновесия мембраны d̃1 + d̃2 > 0.
Для нечетных и четных форм колебаний оно соответственно примет вид [10-11]

T >
4g (ρ1 − ρ2) a

2

5π2
, (n = 1, 3) (29)

T >
2g (ρ1 − ρ2) a

2

5π2
, (n = 2, 4). (30)

Условия устойчивости (29)–(30) не зависят от глубин заполнения жидкостей и
массы мембраны. Из этих условий видно, что для устойчивости несимметричных
колебаний нужно значительно большая величина предварительного натяжения,
чем для симметричных. Неравенства (29)–(30) можно уточнить с учетом трех и
более членов ряда, но при этом придется воспользоваться условиями положитель-
ности корней полиномов n-ой степеней, что значительно усложнит аналитические
исследования. Из условий (29)–(30) следует, что, с учетом принятой точности, при
g > 0 и естественной стратификации ρ1 6 ρ2 частотное уравнение (28) всегда имеет
положительные корни и плоская форма равновесия упругой мембраны устойчива.
Неустойчивость может иметь место только в случае g∆ρ < 0, а при g > 0 только
если нарушается естественная стратификация, т.е. при условии ρ1 > ρ2. Выписан-
ные неравенства (29)–(30) совпадают с неравенствами, полученными при наличии
свободной поверхности у верней жидкости в статье [3] и при T = 0 с неравенствами
работы [1–2].

Для нахождения критических значений механических параметров при которых
происходит потеря устойчивости в частотном уравнении (28) положим ω2 = 0 и
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оно примет вид
∞∑
n=1

1/d̃n = 0 или

∞∑
n=1

1

Tk2n + g∆ρ
= 0. (31)

Из уравнения (31) следует, что при ∆ρ > 0 (g > 0) оно не имеет решений и в
этом случае механическая система всегда будет устойчива. Неустойчивость может
возникнуть только при ∆ρ < 0.

Перепишем уравнение (31) в безразмерном виде при ∆ρ < 0

∞∑
n=1

1

n2 − α2
= 0, (32)

где

α2 = −4g∆ρa2

Tπ2
> 0.

Числовые ряды
∞∑
n=1

1/(n2 −α2) для нечетных и четных значений n могут быть

представлены следующим образом:

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2 − α2
=

π

4α
tan

πα

2
, (33)

∞∑
k=1

1

(2k)2 − α2
= − 1

4α2

(
πα cot

πα

2
− 2
)
. (34)

Решение уравнения (32) при n = 2k − 1 с учетом (33) имеет вид α = 2l, а
критическое значение натяжения T = g (ρ1 − ρ2) a

2/π2l2, которое при l = 1 даст
следующее точное условие устойчивости

T >
1

π2
g (ρ1 − ρ2) a

2 = 0.101321g (ρ1 − ρ2) a
2. (35)

Приближенное значение, выписанное из условия (29), запишется так

T >
4

5π2
g (ρ1 − ρ2) a

2 = 0.081057g (ρ1 − ρ2) a
2. (36)

Условие устойчивости (35), полученное для несимметричных частот, уточняет
ранее полученное условие (36). Из неравенств (35)–(36) следует, что приближенное
значение критического натяжения является заниженным в 4/5 раза.

Первый корень уравнения (32) при n = 2k с учетом (34) имеет вид πα
2 =

= 4.493409458 из которое следует следующее точное условие устойчивости

T > 0.049528g (ρ1 − ρ2) a
2. (37)
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Приближенное значение, выписанное из условия (30) при n = 2k, примет вид

T >
2

5π2
g (ρ1 − ρ2) a

2 = 0.040528g (ρ1 − ρ2) a
2. (38)

Условие устойчивости (38), полученное для четных частот, уточняет ранее по-
лученное условие (37). Из неравенств (37)–(38) следует, что приближенное зна-
чение критического натяжения является заниженным в 0.818 раз, что на 2.3%
больше, чем для несимметричны частот.

Таким образом, уточнено ранее полученное частотное уравнение для случая
осесимметричных колебаний и уточнены приближенные условия устойчивости.
Показано, что учет двух членов в ряде частотного уравнения дает достаточную
для практики точность.
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А. А. Lymar, Yu. N. Kononov
On the update of the conditions of the stability of vibrations of the membrane separating
ideal liquids in a rectangular channel with hard foundations.

In the linear formulation, the frequency equation of the proper joint oscillations of a rectangular
membrane and a liquid, corrected for the case of axisymmetric oscillations, is derived.The membrane
horizontally separates ideal incompressible fluids of different densities in a rectangular channel with
rigid bases. The frequency equation for symmetric and asymmetrical joint vibrations of a membrane
and a liquid is presented in a uniform form. The previously obtained approximate conditions for
the stability of the vibrations of a membrane and a fluid are refined. It is shown that for asymmetric
frequencies the approximate value of the critical tension is 4/5 times lower, and for symmetric frequencies
it is 0.818 times.

Keywords: hydroelasticity, rectangular membrane, ideal incompressible fluid, flat oscillations, stability.

О. О. Лимар, Ю. М. Кононов
Про уточнення умов стiйкостi коливань мембрани, яка подiляє iдеальнi рiдини в
прямокутному канал з жорсткими основами.

У лiнiйнiй постановцi виведено уточнене, на випадок осесиметричних коливань, частотне рiвнян-
ня власних спiльних коливань прямокутної мембрани i рiдини. Мембрана горизонтально роздi-
ляє iдеальнi нестисливi рiдини рiзної щiльностi в прямокутному каналi з жорсткими основами.
Частотне рiвняння для симетричних i несиметричних спiльних коливань мембрани i рiдини пред-
ставлено в єдинiй формi. Уточнено ранiше отриманi наближенi умови стiйкостi коливань мем-
брани i рiдини. Показано, що для несиметричних частот наближене значення критичного натягу
є заниженими в 4/5 рази, а для симетричних – в 0.818 раз.

Ключовi слова: гiдропружнiсть, прямокутна мембрана, iдеальна нестислива рiдина, плоскi
коливання, стiйкiсть.

Николаевский нац. аграрный ун-т, Николаев
Донецкий нац. ун-т им. Васыля Стуса, Винница
kononov.yuriy.nikitovich@gmail.com

Получено 25.12.17

91



ISSN 1683-4720 Працi IПММ НАН України. 2017. Том 31

УДК 517.5

c⃝2017. О. А. Новиков, О. Г. Ровенская, Ю. В. Козаченко

ПРИБЛИЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА
ЛИНЕЙНЫМИ МЕТОДАМИ

Работа касается вопросов приближения периодических дифференцируемых функций высокой
гладкости повторными средними арифметическими сумм Фурье. Одна из наиболее общих класси-
фикаций периодических функций в настоящее время — классификация, предложенная A. И. Сте-
панцом. Она позволяет единым образом классифицировать суммируемые периодические функ-
ции, начиная от функций, ряд Фурье которых может расходиться, и заканчивая бесконечно
дифференцируемыми функциями, включая аналитические и целые. При соответствующем вы-
боре параметров, классы Степанца совпадают с известными классами Вейля, классами Соболева
и классами сверток с фиксированными ядрами. Установлены асимптотические формулы для точ-
ных верхних граней отклонений в равномерной метрике тригонометрических полиномов, порож-
даемых повторным применением метода суммирования Валле Пуссена, на классах периодиче-
ский функций, которые задаются мультипликаторами и сдвигами по аргументу при условии, что
последовательности, определяющие указанные классы, убывают к нулю со скоростью геометри-
ческой прогрессии (в этом случае функции из таких классов допускают регулярное продолжение
в соответствующую полосу комплексной плоскости). В соответствующих случаях эти равенства
гарантируют решение задачи Колмогорова–Никольского для повторных сумм Валле Пуссена и
классов интегралов Пуассона. Указаны условия, при которых повторные суммы предоставляют
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1. Введение.

Обозначим Cqβ,∞ и CqβHω — классы непрерывных 2π–периодических функций
f(x), которые можно представить в виде свертки

f(x) = A0 +
1

π

π∫
−π

φ(x+ t)P qβ (t) dt,

в которой

P qβ (t) =

∞∑
k=1

qk cos

(
kt+

βπ

2

)
, q ∈ (0; 1), β ∈ R

– ядро Пуассона, а функция φ(·), соответственно, такая что esssup|φ(·)| ≤ 1 или

|φ(t′)− φ(t′′)| ≤ ω(|t′ − t′′|), ∀t′, t′′ ∈ R,

где ω(t) – произвольный фиксированный модуль непрерывности [1].
Известно (см., напр., [1]), что классы Cqβ,∞ и CqβHω, которые принято называть

классами интегралов Пуассона, состоят из функций f(x), которые являются суже-
ниями на действительную ось функций F (z), аналитических в полосе |Imz| ≤ ln 1

q .
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Приближение интегралов Пуассона линейными методами

Пусть L пространство 2π-периодических суммируемых на периоде функций.
Обозначим через Sn(f ;x) частичные суммы ряда Фурье функции f ∈ L. Суммы
Валле Пуссена функции f ∈ L определяются соотношением

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ;x).

Пусть p̄ = {p1, p2, ..., pr} – набор произвольных натуральных чисел таких, что
r∑

k=1

pk < n. Функции f ∈ L поставим в соответствие последовательность тригоно-
метрических многочленов

V
(r)
n,p̄ (f ;x) =

1

p1

n−1∑
k1=n−p1

1

p2

k1∑
k2=k1−p2+1

...
1

pr

kr−1∑
kr=kr−1−pr+1

Skr(f ;x), (1)

которые будем называть r-повторними суммами Валле Пуссена.
Задача приближения классов интегралов Пуассона имеет свою историю. В 1946

году С. М. Никольский [2] показал, что для верхних граней уклонений частичных
сумм Фурье, взятых по классам Cqβ,∞, имеет место асимптотическое равенство

E
(
Cqβ,∞;Sn

)
:= sup

f∈Cq
β,∞

||f(x)− Sn(f ;x)||C =
8qn

π2
K(q) +O(1)

qn

n
,

где

K(q) =

π
2∫

0

du√
1− q2 sin2 u

– полный эллиптический интеграл первого рода, величина O(1) не зависит от n. В
1980 году С. Б. Стечкин [3] показал, что остаточный член в этой формуле можно
записать в виде O(1) qn+1

(1−q)n , где величина O(1) равномерно ограничена по n и q.
Аналогичная задача для классов CqβHω была решена в 2001 году А. И. Степан-

цом. В работе [1] было показано, что при n → ∞ выполняется асимптотическое
равенство

E
(
CqβHω;Sn

)
:= sup

f∈Cq
βHω

||f(x)− Sn(f ;x)||C =

=
4qn

π2
K(q)θn(ω)

π/2∫
0

ω

(
2t

n

)
sin t dt+

O(1)qn

(1− q)2n
ω(1/n),

где θn(ω) ∈ [1/2; 1], причем θn(ω) = 1, если ω(t) – выпуклый модуль непрерывно-
сти.
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В работах [4, 5] для верхних граней уклонений сумм Валле Пуссена на классах
интегралов Пуасона получены формулы

E
(
CqβHω;Vn,p

)
=

2θn(ω)q
n−p+1

πp(1− q2)

π
2∫

0

ω

(
2t

n− p

)
sin tdt+

+
O(1)

p
ω

(
1

n− p

)(
qn−p+1

(n− p)(1− q)3
+

qn

(1− q)

)
, (2)

E
(
Cqβ,∞;Vn,p

)
=

4qn−p+1

πp(1− q2)
+

O(1)

p

(
qn−p+1

(n− p)(1− q)3
+

qn

(1− q)

)
.

А. С. Сердюком [6] также было показано, что имеет место более общий резуль-
тат, чем формула (2):

E
(
Cqβ,∞;Vn,p

)
=
qn−p+1

p

(
4

π2
Kq,p +O(1)

(
q

(n− p+ 1)(1− q)s

))
,

где в случае произвольного p = 1, 2, ..., n поведение константы Kq,p определяется
следующим соотношением, доказанным в [7]:

Kq,p = 2
1− q2p

1− q2
K(qp), s = s(p) =

{
1, p = 1,
3, p = 2, 3, ....

Исследование вопросов приближения классов функций Cqβ,∞ и CqβHω повтор-
ными суммами Валле Пуссена является есстественным продолжением изучения
аппроксимативных свойств метода суммирования Валле Пуссена. Асимптотиче-
ские формулы для верхних граней уклонений r-повторных сумм Валле Пуссена
при r = 2 на классах интегралов Пуассона получены в работах [8, 9]. Для клас-
сов CqβHω в случае произвольного r ∈ N подобная экстремальная задача решена в
работе [10].

В данной работе изучено асимптотическое поведение при n→ ∞ величины

E
(
Cqβ,∞;V

(r)
n,p̄

)
:= sup

f∈Cq
β,∞

||f(x)− V
(r)
n,p̄ (f ;x)||C .

2. Результаты.

Будем использовать схему исследования, предложенную в работе [1]. Сначала
найдем удобные интегральные представления величин

δ
(r)
n,p(f ;x) := f(x)− V

(r)
n,p̄ (f ;x).

Имеет место следующее утверждение.
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Теорема 1. Пусть q ∈ (0; 1), β ∈ R, r = {1; 2; ...; r}, p̄ = p̄(r) = {p1, p2, ..., pr} —

множество натуральных чисел таких, что
r∑

k=1

pk < n. Тогда для всякой функции

f ∈ Cqβ,∞ в каждой точке x ∈ [−π;π] справедливо равенство

δ
(r)
n,p(f ;x) =

1

π

π∫
−π

f qβ(x+ t)

(
σ
(r)
1 cos

βπ

2
− σ

(r)
2 sin

βπ

2

)
dt, (3)

где величины σ
(r)
1 = σ

(r)
1 (t, q, n), σ(r)2 = σ

(r)
2 (t, q, n) заданы соотношениями

σ
(r)
1 =

Z
2(r+1)
q (t)∏r
i=1 pi

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCνr+1q
n−Σα

p+r+ν cos(n− Σαp + r − ν)t, (4)

σ
(r)
2 =

Z
2(r+1)
q (t)∏r
i=1 pi

∑
α⊂r

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCνr+1q
n−Σα

p̄+r+ν sin(n− Σαp̄ + r − ν)t, (5)

Σαp̄ =
∑
j∈α

pj , |α| — количество элементов множества α ⊂ r,

Zq(x) =
1√

1− 2q cosx+ q2
, (6)

Ckn = n!
k!(n−k)! — коэффициенты биномиального разложения.

Доказательство. Применим метод математической индукции. В работе [4] по-
казано, что при r = 1 формула (3) справедлива. Пусть r ∈ N. Предположим,
что для r′ = {2, 3, ..., r + 1} и произвольного набора натуральных чисел p̄(r′) =

{p2, p3, ..., pr+1} таких, что
r+1∑
i=2

pi < k1, справедлива формула (3), в которой вели-
чины

σ
(r′)
1 (t, q, k1+1)=

Z
2(r+1)
q (t)∏r+1
i=2 pi

∑
α⊂r′

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCνr+1q
k1−Σα

p̄(r′)
+r+ν

cos(k1−Σα
p̄(r′)

+r−ν)t,

заданы формулой (4). Найдем выражение для δ(r+1)
k0,p̄(r+1)(f ;x) c набором чисел p̄(r+

1) = {p1} ∪ p̄(r′), для которого выполнены условия p1 ∈ N,
r+1∑
i=1

pi < k0. В силу

95



О. А. Новиков, О. Г. Ровенская, Ю. В. Козаченко

соотношения (1) имеем

δ
(r+1)
k0+1,p̄(r+1)(f ;x) = δ

(r+1)
k0+1,p1,p2,...,pr+1

(f ;x) =
1

p1

k0∑
k1=k0−p1+1

1

p2
×

×
k1∑

k2=k1−p2+1

1

p3

k2∑
k3=k2−p3+1

...
1

pr+1

kr∑
kr+1=kr−pr+1+1

(f(x)− Skr+1(f, x)) =

=
1

p1

k0∑
k1=k0−p1+1

(σ
(r′)
1 (t, q, k1 + 1) cos

βπ

2
− σ

(r′)
2 (t, q, k1 + 1) sin

βπ

2
).

Тогда

σ
(r+1)
1 (t, q, k0 + 1) =

1

p1

k0∑
k1=k0−p1+1

σ
(r′)
1 (t, q, k1 + 1) =

Z
2(r+1)
q (t)

p1
r+1∏
i=2

pi

×

×
k0∑

k1=k0−p1+1

∑
α⊂r′

r+1∑
ν=0

(−1)r−|α|+νCνr+1q
k1−Σα

p̄(r′)
+r+ν

cos(k1 − Σα
p̄(r′)

+ r − ν)t =

=
Z

2(r+1)
q (t)

2
r+1∏
i=1

pi

∑
α⊂r′

r+1∑
ν=0

((−1)r−|α|+νCνr+1q
2ν

k0∑
k=k0−p1+1

((qeit)
k−Σα

p̄(r′)
+r−ν

+(qe−it)
k−Σα

p̄(r′)
+r−ν

).

Применяя формулу суммы элементов бесконечной убывающей геометрической
прогрессии и полагая k̃ = k0 − Σα

p̄(r′)
+ r, получаем

k0∑
k=k0−p1+1

(
qeit
)k− ∑

j∈α
pj+r−ν

=
(
qeit
)k̃+1−ν

(
qe−it

)p1 − 1

1− qeit
.

Поэтому, выполняя элементарные преобразования, получаем

q2ν
k0∑

k=k0−p1+1

((
qeit
)k−Σα

p̄(r′)
+r−ν

+
(
qe−it

)k−Σα

p̄(r′)
+r−ν)

=
qk̃+1+ν

1− 2q cos t+ q2
qk̃+1−ν×

×
{
q−p1 cos (k̃ + 1− p1 − ν)t−q1−p1 cos (k̃ − p1 − ν)t−cos (k̃ + 1− ν)t+q cos (k̃ − ν)

}
.
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Таким образом,

σ
(r+1)
1 (t, q, k0 + 1) =

Z
2(r+2)
q (t)∏r+1
i=1 pi

∑
α⊂r′

(−1)r−|α|qk̃+1

[
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1×

× qν−p1 cos (k̃ + 1− p1 − ν)t−
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν+1−p1 cos (k̃ − p1 − ν)t−

−
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos (k̃ + 1− ν)t+

r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν+1 cos (k̃ − ν)

]
.

Выполняя преобразования, с учетом легко проверяемого равенства

Cνr+1 + Cν−1
r+1 = Cνr+2, (7)

получаем

r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos (k̃ + 1− p1 − ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν+1×

× cos (k̃ − p1 − ν)t = C0
r+1 cos (k̃ + 1− p1)t+

r+1∑
ν=1

(−1)νCνr+1q
ν×

× cos (k̃ + 1− p1 − ν)t+

r+1∑
ν=1

(−1)νCν−1
r+1 q

ν cos (k̃ − p1 − ν + 1)t+

+ (−1)r+2Cr+1
r+1q

r+2 cos (k̃ − p1 − r − 1)t = C0
r+1 cos (k̃ + 1− p1)t+

+
r+1∑
ν=1

[Cνr+1 + Cν−1
r+1 ](−1)νqν cos (k̃ + 1− p1 − ν)t+

+ (−1)r+2Cr+1
r+1q

r+2 cos (k̃ − p1 − r − 1)t =

= C0
r+2 cos (k̃ + 1− p1)t+

r+1∑
ν=1

Cνr+2(−1)νqν cos (k̃ + 1− p1 − ν)t+

+ (−1)r+2Cr+2
r+2q

r+2 cos (k̃ + 1− p1 − (r + 2))t =

=
r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νqν cos (k̃ + 1− p1 − ν)t.

Аналогично
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos (k̃ + 1− ν)t−

r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν+1 cos (k̃ − ν)t =

=

r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νqν cos (k̃ + 1− ν)t.
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Таким образом, полагая α′ = α ∪ {1} и имея в виду, что r + 1 = r′ ∪ {1},
получаем

∑
α⊂r′

(−1)r−|α|qk̃+1

[
r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νqν−p1 cos (k̃ + 1− p1 − ν)t−

−
r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νqν cos (k̃ + 1− ν)t

]
=
∑
α⊂r′

(−1)r−|α|×

×

[
r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νq
k0−Σα

p̄(r′)
+r+1−p1+ν

cos (k0 − Σα
p̄(r′)

+ r + 2− p1 − ν)t−

−
r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νq
k0−Σα

p̄(r′)
+r+1+ν

cos (k0 − Σα
p̄(r′)

+ r + 2− ν)t

]
=

=
∑

α′⊂r+1

(−1)r+1−|α′|
r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νq
k0−Σα′

p̄()r+1
+(r+1)+ν×

× cos (k0 − Σ
α∪{1}
p̄(r+1)

+ (r + 1) + 1− ν)t+
∑

α⊂r+1,1/∈α

(−1)r+1−|α|×

×
r+2∑
ν=0

Cνr+2(−1)νq
k0−Σα

p̄(r′)
+r+1+ν

cos (k0 − Σα
p̄(r′)

+ 1 + (r + 1)− ν)t

]
.

Так как для множеств A = {pi, i ∈ α ⊂ r + 1, 1 ∈ α}, B = {pi, i ∈ α ⊂ r + 1, 1 /∈
α}, C = {pi, i ∈ α ⊂ r + 1} выполняется A ∪B = C, то окончательно получаем

σ
(r+1)
1 (t, q, k0 + 1) =

Z
2((r+1)+1)
q (t)

r+1∏
i=1

pi

∑
α⊂r+1

(r+1)+1∑
ν=0

(−1)(r+1)−|α|+ν×

× Cν(r+1)+1q
n−Σα

p̄(r+1)
+(r+1)+ν

cos(n− Σα
p̄(r+1)

+ (r + 1)− ν)t.

Это значит, что из справедливости выражения (5) для величины σ
(m)
1 дляm = r

вытекает его справедливость для m = r+1. Поэтому по индукции для всякого r ∈
N справедливо соотношение (5) для величины σ

(r)
1 (t; q;n). Аналогично проверяется

справедливость соотношения (5) для величины σ
(r)
2 (t; q;n). Таким образом, имеет

место формула (3). Теорема доказана. �

Теорема 2. Пусть q ∈ (0; 1), β ∈ R,
r∑

k=1

pk := Σp̄ < n. Тогда при n − Σp → ∞
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справедлива асимптотическая формула

E
(
Cqβ,∞;V

(r)
n,p̄

)
=

4qn−Σp̄+r

π2
∏r
i=1 pi

π∫
0

Zr+1
q (x)dx+

O(1)qn−Σp̄∏r
i=1 pi

(
(n− Σp̄)

−1

(1− q)r+2
+

∑r
j=1 q

pj

(1− q)r+1

)
,

(8)
где величина Zq(x) задана соотношением (6).

Доказательство. На основании теоремы 1, имеем

δ
(r)
n,p(f ;x) =

1

π
r∏
i=1

pi

π∫
−π

f qβ(x+ t)

(1− 2q cos t+ q2)r+1

∑
α⊂r

(−1)(r−|α|)qn−Σα
p̄+r×

×

[
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos νt cos

(
(n− Σαp̄ + r)t+

βπ

2

)
+

+
r+1∑
ν=1

(−1)νCνr+1q
ν sin νt sin

(
(n− Σαp̄ + r)t+

βπ

2

)]
. (9)

Введем обозначения

bq,βm (t) =

r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos νt

(1− 2q cos t+ q2)r+1
cos(mt+

βπ

2
) +

r+1∑
ν=1

(−1)νCνr+1q
ν sin νt

(1− 2q cos t+ q2)r+1
sin(mt+

βπ

2
).

(10)
Тогда на основании (9) получаем

δ(r)n,p(f, x) =
qn−Σp+r

π
∏r
i=1 pi

π∫
−π

f qβ(x+ t)bq,βn−Σp̄+r
(t)dt+

+O(1)
1

π
∏r
i=1 pi

( ∑
α⊂r,α ̸=r

qn−Σα
p̄+r

π∫
−π

|f qβ(x+ t)bq,βn−Σα
p̄+r

(t)|dt
)
. (11)

Изучим функцию bq,βm (t). Применяя формулы Эйлера, получаем(
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos νt

)2

+

(
r+1∑
ν=1

(−1)νCνr+1q
ν sin νt

)2

= (1−2q cos t+ q2)r+1. (12)

Обозначим ξ(t) = arctg q sin t
1−q cos t . Применяя метод математической индукции

несложно показать, что для всякого n ∈ N

arctg

(
−
∑n

ν=1(−1)νCνnq
ν sin νt∑n

ν=0(−1)νCνnq
ν cos νt

)
= nξ(t). (13)
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Поэтому

bq,βm (t) =

√
(1− 2q cos t+ q2)r+1

(1− 2q cos t+ q2)r+1
sin(mt+

βπ

2
+ (r + 1)ξ(t)) =

= Zr+1
q (t) sin(mt+

βπ

2
+ (r + 1)ξ(t)).

Найдем нули функции sin(mt + βπ
2 + (r + 1)ξ(t)). Для этого изучим свойства

функции ξ(t). Поскольку 1−2q cos t+q2 > 0, то функция bq,βm (t) обращается в нуль
на промежутке (0;π) с изменением знака в точках tk, удовлетворяющих условию

mtk +
βπ

2
+ (r + 1)ξ(tk) = kπ, k = 1, 2, ...m− 1. (14)

Так как ξ′(t) = (−q2+ q cos t)Z2
q (t), то на промежутке (0;π) функция ξ(t) имеет

максимум в точке t = arccosq. Поэтому для всякого t ∈ (0;π) выполняется

0 ≤ ξ(t) ≤ arctg
q√

1− q2

и для всякого k = 1, 2, ...,m− 1 выполняется

|ξ(tk+1)− ξ(tk)| ≤ 2arctg
q√

1− q2
< π.

Следовательно,

|tk+1 − tk| =
∣∣∣∣ πm − (r + 1)

ξ(tk+1)− ξ(tk)

m

∣∣∣∣ ≤ (r + 2)π

m
. (15)

С другой стороны, для всякого k = 1, 2, ...,m − 1 существует ck ∈ (tk; tk+1)
такая, что ξ(tk+1) − ξ(tk) = ξ′(ck)(tk+1 − tk). Так как ξ′′(t) = (q3 − q)Z4

q (t) sin t, то
для всякого t ∈ (0;π) выполняется

−q
1 + q

= ξ(π) ≤ ξ′(t) ≤ ξ′(0) =
q

1− q

и для всякого k = 1, 2, ...,m− 1

|ξ(tk+1)− ξ(tk)| ≤
q

1− q
|tk+1 − tk|. (16)

В силу соотношений (14) и (16), для достаточно больших m имеет место нера-
венство

tk+1 − tk ≥
π

m
− r + 1

m
|ξ(tk+1)− ξ(tk)| ≥

π

m
− 2(r + 1)(r + 2)πq

m2(1− q)
≥ π

2m
.
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Поэтому при достаточно больших m набор чисел tk монотонно возрастает и
количество промежутков, на которых функция bq,βm,1(t),
t ∈ (0;π), изменяет знак ≤ 2m.

Учитывая (16), получаем

|(tk+2 − tk+1)− (tk+1 − tk)| ≤ (r + 1)
|ξ(tk+2)− ξ(tk+1)|+ |ξ(tk+1)− ξ(tk)|

m
≤

≤ 2(r + 1)(r + 2)πq

m2(1− q)
.

Функция bq,βm (t) на промежутках [tk; tk+1]; [tk+1; tk+2] сохраняет знаки, причем,
справа и слева от tk+1 эти знаки различные.

Поэтому, функцию signbq,βm (t) на отрезке [tk; tk+2] можно изменить на множе-
стве, мера которого ≤ 2(r+1)(r+2)πq

(1−q)m2 , так, что полученная функция bq,βm,1(t) будет
обладать свойством:

tk+2∫
tk

bq,βm,1(t)dt = 0.

Выполнив аналогичные рассуждения для промежутка (−π; 0), видим, что су-
ществует функция bq,βm,1(t), построенная на (−π;π), которая обладает свойством

π∫
−π

bq,βm,1(t)dt = 0

и отличается от signbq,βm (t) на множестве, мера которого не превосходит величину
8(r+1)(r+2)πq

m(1−q) .
Таким образом,

π∫
−π

∣∣bq,βm (t)
∣∣dt = π∫

−π

bq,βm (t)sign
(
bq,βm (t)

)
dt =

π∫
−π

bq,βm (t)

[
bq,βm,1(t) +O(1)

q

m(1− q)

]
dt

и, учитывая, что

|bq,βm (t)| =
| cos(mt+ βπ

2 + (r + 1)ξ(t))|
(1− 2q cos t+ q2)

r+1
2

≤ 1

(1− q)r+1
,

находим
π∫

−π

∣∣bq,βm (t)
∣∣dt = π∫

−π

bq,βm (t)bq,βm,1(t) +O(1)
q

m(1− q)r+2
dt.
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Принимая во внимание, что bq,βm,1(t) ∈ S0
M , заключаем

π∫
−π

|bq,βn−Σp+r
(t)|dt ≥ sup

f∈Cq
β,∞

( π∫
−π

|f qβ(x+ t)bq,βn−Σp+r
(t)|dt

)
≥

≥
π∫

−π

bq,βn−Σp+r
(t)bq,βn−Σp+r,1

(t)dt =

π∫
−π

|bq,βn−Σp+r
(t)|dt+ O(1)(n− Σp)

−1

(1− q)r+2
.

Поэтому получаем

sup
f∈Cq

β,∞

(
qn−Σp+r

π
r∏
i=1

pi

π∫
−π

f qβ(x+ t)bq,βn−Σp+r
(t)dt

)

=
qn−Σp+r

π
r∏
i=1

pi

( π∫
−π

|bq,βn−Σp+r
(t)|dt+O(1)

(n− Σp)
−1

(1− q)r+2

)
.

Таким образом, на основании соотношения (11) при pi ∈ N, i = 1, 2, ..., r,
r∑
i=1

pi <

n, получаем

E
(
Cqβ,∞;V

(r)
n,p̄

)
=
qn−Σp̄+r

π
r∏
i=1

pi

π∫
−π

|bq,βn−Σp̄+r
(t)|dt+

+
O(1)
r∏
i=1

pi

(
qn−Σp

(n− Σp̄)(1− q)r+2
+

∑
α⊂r,α ̸=r

qn−Σα
p̄

π∫
−π

|bq,βn−Σα
p̄+r

(t)|dt
)
. (17)

Для m = n−Σαp̄ +r вычислим интеграл Jm =
π∫

−π
|bq,βm (t)|dt. В силу соотношения

(10) имеем

bq,βm (t) =

r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos

(
(m− ν)t+

βπ

2

)
Z2(r+1)
q (t).

Следовательно,
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Jm =

2π∫
0

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos

(
(m− ν)t+

βπ

2

)
Z2(r+1)
q (t)

∣∣∣∣∣ =
=

1

m

m−1∑
k=0

(2k+1)π∫
2kπ

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos

((
1− ν

m

)
t+

βπ

2

)
×

× Z2(r+1)
q

(
t

m

)∣∣∣∣ dt = 1

2π

2π∫
0

m−1∑
k=0

2π

m

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν ×

× cos

(
t− ν(t+ 2kπ)

m
+
βπ

2

)
Z2(r+1)
q

(
t+ 2kπ

m

)∣∣∣∣ dt. (18)

При фиксированных t, β, q, m положим

F (x) =

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−q)νCνr+1 cos

(
t− ν

(
t

m
+ x

)
+
βπ

2

)
Z2r+2
q

(
t

m
+ x

)∣∣∣∣∣ .
Легко заметить, что под знаком интеграла в соотношении (18) стоит инте-

гральная сумма, составленная для функции F (x), которая соответствует разбие-
нию xk =

2kπ
m , ∆xk =

2π
m , k = 0, 1, ...,m− 1, отрезка [0; 2π].

Имеет место оценка∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

F (x)dx−
m−1∑
k=0

F (xk)
2π

m

∣∣∣∣∣∣ ≤
m−1∑
k=0

xk+1∫
xk

|F (x)− F (xk)|dx ≤ 2πω

(
F ;

2π

m

)
,

где ω(F ; t) — модуль непрерывности функции F (x). Производная F ′(x) существу-
ет и ограничена всюду, за исключением точек, где F (x) = 0. Поэтому функция
F (x) принадлежит классу KH1, где K — постоянная, которую можно выбрать
независящей ни от t, ни от β, ни от m. Поэтому∣∣∣∣∣∣

2π∫
0

F (x)dx−
m−1∑
k=0

F (xk)
2π

m

∣∣∣∣∣∣ < (2π)2
K

m
.

Таким образом,

Jm=
1

2π

2π∫
0

2π∫
0

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos((t− ν(

t

m
+ x)) +

βπ

2
)Z2r+2

q

(
t

m
+ x

)∣∣∣∣∣ dxdt+O( 1m).
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Переходя к новым переменным, и учитывая 2π-периодичность подинтегральной
функции, имеем

Jm=
1

π

π∫
0

2π∫
0

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos(t− νx)Z2r+2

q (x)

∣∣∣∣∣ dtdx+O
( 1
m

)
.

Применяя соотношения (12) и (13) получаем при каждом фиксированном x ∈
(0; 2π)

r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos(t− νx) = Z−(r+1)

q (x) sin(t+ (r + 1)ξ(x)).

Поэтому функция
r+1∑
ν=0

(−1)νCνr+1q
ν cos(t − νx), как функция переменной t, при

фиксированном x ∈ (0; 2π) обращается в нуль с переменой знака в точках вида
t0 + kπ, k = 0,±1,±2, ..., где t0 = (r+1)ξ(x). Поэтому, принимая во внимание, что

cos t0 = −
r+1∑
ν=1

(−q)νCνr+1 sinx

Zr+1
q (x)

, sin t0 =

r+1∑
ν=0

(−q)νCνr+1 cosx

Zr+1
q (x)

,

на основании (12) для всякого x ∈ (0; 2π) находим

2π∫
0

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−q)νCνr+1 cos(t− νx)

∣∣∣∣∣ dt =
∣∣∣∣
t0+π∫
t0

r+1∑
ν=0

(−q)νCνr+1 cos(t− νx)dt−

−
t0+2π∫
t0+π

r+1∑
ν=0

(−q)νCνr+1 cos(t− νx)dt

∣∣∣∣ = 4

∣∣∣∣∣
r+1∑
ν=0

(−q)νCνr+1 sin(t0 − νx)

∣∣∣∣∣ =
= 4

[( r+1∑
ν=0

(−q)νCνr+1

Zr+1
q (x)

cos νx

)2

+

( r+1∑
ν=1

(−q)νCνr+1

Zr+1
q (x)

sin νx

)2
]
= 4Zr+1

q (x).

Следовательно,

Jm =
4

π

π∫
0

Zr+1
q (x)dx+O

(
1

m

)
.

Так как для r ∈ N
π∫

0

dt(√
1− 2q cos t+ q2

)r+1 =

{
O(1) 1

(1−q)r+1 , r ≥ 2;
O(1) 1

(1−q) , r = 1, (19)

то для m = n−
∑
j∈α

pj + r и α ⊂ r, α ̸= r имеем

qn−Σα
p̄

π∫
−π

|bq,βn−Σα
p̄+r

(t)|dt = O(1)

(
qn−Σα

p̄

(1− q)r+1
+

qn−Σα
p̄

n−
∑
j∈α

pj

)
.
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Имея в виду соотношение (17), получаем

E
(
Cqβ,∞;V (r)

n,p

)
=

4qn−Σp̄+r

π2
∏r
i=1 pi

π∫
0

Zr+1
q (x)dx+

O(1)qn−Σp̄∏r
i=1 pi

(
(n− Σp̄)

−1

(1− q)r+2
+

∑r
j=1 q

pj

(1− q)r+1

)
.

Теорема доказана. �
В случае нечетного r существует возможность вычислить интеграл в главном

члене равенства (11) при помощи следующего утверждения.

Теорема 3. Для всякого ν ∈ N

π∫
0

dx

(1 + q2 − 2q cosx)ν
=

π

(1− q2)2ν−1

ν−1∑
k=0

(
Ckν−1

)2
q2k,

где Cpk = p!
(p−k)!k! – биномиальные коэффициенты.

Доказательство. Используя универсальную тригонометрическую подстановку
и методы интегрирования рациональных функций, получаем

Jν :=

π∫
0

dt

(1 + q2 − 2q cos t)ν
=

π

22(ν−1)(1− q)2ν−1(1 + q)

ν−1∑
k=0

Ck2kC
(ν−k−1)
2(ν−k−1)

(
1− q

1 + q

)2k

.

(20)
Далее применим соотношение (1.2.7.38) работы [11]

n∑
k=0

Ck2kC
(n−k)
2(n−k)x

2k = 22nxnPn

(
1

2
(x+ 1/x)

)
,

где Pn(z) — полином Лежандра. Тогда

ν−1∑
k=0

Ck2kC
(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q

1 + q

)2k

= 22(ν−1)

(
1− q

1 + q

)ν−1

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
. (21)

На основании соотношения (1.2.7.6) работы [11]

(1− y)nPn

(
1 + y

1− y

)
=

n∑
k=0

(Ckn)
2yk.

Поэтому для y = q2, n = ν − 1 имеем

Pν−1

(
1 + q2

1− q2

)
=

1

(1− q2)ν−1

ν−1∑
k=0

(Ckν−1)
2q2k.
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Тогда, на основании соотношения (21)

ν−1∑
k=0

Ck2kC
(ν−1−k)
2(ν−1−k)

(
1− q

1 + q

)2k

=
22(ν−1)

(1 + q)2(ν−1)

ν−1∑
k=0

(
Ckν−1

)2
q2k.

Объединяя это соотношение с (20), получаем утверждение теоремы. �
Выводы

Асимптотическая формула (11) обеспечивает решение известной задачи Колмо-
горова–Никольского, если кроме n−Σp → ∞ выполняются условия pi → ∞, ∀i ∈ r.
При r = 1 в качестве следствия из теорем 2 и 3 с учетом (19) получаем соотношение
(2) для верхних граней отклонений обычных сумм Валле Пуссена Vn,p(f ;x) на
классе Cqβ,∞.

Если сравнивать обычные суммы Валле Пуссена и повторные при выполнении

естественного условия p =
r∑
i=1

pi, то несложно заметить, что повторные суммы

Валле Пуссена на классе Cqβ,∞ обеспечивают более высокий (при n→ ∞) порядок
приближения, чем обычные суммы Валле Пуссена. Имея в виду формулы (2) и (3)
в случае pi = p

r видим, что порядок приближения повторными суммами V (r)
n,p (f ;x)

составляет qn−p+r

pr , что в pr−1 раз лучше, чем порядок приближения соответству-
ющими суммами Валле Пуссена Vn,p(f ;x).
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O. O. Novikov, O. G. Rovenska, Yu. V. Kozachenko
Approximation of Poisson integrals by linear methods.

The work concerns the questions of approximation of periodic differentiable functions of high smoothness
by repeated arithmetic means of Fourier sums. One of the classifications of periodic functions nowadays
is the classification suggested by A. Stepanets. The given classification allows to distinguish all classes
of summable periodic functions from the functions where the Fourier series can deviate to infinitely
differentiable functions including analytical and entire ones. When choosing the parameters properly,
Stepanets classes exactly coincide with the well-known classes of Vail differentiable functions, Sobolev
classes and classes of convolutions with integral kernels. Asymptotic equalities are found for upper
bounds of deviations in the uniform metric of the repeated de la Vallee Poussin sums on the classes
of periodic functions which are generated by multiplicators and shifts on argument provided that
sequences which define the specified classes tend to zero with the rate of geometrical progression. In
doing so these classes consist of analytic functions which can be regularly extended in the corresponding
strip. Under certain conditions, these equalities guarantee the solvability of the Kolmogorov–Nikol’skiy
problem for the repeated de la Vallee Poussin sums and classes of Poisson integrals. We indicate
conditions under which the repeated sums guarantee a better order of approximation than ordinary
de la Vallee Poussin sums.

Keywords: Poisson integrals, de la Vallee Poussin sums, asymptotic equality.

О. О. Новiков, О. Г. Ровенська, Ю. В. Козаченко
Наближення iнтегралiв Пуассона лiнiйними методами.

Робота стосується питань наближення перiодичних диференцiйовних функцiй високої гладко-
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стi повторними середнiми арифметичними сум Фур’є. Однiєю з найбiльш загальних класифiка-
цiй перiодичних функцiй є класифiкацiя, запропонована О. I. Степанцем. Ця класифiкацiя доз-
воляє єдиним чином класифiкувати сумовнi перiодичнi функцiї, починаючи вiд функцiй, ряд
Фур’є яких може навiть розходитися, та до нескiнченно диференцiйовних функцiй, включаючи
аналiтичнi та цiлi. За належного вибору параметрiв, класи Степанця збiгаються з вiдомими кла-
сами Вейля, класами Соболєва i класами згорток з фiксованими ядрами. Знайдено асимптотичнi
формули для точних верхнiх меж вiдхилень у рiвномiрнiй метрицi тригонометричних полiномiв,
що породжуються повторним застосуваням методу пiдсумування Валле Пуссена, на класах перiо-
дичних функцiй, якi задаються мультиплiкаторами i зсувами за аргументом за умови, що послi-
довностi, що визначають вказанi класи, прямують до нуля зi швидкiстю геометричної прогресiї
(в цьому випадку функцiї з цих класiв дозволяють регулярне подовження у вiдповiдну смугу
комплексної площини).В деяких випадках цi рiвностi гарантують розв’язок задачi Колмогорова–
Нiкольського для повторних сум Валле Пуссена i класiв iнтегралiв Пуассона. Вказано умови,
за яких повторнi суми Валле Пуссена забезпечують кращий порядок наближення, нiж звичайнi
суми Валле Пуссена.

Ключовi слова: iнтеграли Пуассона, суми Валле Пуссена, асимптотична формула.
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ДЕЯКI ЗАУВАЖЕННЯ ПРО СИСТЕМИ КУЛЬ,
ЯКI СТВОРЮЮТЬ ТIНЬ В ТОЧЦI

В данiй роботi розглядаються задачi, пов’язанi з вiдшуканням мiнiмального числа системи куль,
якi створюють тiнь у фiксованiй точцi багатовимiрного евклiдового простору Rn. Тут вираз “набiр
куль створює тiнь в точцi” означає, що кожна пряма, яка проходить через задану точку, пере-
тинає хоча б одну кулю з набору. В роботi встановлено новi властивостi системи неперетинних
куль з центрами на сферi, що створюють тiнь в довiльнiй фiксованiй точцi внутрiшностi сфери
у просторi R3. А також, побудовано систему з n + 1 неперетинних куль з рiвними радiусами у
просторi Rn, n ≥ 3, якi створюють тiнь у фiксованiй точцi простору.
MSC: 32F17, 52A30.
Ключовi слова: задача про тiнь, система куль, сфера, елiпсоїд обертання, область, багато-
вимiрний дiйсний евклiдовий простiр.

1. Вступ.

У 1982 роцi Г. Худайбергановим [1] була поставлена задача про тiнь.
Нехай x фiксована точка у багатовимiрному дiйсному евклiдовому просторi

Rn. Скажемо, що кулi {Bi : i ∈ N} в Rn, якi не мiстять x, створюють в цiй точцi
тiнь, якщо довiльна пряма, що проходить через точку x, перетинає хоча б одну
кулю з набору. Тодi задача про тiнь може бути сформульована наступним чином:
знайти мiнiмальне число вiдкритих (замкнених) та попарно неперетинних куль
у просторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiусами меншими радiуса сфери,
якi не мiстять центр сфери та створюють в ньому тiнь.

Задачу про тiнь в такому формулюваннi будемо називати класичною. Тут i
надалi, пiд сферою Sn−1 будемо розумiти множину всiх точок простору Rn, якi
знаходяться на однаковiй вiдстанi вiд деякої фiксованої точки простору [2].

Класична задача про тiнь була розв’язана Г. Худайбергановим при n = 2: було
показано, що для кола на площинi достатньо двох кругiв [1]. Там же було зроблено
припущення про те, що i для випадку при n > 2 мiнiмальне число таких куль рiвне
n. Вона також цiкава з точки зору опуклого аналiзу тим, що є частковим випад-
ком питання про належнiсть точки узагальнено опуклiй оболонцi сiм’ї компактних
множин [3].

В [3] Ю. Зелiнський довiв, що для n = 3 трьох куль не достатньо, разом з тим,
чотири кулi вже будуть створювати тiнь в центрi сфери. Там же встановлено,
що для загального випадку у просторi Rn, для довiльного n ≥ 3, мiнiмальною
кiлькiстю є n+1 куля. Таким чином, класична задача про тiнь повнiстю розв’язана.

Розглянемо наступнi задачi, близькi до класичної задачi про тiнь.

Задача 1. Знайти мiнiмальне число вiдкритих (замкнених) та попарно непе-
ретинних куль у просторi Rn з центрами на сферi Sn−1 та радiусами меншими
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радiуса сфери, якi не мiстять фiксовану точку всерединi сфери та створюють в
цiй точцi тiнь.

Задача 2. [4] Знайти мiнiмальне число вiдкритих (замкнених) та попарно
неперетинних куль з рiвними радiусами у просторi Rn, якi не мiстять фiксовану
точку простору та створюють в цiй точцi тiнь.

В данiй роботi доводяться двi теореми, якi частково розв’язують посталенi
задачi.

Теорема 1. Нехай S2(r) сфера з центром в нулi та радiусрм r у просторi R3.
Позначимо через n(x) найменше число вiдкритих куль, що не перетинаються,
з центрами на сферi S2(r) i таких, що не мiстять фiксовану точку x ∈ R3 та
створюють в цiй точцi тiнь. Тодi n(x) = 3, для кожної точки x ∈ R3 такої, що
0 ≤ |x| ≤ 7

9r.

Теорема 2. Нехай n(x) найменше число вiдкритих (замкнених) та попарно
неперетинних куль з однаковими радiусами i таких, що не мiстять фiксовану
точку x ∈ Rn, n ≥ 3, та створюють в цiй точцi тiнь. Тодi n(x) ≤ n+ 1.

В [5, 6, 8] зроблено огляд цiлої низки результатiв, аналогiчних до класичної
задачi про тiнь, та їх узагальнень, отриманих Ю. Б. Зелiнським та його учнями.

У наступному роздiлi зроблено огляд тих результатiв, якi також частково да-
ють розв’язок задач 1, 2, та тих, якi розв’язують деякi iншi задачi про тiнь. Цi
результати будуть сформульованi як леми, оскiльки в межах даної роботи вони є
допомiжними та використовуються для доведення теорем 1, 2.

2. Допомiжнi результати.

Наступний приклад дає один iз способiв побудови системи з n+1 кулi iз задачi
1, якi створюють тiнь в центрi сфери.

Приклад 1. [3] Якщо у сферу вписати правильний n-вимiрний симплекс (див.
[2]) та розмiстити у його вершинах замкненi кулi з радiусами, величини яких дорiв-
нюють половинi довжини ребра симплекса, то ця система куль створить тiнь в
центрi сфери. Однак, кулi будуть попарно дотикатись одна одної, що протирiчить
умовi задачi 1. Нехай a — половина довжини ребра симплекса. Для досить малого
ε > 0 розглянемо систему куль, що складається з n+1 кулi, величини раiусiв яких,
вiдповiдно, дорiвнюють a+ε, a−ε/2, a−ε/22, a−ε/23, . . ., a−ε/2n. Розмiстимо цi
кулi так, щоб вони дотикались одна одної, а їх центри утворювали симплекс, який,
очевидно, незначно вiдрiзняється вiд правильного. Тодi через центри цих куль про-
ходить єдина сфера, в центрi якої вiдкритi кулi з тими ж радiусами створюють
тiнь. Якщо вихiднi замкненi кулi трiшки зменшити, то, в силу неперервностi, такi
кулi також будуть створювати тiнь в центрi сфери.

У [7, 8] розглядаються задачi про тiнь для куль у просторах R2, R3 з центрами,
розташованими на iнших поверхнях.
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Лемма 1. [7] Нехай задано видовжений елiпсоїд обертання з великою пiввiс-
сю b та малою a i нехай n(x0) найменше число попарно неперетинних вiдкритих
куль, з центрами на заданому елiпсоїдi, якi не мiстять його центр x0 та ство-
рюють в x0 тiнь. Тодi,

1) n(x0) = 3, якщо b/a > 2
√
2;

2) n(x0) > 3, якщо b/a ≤ 2
√
2.

Наступна лема дає розв’язок задачi про тiнь для кругiв з центрами, розмiщени-
ми на довiльнiй замкненiй кривiй на площинi, а також оцiнку зверху мiнiмального
числа куль, що створюють тiнь в точцi, з центрами на довiльнiй замкненiй поверхнi
у просторi R3.

Лемма 2. [8] Нехай задано деяку обмежену область D ⊂ R3
(
D ⊂ R2

)
i нехай

n(x) найменше число попарно неперетинних вiдкритих чи замкнених куль, з цен-
трами на ∂D, якi не мiстять фiксовану точку x ∈ D та створюють в точцi x
тiнь. Тодi n(x) ≤ 4 (n(x) = 2).

Для її доведення застосовується наступна лема, яка в данiй роботi буде вико-
ристана також.

Лемма 3. [8] Нехай задано двi вiдкритi (замкненi) кулi {Bi = B(ri)}, i = 1, 2,
у просторi Rn, якi не перетинаються, з центрами на сферi Sn−1(r) та радiусами
r2 ≤ r1 < r. Тодi кожна куля, гомотетична кулi B2 вiдносно центра сфери, з
коефiцiєнтом гомотетiї k2, не перетинає кожну кулю, гомотетичну кулi B1

вiдносно центра сфери, з коефiцiєнтом гомотетiї k1, якщо k2 ≥ k1.

В [9] розглядається задача про тiнь для деякого набору куль з вiльно розташо-
ваними центрами. Наступна лема дає оцiнку знизу для числа неперетинних куль
у просторi Rn, якi не мiстять фiксовану точку простору та створюють в нiй тiнь.

Лемма 4. [9] Нехай n(x) найменше число вiдкритих (замкнених) та попарно
неперетинних куль, якi не мiстять фiксовану точку x ∈ Rn, n ≥ 2, та створю-
ють в цiй точцi тiнь. Тодi n(x) = n.

В [4] ставиться задача про тiнь для набору куль з вiльно розташованими цен-
трами, але з рiвними радiусами i будується приклад з чотирьох вiдкритих (замкне-
них) та попарно неперетинних куль {Bi}, i = 1, 4, однакового радiуса у просторi
R3, якi створюють тiнь у фiксованiй точцi x ∈ R3 \∪iBi. Таким чином встановлена
наступна

Лемма 5. [4] Нехай n(x) найменше число вiдкритих (замкнених) та попарно
неперетинних куль з однаковими радiусами i таких, що не мiстять фiксовану
точку x ∈ R3 та створюють в цiй точцi тiнь. Тодi n(x) ≤ 4.

Неважко показати (в тому числi способом, запропонованим у доведеннi теореми
2, що для випадку простору R2, мiнiмальною кiлькiстю є двi кулi. В роботi [10]
доведено, що нiякi три попарно неперетиннi, замкненi (вiдкритi) кулi з рiвними
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радiусами у просторi R3 не створюють тiнь у фiксованiй точцi простору по-за
кулями. Таким чином, встановлено, що чотири є мiнiмальною кiлькiстю вказаних
куль у просторi R3.

3. Доведення теорем 1 та 2.

У наступному прикладi запропоновано один iз способiв побудови системи з
трьох вiдкритих куль, центри яких розташовано на видовженому елiпсоїдi обер-
тання з вiдношенням великої пiвосi до малої b/a > 2

√
2, i таких, що створюють

тiнь в центрi елiпсоїда.

Приклад 2. Спочатку розглянемо елiпсоїд з вiдношенням b/a = 2
√
2 та набiр

вiдкритих куль Bi, i = 1, 3, заданих наступним чином.
Якщо центр першої кулi B1 з радiусом, рiвним малiй пiвосi a, розмiстити в

основi цiєї пiвосi, тодi вiдкритою залишиться тiльки площина Σ, дотична до кулi
B1 в центрi елiпсоїда. Розглянемо кулi, дотичнi до першої та з центрами на лiнiї
обертання малої пiвосi. Неважко показати, що, якщо центр такої кулi прямує до
точки, дiаметрально протилежної до центу кулi B1, тодi кут, який ця куля закриває
для прямих, що проходять через центр елiпсоїда в площинi Σ, прямує до свого
максимального значення π/2. Третя куля B3, дотична до першої B1 та з центром
в основi великої пiвосi b = 2

√
2a, також закриває кут

φ = 2arcsin

(√
a2 + (b)2 − a

b

)
= π/2.

Рис. 1
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Далi розглянемо елiпсоїд, центр та мала пiввiсь якого спiвпадають з центром
та малою пiввiссю попереднього елiпсоїда, а велика пiввiсь b′ > b. Для таких елiп-
соїдiв побудуємо систему вiдкритих куль B′

i, i = 1, 3, наступним чином.

B′
1 ≡ B1.

Куля B′
3 дотикається до кулi B′

1, а її центр знаходиться в основi великої пiвосi
b′. Тодi B′

3 закриває кут φ(b′) для прямих, що проходять через центр елiпсоїда в
площинi Σ, такий що

sin
φ(b′)

2
=

√
a2 + (b′)2 − a

b′
.

Оскiльки

d(sinφ(b′)/2)

db′
=

1√
a2 + (b′)2

−
√
a2 + (b′)2 − a

(b′)2
=

=
1√

a2 + (b′)2
−

(√
a2 + (b′)2 − a

)(√
a2 + (b′)2 + a

)
(b′)2

(√
a2 + (b′)2 + a

) =

=
1√

a2 + (b′)2
− 1√

a2 + (b′)2 + a
> 0

i φ(b) = π/2, тодi φ(b′) > π/2 для b′ > b.
Нарештi, центр кулi B′

2, яка дотикається до B′
1, розмiстимо на лiнiї обертання

малої пiвосi так, щоб кут, який вона закриває в площинi Σ був бiльший π−φ(b′).

Доведення теореми 1. Зафiксуємо точку x внутрiшностi сфери S2(x0, r)
на вiдстанi h > (7/9)r вiд її центра x0, рис. 2. Побудуємо видовжений елiпсоїд
обертання з центром в точцi x, великою пiввiссю b = h+ r, розмiщеною на прямiй,
що проходить через точку x i центр сфери x0, та малою пiввiссю a =

√
r2 − h2.

Тодi неважко переконатись в тому, що для такого елiпсоїда вiдношення b/a > 2
√
2.

Система iз трьох куль, розмiщених в точках перетину сфери з елiпсоїдом так, як це
зроблено в прикладi 2, є шуканою, оскiльки, за лемою 4, не можливо побудувати
систему куль, з кiлькiстю менше трьох куль, якi створюють тiнь в довiльнiй точцi
сфери. �

Для центра сфери задача про тiнь розв’язана в [3]. Для решти точок всере-
динi сфери n(x) ≤ 4 за лемою 2. Питання про те, чи для таких точок n(x) = 4,
залишається вiдкритим.

Доведення теореми 2. Зафiксуємо деяку точку x ∈ Rn, 2 < n < ∞, та
побудуємо систему з n + 1 кулi {Bi = B(ri)}, i = 1, . . . , n + 1, з радiусами ri,
як у прикладi 1, розмiщенi на сферi з центром в точцi x. Нехай, без обмеження
загальностi, r1 > . . . > ri > ri+1 > . . . > rn+1.
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Рис. 2

До кожної кулi Bi застосуємо, вiдповiдно, гомотетiю з коефiцiєнтом ki = r1/ri.
Тодi kn+1 > . . . > ki+1 > ki > . . . > k1 i отримана система складається з куль одна-
кового радiуса, рiвного r1. За лемою 3, отриманi кулi попарно не перетинаються i,
за побудовою, не мiстять точку x та створюють в нiй тiнь. �

Таким чином, лему 5 узагальнено на простiр Rn довiльної скiнченної розмiр-
ностi n ≥ 3.

На даний момент залишається вiдкритим питання про те, чи справедливо, що
в загальному випадку n(x) = n + 1. Очевидно лише те, що згiдно з лемою 4, це
число не може бути меньше n.
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T. M. Osipchuk
Some remarks about systems of balls generating shadow at a point.

Problems, related to the determination of the minimal number of balls that generate a shadow at a
fixed point in the multi-dimensional Euclidean space Rn, are considered in present work. Here, the
statement “a system of balls generate shadow at a point” means that any line passing through the
point intersects at least one ball of the system. New properties of pairwise-disjoint balls centered on
the sphere in space R3, not containing a fixed point inside of the sphere, and generating shadow at
the point are established. And a system of n+ 1 pairwise-disjoint balls with equal radii in Rn, n ≥ 3,
that do not contain a fixed point of the space and generate shadow at the point is constructed in the
work.

Keywords: problem of shadow, system of balls, sphere, ellipsoid of revolution, domain, multi-dimen-
sional real Euclidean space.
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Т. М. Осипчук
Некоторые замечания о системах шаров, создающих тень в точке.

В данной работе рассматриваются задачи, связанные с отысканием минимального количества
шаров, которые создают тень в фиксированной точке многомерного евклидова пространства Rn.
Здесь выражение “набор шаров создает тень в точке” означает, что любая прямая, проходящая
через заданную точку, пересекает хотя бы один шар из набора. В работе установлены новые
свойства системы непересекающихся шаров с центрами на сфере, которые создают тень в про-
извольной фиксированной точке внутренности сферы в пространстве R3. А также, построено
систему из n+1 непересекающегося шара с равными радиусами в пространстве Rn, n ≥ 3, кото-
рые создают тень в фиксированной точке пространства.

Ключевые слова: задача о тени, система шаров, сфера, эллипсоид вращения, область, мно-
гомерное действительное евклидово пространство.
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ON THE BOUNDARY BEHAVIOR OF CONJUGATE
HARMONIC FUNCTIONS

It is proved that if a harmonic function u on the unit disk D in C has angular limits on a measurable
set E of the unit circle, then its conjugate harmonic function v in D also has (finite !) angular limits a.e.
on E and both boundary functions are measurable on E. The result is extended to arbitrary Jordan
domains with rectifiable boundaries in terms of angular limits and of the natural parameter. This
result is essentially based on the Fatou theorem on angular limits of bounded analytic functions and
on the construction of Luzin and Priwalow to their uniqueness theorem for analytic and meromorphic
functions. The result will have interesting applications to the study of the various Stieltjes integrals in
the theory of harmonic and analytic functions and, in particular, of the Hilbert–Stieltjes inyegral.
Key words: correlation, boundary behavior, conjugate harmonic functions, rectifiable Jordan curves,
angular limits, boundary value problems.
2010 Mathematics Subject Classification: Primary 30C62, 31A05, 31A20, 31A25, 31B25; Secon-
dary 30E25, 31C05, 34M50, 35F45, 35Q15.

1. Introduction.

First of all, recall that a path in D := {z ∈ C : |z| < 1} terminating at ζ = eiϑ ∈ ∂D
is called nontangential at ζ if its part in a neighborhood of ζ lies inside of an angle in
D with the vertex at ζ. Hence limits along all nontangential paths at ζ are also named
angular at ζ. The latter is a traditional tool of the geometric function theory, see e.g.
monographs [1]–[6]. Note that every closed rectifiable Jordan curve has a tangent a.e.
with respect to the natural parameter and the angular limit has the same sense at its
points with a tangent.

It is known the very delicate fact due to Lusin that harmonic functions in the unit
circle with continuous (even absolutely continuous !) boundary data can have conjugate
harmonic functions whose boundary data are not continuous functions, furthemore,
they can even be even not essentially bounded in neighborhoods of each point of the
unit circle, see e.g. Theorem VIII.13.1 in [7]. Thus, a correlation between boundary
data of conjugate harmonic functions is not a simple matter, see also I.E in [3].

Denote by hp, p ∈ (0,∞), the class of all harmonic functions u in D with

sup
r∈(0,1)


2π∫
0

|u(reiϑ)|p dϑ


1
p

< ∞ .

It is clear that hp ⊆ hp
′ for all p > p′ and, in particular, hp ⊆ h1 for all p > 1.

Remark 1. It is important that every function in the class h1 has a.e. nontangential
boundary limits, see e.g. Corollary IX.2.2 in [8].
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It is also known that a harmonic function u in D can be represented as the Poisson
integral

u(reiϑ) =
1

2π

2π∫
0

1− r2

1− 2r cos(ϑ− t) + r2
φ(t) dt (1.1)

with a function φ ∈ Lp(0, 2π), p > 1, if and only if u ∈ hp, see e.g. Theorem IX.2.3
in [8]. Thus, u(z) → φ(ϑ) as z → eiϑ along any nontangential path for a.e. ϑ, see e.g.
Corollary IX.1.1 in [8]. Moreover, u(z) → φ(ϑ0) as z → eiϑ0 at points ϑ0 of continuity
of the function φ, see e.g. Theorem IX.1.1 in [8].

Note also that v ∈ hp whenever u ∈ hp for all p > 1 by the M. Riesz theorem, see
[9], see also Theorem IX.2.4 in [8]. Generally speaking, this fact is not trivial but it
follows immediately for p = 2 from the Parseval equality, see e.g. the proof of Theorem
IX.2.4 in [8]. The case u ∈ h1 is more complicated.

The correlation of the boundary behavior of conjugate harmonic functions outside
the classes hp was not investigated at all. This is just the subject of the present article.

2. The case of the unit disk with respect to the arc length.

Here we apply in a certain part a construction of Luzin–Priwalow from the proof
of their theorem on the boundary uniqueness for analytic functions, see [10], see also
[3], Section III.D.1, and [6], Section IV.2.5.

Theorem 1. Let u : D → R be a harmonic function that has angular limits on a
measurable set E of the unit circle ∂D. Then its conjugate harmonic functions v have
(finite !) angular limits a.e. on E and both boundary functions are measurable on E.

Remark 2. By the Luzin–Priwalow uniqueness theorem for meromorphic functions
u as well as v cannot have infinite angular limits on a subset of D of a positive measure,
see Section IV.2.5 in [6].

Proof. By Remark 2 we may consider that angular limits of u are finite everywhere
on the set E. Moreover, the measurable set E admits a countable exhaustion by measure
of the arc length with its closed subsets, see e.g. Theorem III(6.6) in [11], and hence
with no loss of generality we may also consider that E is compact, see e.g. Proposition
I.9.3 in [12].

Following [3], Section III.D.1, we set, for ζ ∈ ∂D,

Sζ =

{
z ∈ D : |z| > 1√

2
, | arg (ζ − z) | < π

4

}
(2.1)

and
D =

∪
ζ∈E

Sζ ∪D∗ (2.2)

where

D∗ =

{
z ∈ C : |z| ≤ 1√

2

}
.
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It is easy geometrically to see that ∂D contains E and it is a rectifiable Jordan curve
because ∂D\E is open set and hence it consists of a countable collection of arcs of ∂D,
see the corresponding illustrations in [3], Section III.D.1.

By the construction, the radii of D to every ζ ∈ E belong to D and the well defined
real-valued function φ(ζ) := lim

n→∞
φn(ζ), φn(ζ) := u(rnζ), n = 1, 2, . . ., with arbitrary

sequence rn → 1− 0 as n → ∞, is measurable, see e.g. Corollary 2.3.10 in [13]. Thus,
by the known Egorov theorem, see e.g. Theorem 2.3.7 in [13], with no loss of generality
we may assume that φn → φ uniformly on E and that φ is continuous on E, see e.g.
Section 7.2 in [14].

Let us consider the sequence of the functions

ψn(ζ) := sup
z∈Sζ∩Dn

ζ

|u(z)− φ(ζ)| , ζ ∈ E , (2.3)

where Dn
ζ = {z ∈ C : |z − ζ| < εn} with εn ↘ 0 as n → ∞. First of all, ψn(ζ) → 0

as n → ∞ for every ζ ∈ E. Moreover, the functions ψn(ζ) are measurable again by
Corollary 2.3.10 in [13] because of ψn(ζ) = lim

m→∞
ψmn(ζ) asm→ ∞ where the functions

ψmn(ζ) := max
z∈Sζ∩Rmn

ζ

|u(z)− φ(ζ)| , Rmnζ := Dn
ζ \Dn+m

ζ , ζ ∈ E , (2.4)

are continuous. Indeed, ψmn(ζ) coincide with the Hausdorff distance between the compact
sets u(Sζ ∩ Rmnζ ) and {φ(ζ)}, see e.g. Theorem 2.21.VII in [15], and any distance
is continuous with respect to its variables, recall that both functions u and φ are
continuous.

Again by the Egorov theorem with no loss of generality we may consider that ψn → 0
uniformly on E. The latter implies that the restriction U of the harmonic function u to
the domain D is bounded. Indeed, let us assume that there exists a sequence of points
zn ∈ D such that |u(zn)| ≥ n, n = 1, 2, . . .. With no loss of generality we may consider
that zn → ζ ∈ E because the function u is bounded on the compact subsets of D and
by the construction E = ∂D ∩ ∂D and E is compact. Moreover, by the construction
of D, we also may consider that zn ∈ Sζn , ζn ∈ E, n = 1, 2, . . . and that ζn → ζ as
n→ ∞. Consequently, it should be that u(zn) → φ(ζ) because ψn(ζn) → 0 as ζn → ζ,
see e.g. Theorem 7.1(2) and Proposition 7.1 in [14]. The latter conclusion contradicts
the above assumption.

Further, by the construction the domain D is simply connected and hence by the
Riemann theorem there exists a conformal mapping w = ω(z) of D onto D, see e.g.
Theorem II.2.1 in [8]. Note that the function U∗ := U ◦ ω−1 is a bounded harmonic
function in D and there exists its conjugate harmonic function V∗ in D, i.e. F :=
U∗ + i V∗ is an analytic function in D. Let N be a positive number that is greater
than sup

w∈D
|U∗(w)| = sup

z∈D
|U(z)|. Then the analytic function g(w) := F (w)/(N −F (w)),

w ∈ D, is bounded. Thus, by the Fatou theorem, see e.g. Corollary III.A in [3], g has
finite angular limits as w → W for a.e. W ∈ ∂D. By Remark 2 these limits cannot be
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equal to 1 on a subset of ∂D of a positive measure. Consequently, the function F (w)
has also (finite!) angular limits as w →W for a.e. W ∈ ∂D.

Let us consider the analytic function f = F ◦ ω given in the domain D. By the
construction Re f = U = u|D and hence V := Im f is its conjugate harmonic function
in D. By the standard uniqueness theorem for analytic functions, we have that V = v|D
where v is a conjugate harmonic function for u in D. Recall that the latter is unique
up to an additive constant. Thus, it remains to prove that the function f(z) has (finite
!) angular limits as z → ζ for a.e. ζ ∈ E. For this goal, note that the rectifiable curve
∂D has tangent a.e. with respect to its natural parameter. It is clear that tangents at
points ζ ∈ E to ∂D (where they exist !) coincide with the corresponding tangents at ζ
to ∂D.

By the Caratheodory theorem ω can be extended to a homeomorphism of D onto
D and, since ∂D is rectifiable, by the theorem of F. and M. Riesz length ω−1(E) = 0
whenever E ⊂ ∂D with length E = 0, see e.g. Theorems II.C.1 and II.D.2 in [3]. By the
Lindelöf theorem, see e.g. Theorem II.C.2 in [3], if ∂D has a tangent at a point ζ, then

arg [ω(ζ)− ω(z)]− arg [ζ − z] → const as z → ζ .

In other words, the conformal images of sectors in D with a vertex at ζ ∈ ∂D is
asymptotically the same as sectors in D with a vertex at w = ω(ζ) ∈ ∂D up to
the corresponding shifts and rotations. Consequently, nontangential paths in D are
transformed under ω−1 into nontangential paths in D and inversely at the corresponding
points of ∂D and ∂D.

Thus, in particular, v(z) has finite angular limits φ∗(ζ) for a.e. ζ ∈ E. Moreover, the
function φ∗ : E → R is measurable because φ∗(ζ) = lim

n→∞
vn(ζ) where vn(ζ) := v(rnζ),

n = 1, 2, . . ., with rn → 1− 0 as n→ ∞, see e.g. Corollary 2.3.10 in [13]. 2
In particular, we have the following consequence of Theorem 1.

Corollary 1. Let u : D → R be a harmonic function that has angular limits a.e.
on the unit circle ∂D. Then its conjugate harmonic functions v in D also have angular
limits a.e. on ∂D and both boundary functions are measurable.

By Remark 1 we have also the next consequence of Theorem 1.

Corollary 2. Let u : D → R be a harmonic function in the class h1. Then its
conjugate harmonic functions v : D → R have (finite !) angular limits v(z) → φ(ζ) as
z → ζ for a.e. ζ ∈ ∂D.

3. The case of rectifiable Jordan domains.

Theorem 2. Let D be a Jordan domain in C with a rectifiable boundary and u :
D → R be a harmonic function that has angular limits on a measurable set E of ∂D
with respect to the natural parameter. Then its conjugate harmonic functions v : D → R
also have (finite !) angular limits a.e. on E with respect to the natural parameter and
both boundary functions are measurable on E with respect to this parameter.
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Proof. Again by the Riemann theorem there exists a conformal mapping w = ω(z)
of D onto D and by the Caratheodory theorem ω can be extended to a homeomorphism
of D onto D. As known, a rectifiable curves have tangent a.e. with respect to the natural
parameter. Hence ∂D has a tangent at every point ζ of the set E except its subset E
with length E = 0. By the Lindelöf theorem, for every ζ ∈ E \ E ,

arg [ω(ζ)− ω(z)]− arg [ζ − z] → const as z → ζ .

Thus, the harmonic function u∗ := u ◦ ω−1 given in D has angular limits φ∗(w) at all
points w of the set E∗ := ω(E \ E) ⊆ ∂D. Consequently, by Theorem 1 its conjugate
harmonic function v∗ : D → R has (finite !) angular limits ψ∗(w) at a.e. point w ∈ E∗
and the boundary functions φ∗ : E∗ → R and ψ∗ : E∗ → R are measurable. The
harmonic function v := v∗ ◦ω is conjugate for u because the function f := f∗ ◦ω, where
f∗ := u∗ + v∗, is analytic. Finally, by theorems of Lindelöf and F. and M. Riesz v has
(finite !) angular limits ψ(ζ) = ψ∗(ω(ζ)) at a.e. point ζ ∈ E.

The boundary functions φ = φ∗◦ω and ψ = ψ∗◦ω of u and v on E, correspondingly,
are measurable functions on E because φ(ζ) = lim

n→∞
φn(ζ) for all ζ ∈ E and ψ(ζ) =

lim
n→∞

ψn(ζ) for a.e. ζ ∈ E, where the functions φn(ζ) := u∗(rnω(ζ)) and ψn(ζ) :=

v∗(rnω(ζ)) with rn → 1− 0 as n→ ∞ are continuous, see e.g. Corollary 2.3.10 in [13].
�

Corollary 3. Let D be a Jordan domain in C with a rectifiable boundary and
u : D → R be a harmonic function that has angular limits a.e. on ∂D with respect to
the natural parameter. Then its conjugate harmonic functions v : D → R also have
(finite !) angular limits a.e. on ∂D and both boundary functions are measurable on E
with respect to the natural parameter.

Remark 3. These results can be extended to domains whose boundaries consist of
a finite number of mutually disjoint rectifiable Jordan curves (through splitting into a
finite collection of Jordan’s domains !).

The established facts can be applied to various boundary value problems for harmonic
and analytic functions in the plane, see e.g. [16]–[19].
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В. И. Рязанов
О граничном поведении сопряженных гармонических функций.

Доказывается, что если гармоническая функция u, заданная в единичном круге D комплексной
плоскости C, имеет угловые пределы на измеримом множестве E единичной окружности, то
ее сопряженная гармоническая функция v в D также имеет угловые пределы п.в. на E и обе
граничные функции п.в. конечны и измеримы на E. Затем этот результат распространяется на
произвольные жордановы области со спрямляемыми границами в терминах угловых пределов
относительно естественного параметра. Результат существенно основывается на теореме Фату об
угловых пределах ограниченных аналитических функций и конструкции Лузина и Привалова к
их теореме единственности для аналитических и мероморфных функций. Результат будет иметь
интересные приложения к изучению различных интегралов Стилтьеса в теории гармонических
и аналитических функций и, в частности, интеграла Гильберта–Стилтьеса.

Ключевые слова: корреляция, граничное поведение, сопряженные гармонические функции,
спрямляемые жордановы кривые, угловые пределы, краевые задачи.

В. I. Рязанов
Про граничну поведiнку пов’язаних гармонiйних функцiй.

Доводиться, що якщо гармонiйна функцiя u, що задана в одиничному колi D комплексної площинi
C, має кутовi межi на вимiрної множинi E одиничного кола, то її сполучена гармонiйна функцiя
v в D також має кутовi межi п.в. на E i обидвi граничнi функцiї п.в. кiнцевi та вимiрнi на E.
Потiм цей результат поширюється на довiльнi жорданова областi з границями, що спрямляються
в термiнах кутових меж щодо природного параметра. Результат iстотно ґрунтується на теоремi
Фату про кутовi межи обмежених аналiтичних функцiй та конструкцiї Лузiна i Привалова до їх
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теоремi єдиностi для аналiтичних i мероморфних функцiй. Результат буде мати цiкавi додатки
до вивчення рiзних iнтегралiв Стiлтьєса в теорiї гармонiйних i аналiтичних функцiй i, зокрема,
iнтеграла Гiльберта–Стiлтьєса.

Ключовi слова: кореляцiя, гранична поведiнка, пов’язанi гармонiйнi функцiї, жордановi кривi,
що спрямляються, кутовi границi, крайовi задачi.
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1. Введение.

Автоматы, перемещающиеся на графах, являются математической формализа-
цией автономных мобильных агентов с ограниченной памятью функционирующих
в дискретных средах. В рамках этой модели возникла обширная и интенсивно раз-
вивающаяся область исследований поведения автоматов в лабиринтах (лабирин-
ты представляют собой орграфы специального вида, уложенные на целочисленной
решетке) [1, 2]. Основными задачами для автоматов и лабиринтов являются за-
дачи синтеза автоматов (коллективов автоматов), которые обходят лабиринты из
заданного класса, и задачи описания по заданному автомату (коллективу авто-
матов) всех лабиринтов, которые обходятся этими автоматами. Для автоматов и
лабиринтов решены задачи обхода лабиринта автоматом и коллективом автома-
тов, отличения вершин лабиринта друг от друга и лабиринта-эталона от класса
лабиринтов. Исследование в этом направлении получили широкий спектр прило-
жений, например, в задачах анализа изображений [3–5] и навигации мобильных
роботов [6]. Результаты, полученные для автоматов и лабиринтов, опираются на
важное допущение — функционирующие в лабиринтах автоматы могут различать
направления, т. е. обладают «компасом» [7–10].

В настоящей работе рассматривается автомат без компаса, который перемеща-
ется на бесконечной помеченной цепи (бесконечном 2-регулярном неориентирован-
ном графе с помеченными вершинами). Автомат получает на вход информацию о
разметке локальной окрестности текущей вершины цепи, а его выходом является
перемещение в одну из наблюдаемых вершин. Автомат не различает направле-
ние и взаимное расположение этих вершин, но различает метки вершин. В работе
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приводятся достаточные и необходимые условия в виде ограничений на свойства
автомата и разметку цепи, при которых автомат сохраняет постоянное направле-
ние перемещения.

2. Постановка задачи.

В начальный момент времени автомат устанавливается в произвольную вер-
шину бесконечной помеченной цепи. Далее вершину, в которой находится автомат,
будем называть текущей вершиной. Автомат наблюдает метки вершин, смежных
текущей. Автомат не имеет компаса, т.е. не различает направления и взаимное рас-
положение вершин. Автомат может перемещаться из текущей вершины в смежную
с ней вершину. Требуется найти необходимые и достаточные условия в виде огра-
ничений на свойства автомата и разметку цепи, при которых автомат сохраняет
постоянное направление перемещения.

3. Основные определения.

Все неопределяемые здесь понятия из теории автоматов и теории графов об-
щеизвестны и могут быть найдены, например, в [11].

Бесконечной в обе стороны цепью (или, короче, бесконечной цепью) будем на-
зывать бесконечный связный неориентированный граф у которого степень каж-
дой вершины равна 2. Конечной цепью будем называть всякий конечный связный
подграф бесконечной цепи. Висячие вершины конечной цепи будем называть ее
концами.

Помеченным графом назовем простой связный неориентированный граф с по-
меченными вершинами G = (V,E,M, µ), где V – множество вершин, E – множе-
ство ребер, M – множество меток, µ : V →M – сюръективная функция разметки.
Путем в графе G будем называть последовательность вершин p = v1 . . . vk такую,
что (vi, vi+1) ∈ E, i = 1, . . . , k − 1. Число k ∈ N будем называть длиной пути p.
Меткой µ(p) пути p назовем слово w = µ(v1) . . . µ(vk) в алфавите меток M . Будем
говорить, что слово w определяется вершиной v1. Через M∗ обозначим множество
всех конечных слов в алфавите M , включая пустое слово e длины 0, а через M+

обозначим множество M∗ \ {e}. Множество Lv всех слов w ∈ M+, определяемых
вершиной v ∈ V , будем называть языком, определяемым этой вершиной. Граф G
будем называть приведенным, если для любых вершин v, s ∈ V из v ̸= s следу-
ет Lv ̸= Ls. Определим на M+ частичную операцию ◦ композиции слов. Пусть
a, b ∈ M , w, u ∈ M∗, тогда wa ◦ au = wau и wa ◦ bu не определено, если a ̸= b.
Введем операцию ⋆ : V ×M+ → 2V соотношением: для любой вершины v ∈ V
и любого слова w ∈ M+ через v ⋆ w обозначим множество всех вершин s ∈ V
таких, что существует путь p из v в s, и µ(p) = w. Ясно, что если слово w ∈ Lv, то
|v ⋆ w| > 0 и |v ⋆ w| = 0 в противном случае.

Обходом графа будем называть любой путь, который проходит через все вер-
шины графа. В случае конечного графа обход может быть конечным или беско-
нечным, в случае бесконечного графа, естественно, только бесконечным.

Графоходным автоматом (graph walking automaton) на помеченном графе G
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назовем шестерку A = (S,X, Y, s0, φ, ψ), где S – конечное множество состояний,
X = {(a0, {a1, . . . , ak}) |ai ∈M, 0 6 i 6 k} – конечный входной алфавит (a0 – метка
вершины, в которой находится автомат (текущей вершины), {a1, . . . , ak} – множе-
ство (или мультимножество) меток всех вершин из окрестности текущей верши-
ны, k – степень текущей вершины), Y =M – конечный выходной алфавит (y = a
означает, что автомат переходит из текущей вершины в смежную с ней вершину с
меткой a ∈M), s0 ∈ S – начальное состояние, φ : S×X → S – функция переходов,
ψ : S × X → Y – функция выходов. Автомат функционирует следующим обра-
зом: наблюдает разметку окрестности текущей вершины, выбирает одну из меток
и переходит в вершину с этой меткой.

Для того, чтобы определить понятие направления движения автомата, уло-
жим бесконечную цепь на одномерной целочисленной решетке так, что разным
вершинам цепи соответствуют разные вершины решетки и две вершины соедине-
ны ребром, если соответствующие им точки различаются на 1. При этом именем
вершины цепи будем считать ее координату в решетке.

Пусть автомат A в момент времени t находится в вершине v(t) цепи G. Переме-
щение автомата будем называть равномерным и направленным, если существует
такой натуральный период T , что для любого момента времени t выполняется
v(t+ T )− v(t) = v(t+ 2T )− v(t+ T ).

4. Разметка, способствующая перемещениям автомата.

Разметку уложенной бесконечной цепи G можно рассматривать как функцию
µ : Z →M . Разметку назовем периодической в направлении l ∈ Z, если µ(i+ l) =
µ(i) для любого i ∈ Z

Функцию разметки µ : V → M будем называть детерминированной или Д-
разметкой, если для любой вершины v ∈ V и любых вершин s, t ∈ O(v) из s ̸=
t следует µ(s) ̸= µ(t) (O(v) = v ∪ {v′ ∈ V | (v, v′) ∈ E} – замкнутая окрестность
вершины v). Помеченный граф с детерминированной функцией разметки будем
называть детерминированным или Д-графом.

Рассмотрим свойства Д-графов.
Лемма 1. Помеченный граф G является Д-графом тогда и только тогда,

когда для любой вершины v ∈ V и любого слова w ∈M+ выполняется |v ⋆ w| = 1,
если w ∈ Lv, и |v ⋆ w| = 0 в противном случае.

Доказательство. Пусть помеченный граф G является Д-графом. Пусть, далее,
v ∈ V и a ∈ M . Тогда v ⋆ a = v, если a = µ(v), и v ⋆ a = ∅, если a ̸= µ(v).
Следовательно, для всех слов длины 1 утверждение леммы выполняется. Для всех
слов длины 2 утверждение леммы непосредственно следует из определения Д-
разметки. Пусть слово w ∈ Lv и его дина больше 2. Слово w можно единственным
способом представить в виде композиции w1 ◦w2 ◦ . . .◦w|w−1| его подслов длины 2.
По определению Д-разметки |v ⋆ w1| = 1, |(v ⋆ w1) ⋆ w2| = 1, |((v ⋆ w1) ⋆ w2) ⋆ w3| =
1 и т. д. Из этого следует, что |v ⋆ (w1 ◦ w2)| = 1, |v ⋆ (w1 ◦ w2 ◦ w3)| = 1 и т. д.
Продолжая эти рассуждения получаем, что |v ⋆w| = 1. Пусть для любой вершины
v и любого слова w ∈M+ выполняется |v ⋆w| 6 1. Тогда это условие выполняется
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для всех слов длины 2. Следовательно все вершины в O(v) имеют разные метки и
на вершинах графа G определена Д-разметка. Лемма доказана. �

Таким образом, Д-граф определяется или через локальные свойства его вер-
шин, или через нелокальное свойство множества всех путей, определяемых каждой
из его вершин.

Свойство, описанное леммой 1, предоставляет принципиальную возможность
целенаправленного перемещения графоходного автомата по Д-графу. Например,
зная метки путей, соединяющих между собой вершины Д-графа, можно построить
графоходный автомат, способный перемещаться по этим путям.

Лемма 2. Для любых различных вершин v′, v′′ ∈ V Д-графа G и любого слова
w ∈ Lv′ ∩ Lv′′ расстояние между вершинами v′ ⋆ w и v′′ ⋆ w не меньше 4.

Доказательство. Пусть w = a1 . . . ak, где ai ∈M , 1 6 i 6 k. Предположим, что
расстояние между вершинами s = v′ ⋆ w и t = v′′ ⋆ w меньше 4. Пусть это расстоя-
ние равно 1, т.е. s = v′ ⋆ a1 . . . ak−1ak = v′′ ⋆ a1 . . . ak−1ak = t. Тогда в окрестности
O(s) окажутся две различные вершины с одной и той же меткой ak−1, что невоз-
можно по определению Д-графа. Следовательно, v′ ⋆ a1 . . . aa−1 = v′′ ⋆ a1 . . . ak−1.
По индукции получаем, что v′ = v′′, что невозможно по условию теоремы. Пусть
расстояние между вершинами s и t равно 2, т.е. (s, t) ∈ E. Тогда в окрестности O(s)

находится вершина t с меткой µ(t) = µ(s) = ak, что невозможно по определению
Д-графа. Пусть расстояние между вершинами s и t равно 3, т.е. существует верши-
на q ∈ V такая, что путь sqt является кратчайшим путем из s в t. Тогда s, t ∈ O(q)

и µ(s) = µ(t), что невозможно по определению Д-графа. Лемма доказана. �

Д-разметку графа назовем минимальной, если она использует наименьшую
возможное количество типов меток.

Теорема 1. Минимальная Д-разметка бесконечной цепи использует метки
трёх различных типов.

Доказательство. Для любой вершины v ∈ V бесконечной цепи выполняется
равенство

∣∣O(v)

∣∣ = 3. Следовательно, для Д-разметки замкнутой окрестности этой
вершины необходимы метки трёх различных типов. Выберем произвольно верши-
ну v ∈ V . Пусть O(v) = {v, s, t}, µ(s) = a, µ(v) = b, µ(t) = c, где M = {a, b, c}.
Пусть, далее, h ∈ O(s) и q ∈ O(t), где h ̸= v и q ̸= v. Тогда вершина h находится
на расстоянии 4 от вершины t и, по лемме 2, может быть помечена только мет-
кой c. Аналогично, вершина q находится на расстоянии 4 от вершины s и может
быть помечена только меткой a. Продолжая рассуждения, по индукции получа-
ем Д-разметку бесконечной цепи с использованием меток трех различных типов.
Теорема доказана. �

Из теоремы 1 непосредственно вытекает следующее утверждение.
Следствие 1. Минимальная Д-разметка бесконечной цепи является перио-

дической разметкой.
Доказательство. Пусть бесконечная цепь G с заданной на ней минимальной
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Д-разметкой уложена на одномерной целочисленной решетке. Пусть, далее, i ∈ Z
– произвольная вершина этой цепи. Из леммы 2 следует, что µ(i) ̸= µ(i + 1),
µ(i) ̸= µ(i + 2) и µ(i + 1) ̸= µ(i + 2). Из теоремы 1 следует, что µ(i) = µ(i + 3).
Так как вершина i выбрана произвольно, то из последнего равенства следует, что
минимальная Д-разметка бесконечной цепи является периодической в направле-
нии 3. Следствие доказано. �

Далее, если не оговорено противное, будем рассматривать только минимальную
Д-разметку бесконечной цепи. Следующее утверждение показывает, что мини-
мальная Д-разметка способствует направленному перемещению автомата на бес-
конечной цепи.

Теорема 2. Существует графоходный автомат, осуществляющий направ-
ленной перемещение на бесконечной Д-размеченной цепи.

Доказательство. На бесконечной Д-размеченной цепи G, уложенной на одно-
мерной целочисленной решетке, естественным образом выделяются два направле-
ния движения из произвольной начальной вершины – в сторону роста имен вершин
и в сторону их убывания. Так как автомат не «видит» имена вершин, а только их
метки, то для доказательства теоремы покажем как перемещается автомат в каж-
дом из направлений с использованием периодичности Д-разметки цепи.

Без потери общности предположим, что M = {0, 1, 2}. Пусть i ∈ Z – произ-
вольная вершина детерминированной цепи G. Тогда вершины из ее окрестности
имеют метки µ(i)⊕3 1 и µ(i)⊕3 (−1) (здесь ⊕3 обозначает сложение по модулю 3).
Пусть, далее, µ(i+ 1) = µ(i)⊕3 1. Тогда, в силу периодичности Д-разметки цепи,
µ(i + 2) = µ(i + 1) ⊕3 1 и т.д. Ясно, что в этом случае µ(i − 1) = µ(i) ⊕3 (−1),
µ(i− 2) = µ(i− 1)⊕3 (−1) и т.д. Таким образом, на бесконечной детерминирован-
ной цепи можно определить два направления движения, которые условно назовем
«восток» и «запад». Перемещение автомата по цепи на «восток» заключается в
следующем. Автомат наблюдает метку µ(v) текущей вершины v и для перемеще-
ния выбирает в окрестности O(v) вершину, метка которой равна µ(v)⊕31. Соответ-
ственно, для перемещения на «запад» автомат выбирает вершину, метка которой
равна µ(v)⊕3 (−1).

Пусть автомат движется только на «восток» (или только на «запад»). Тогда
для любого момента времени t равенство v(t+ T )− v(t) = v(t+ 2T )− v(t+ T ) вы-
полняется при T = 1. Следовательно, описанный выше алгоритм действительно
приводит к равномерному направленному перемещению автомата. Теорема дока-
зана. �

Из теоремы 2 непосредственно вытекает следующее утверждение.
Следствие 2. Существует графоходный автомат, который обходит любую

конечную Д-размеченную цепь.
Доказательство. Докажем утверждение при помощи непосредственного по-

строения алгоритма обхода произвольной цепи. Так как автомат за один шаг мо-
жет переместиться только в вершину, смежную текущей, то, посетив обе висячие
вершины цепи, он тем самым с необходимостью посетит и все вершины, располо-
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женные между ними. Следовательно, посещение обоих концов цепи можно считать
признаком окончания обхода. Составим алгоритм перемещений графоходного ав-
томата так, чтобы гарантировано побывать в этих вершинах.

1. Двигаться на «восток» (метка следующей вершины определяется путем сло-
жения метки текущей вершины с 1 по модулю 3) до тех пор, пока это возможно (в
результате автомат окажется в одной из висячих вершин) и повернуть на «запад».

2. Двигаться на «запад» (метка следующей вершины определяется путем сло-
жения метки текущей вершины с −1 по модулю 3) до тех пор, пока это возможно
(в результате автомат окажется во второй висячей вершине).

Следуя этому алгоритму, автомат посетит обе висячие вершины цепи и, следо-
вательно, все вершины, расположенные между ними. �

Графоходный автомат имеет конечное число состояний и, таким образом, не
может обойти бесконечную цепь без использования дополнительных средств. При
исследованиях поведения автоматов в лабиринтах одним из таких средств счи-
таются камни, то есть переносные маркеры, которые автомат может переносить,
устанавливать и подбирать в вершинах графа [1, 2]. Для автоматов на графах
камни играют роль внешней памяти. Положим, что камень обнаруживается авто-
матом при посещении вершины, в которой он расположен. Положим, далее, что
камень, находящийся в вершине, не изменяет и не скрывает ее метку.

Теорема 3. Существует графоходный автомат с двумя камнями, который
обходит бесконечную Д-размеченную цепь.

Доказательство. Докажем утверждение непосредственным построением алго-
ритма обхода цепи. Изначально автомат с обоими камнями находится в произ-
вольной начальной вершине. Пусть a ∈ {0, 1} – метка этой вершины. Прежде чем
войти в бесконечный цикл, автомат выполняет следующие действия:

1. Перейти на одну вершину на «восток» (в вершину с меткой b = a ⊕3 1) и
установить в текущей вершине один камень.

2. Перейти в начальную вершину (в вершину с меткой a = b⊕3 (−1)).
3. Перейти на на одну вершину на «запад» (в вершину с меткой c = a⊕3 (−1))

и установить в ней второй камень.
В теле бесконечного цикла автомат повторяет следующую последовательность

действий:
1. Двигаться на «восток» до тех пор, пока не обнаружен камень и подобрать

его.
2. Перейти на одну вершину на «восток», установить в ней камень и перейти

на одну вершину на «запад».
3. Двигаться на «запад» до тех пор, пока не обнаружен камень и подобрать

его.
4. Перейти на одну вершину на «запад», установить в ней камень и перейти на

одну вершину на «восток».
Покажем, что, следуя этому алгоритму, автомат действительно обходит бес-

конечную цепь. Выберем произвольную вершину цепи, отличную от начальной.
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Пусть расстояние между этими вершинами равно k > 1. За каждую итерацию
основного цикла автомат отодвигает камни на расстояние в одну вершину от на-
чальной (один камень на «восток», второй – на «запад»). Тогда после (k − 1)-й
итерации автомат посетит как вершину, находящуюся на расстоянии k «восточ-
нее» начальной, так и вершину, расположенную на расстоянии k «западнее» на-
чальной. Так как вершина была выбрана произвольно, то, выполняя алгоритм,
автомат побывает в любой вершине цепи. Следовательно, автомат обходит беско-
нечную Д-помеченную цепь. �

Ввиду применимости Д-разметки для организации направленного перемеще-
ния автомата возникает следующая задача: можно ли построить автомат, который
способен строить минимальную Д-разметку непомеченной (или, что то же самое,
помеченной одной меткой) цепи? Положительный ответ на вопрос этой задачи
дает следующая теорема.

Теорема 4. Существует автомат, который строит на бесконечной цепи
минимальную Д-разметку.

Доказательство. Докажем утверждение при помощи непосредственного по-
строения алгоритма Д-разметки цепи. Пусть M = {0, 1, 2} и все вершины цепи
помечены одной и той же меткой λ /∈ M . Вершины с меткой λ будем называть
непомеченными. Положим, что автомат может переходить на непомеченные вер-
шины, т. е. его выходной алфавит Y =M ∪{λ}. Расширим возможности автомата
так, чтобы он мог переносить метки и устанавливать их в вершинах цепи. Поло-
жим, что автомат не может заменять и удалять метки, установленные им ранее.
Положим, далее, что автомат восстанавливает запас переносимых им меток при
посещении начальной вершины. Прежде, чем войти в бесконечный основной цикл
алгоритма, автомат устанавливает в начальной вершине метку 0 и выбирает теку-
щее направление движения «восток». Выбор направления заключается в фиксации
слагаемого, 1 или −1, которое автомат прибавляет к метке текущей вершины для
определения метки следующей вершины. Первоначальный выбор направления не
принципиален и «восток» здесь указан для определенности. В теле бесконечно-
го основного цикла алгоритма автомат повторяет следующую последовательность
действий:

1. Двигаться в выбранном направлении (на первой итерации на «восток») до
тех пор, пока не окажется в первой вершине, в окрестности которой есть вершина
с меткой λ.

2. Запомнить метку текущей вершины.
3. Перейти на вершину с меткой λ.
4. Пометить текущую вершину меткой, соответствующей текущему направле-

нию движения («восток» – к метке предыдущей вершины прибавить 1 по модулю
3, «запад» – прибавить −1).

5. Перейти на предыдущую вершину.
6. Сменить направление движения на противоположное.
Покажем, что автомат, следуя приведенному алгоритму, действительно осу-
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ществляет Д-разметку бесконечной цепи. На каждой итерации основного цикла
одна непомеченная вершина цепи получает метку из M . Причем на эту верши-
ну автомат приходит из вершины, помеченной им ранее. Поэтому после каждой
итерации получаем связную конечную помеченную цепь, которая включает в себя
цепь, полученную на предыдущей итерации, и содержит на одну вершину боль-
ше. Предположим, что на некоторой итерации автомат оказался в непомеченной
вершине vi (здесь индексы вершин обозначают порядок их посещения при переме-
щениях автомата). Пусть он двигался на «восток» и µ (vi−1) = a, где a ∈M . Тогда
метка µ (vi−2) = c, где c = a ⊕3 (−1). Выполняя предписания алгоритма, автомат
устанавливает µ (vi) = b, где b = a⊕3 1. На следующей итерации автомат движется
на «запад» и помеченная цепь увеличивается на одну «западную» вершину. Сле-
довательно, в процессе исполнения алгоритма любая вершина бесконечной цепи
получит метку за конечное число шагов и разметка связной конечной цепи, полу-
ченной после очередной итерации, является детерминированной и минимальной.
�

Из теоремы 4 непосредственно вытекает следующее утверждение.
Следствие 3. Существует автомат, который строит на конечной цепи ми-

нимальную Д-разметку.
Действительно, для построения алгоритма поведения такого автомата доста-

точно дополнить алгоритм разметки цепи из доказательства теоремы 4 реакцией
на достижение конца цепи. Пусть в процессе разметки автомат посетил, например,
«восточный» конец цепи и, следовательно, дальнейшая разметка в «восточном»
направлении невозможна. Тогда автомат продолжает челночное перемещение по
помеченному подграфу цепи (т. к. по предварительной договоренности автомат
может пополнить запас меток только проходя начальную вершину), но метки по-
лучают только непомеченные вершины, обнаруженные при движении на «запад».
Автомат останавливается после разметки «западного» конца дуги.

5. Минимальная разметка, допускающая перемещения автомата.

В этом разделе рассматривается следующая задача: можно ли построить гра-
фоходный автомат, который сохраняет направление перемещения на бесконечной
помеченной цепи, у которой число типов меток меньше трёх? В [12] показано, что
для сохранения направления перемещения на бесконечной непомеченной (или, что
то же самое, помеченной одной меткой) цепи автомату необходимо и достаточно
наличие трёх различных камней. Здесь рассматривается случай, когда число ти-
пов меток равно двум.

Функцию разметки µ : V → M будем называть слабо детерминированной или
СД-разметкой, если для любой вершины v ∈ V и любых вершин s, t ∈ Ov из s ̸= t
следует µ(s) ̸= µ(t) (Ov = {v′ ∈ V |(v, v′) ∈ E} – окрестность вершины v). Помечен-
ный граф со слабо детерминированной функцией разметки будем называть слабо
детерминированным или СД-графом.

Покажем, что для СД-графов выполняется свойство Д-графов, описанное лем-
мой 1, т. е. для любой вершины v ∈ V и любого слова w ∈M+ справедливо |v⋆w| =
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1, если w ∈ Lv и |v⋆w| = 0 в противном случае. Предположим, что это не так и для
некоторой вершины v некоторого СД-графа G существует слово w ∈ Lv такое, что
|v⋆w| > 1. Представим w в виде композиции w1◦w2◦ . . .◦w|w|−1 его двухбуквенных
подслов. Из определения СД-разметки следует, что |v ⋆ w1| = 1, | (v ⋆ w1) ⋆ w2| = 1
и так далее. Следовательно, |v ⋆ (w1 ◦ w2) | = 1, |v ⋆ (w1 ◦ w2 ◦ w3) | = 1 и так да-
лее. Продолжая рассуждения получаем, что |v ⋆w| = 1, что противоречит нашему
предположению. Из этого противоречия вытекает справедливость рассматривае-
мого утверждения. Приведенные рассуждения доказывают принципиальную воз-
можность целенаправленного перемещения графоходного автомата по СД-графу.

Для СД-графов выполняются утверждения, аналогичное лемме 2 для Д-графов:
для любых различных вершин v′, v′′ ∈ V СД-графа G и любого слова w ∈ Lv′ ∩Lv′′
расстояние между вершинами v′ ⋆ w и v′′ ⋆ w или равно 2, или не меньше 4. Дей-
ствительно, пусть w = a1 . . . ak, где ai ∈ M , 1 6 i 6 k, s = v′ ⋆ w, t = v′′ ⋆ w.
Доказательство того, что расстояние между s и t не может быть равно 1 или
3 аналогично доказательству леммы 2 с поправкой на то, что рассматриваются
окрестности вершин (в лемме 2 рассматривались замкнутые окрестности). Пусть
расстояние между вершинами s и t равно 2, т. е. (s, t) ∈ E. Тогда в окрестности Os
находится вершина t с меткой µ(t) = µ(s) = ak, что не противоречит определению
СД-разметки. Более того, других вершин с меткой ak ни в Os, ни в Ot нет. Пусть
расстояние между s и t равно 4. Тогда Os∩Ot = ∅ и одинаковая разметка вершин
s и t не противоречит определению СД-разметки.

Теорема 5. Минимальная СД-разметка бесконечной цепи использует метки
двух различных классов.

Доказательство. Для любой вершины v ∈ V бесконечной цепи выполняется
равенство |Ov| = 2. Следовательно, для СД-разметки окрестности этой верши-
ны необходимы метки не менее двух различных классов. Выберем произвольно
вершину v ∈ V . Пусть Ov = {s, t}, µ(s) = a, µ(t) = b, где M = {a, b}. Исходя их
определения СД-разметки вершина v может иметь или метку a, или метку b. Поло-
жим, для определенности, что µ(v) = a. Пусть h ∈ Os, q ∈ Ot, h ̸= v, q ̸= v. Тогда,
по определению СД-разметки, µ(h) = b и µ(q) = b. Продолжая рассуждения, по
индукции получим СД-разметку бесконечной цепи с использованием меток двух
различных типов. Теорема доказана. �

Из теоремы 5 непосредственно вытекает следующее утверждение.
Следствие 4. Минимальная СД-разметка бесконечной цепи является пери-

одической разметкой.
Доказательство. Пусть бесконечная цепь с заданной на ней минимальной СД-

разметкой уложена на одномерной целочисленной решетке. Пусть, далее, i ∈ Z –
произвольная вершина этой цепи. Если µ(i) = µ(i − 1), то по определению СД-
разметки, µ(i) ̸= µ(i + 1) и µ(i) ̸= µ(i + 2), но µ(i) = µ(i + 3) и µ(i) = µ(i + 4).
Если µ(i) ̸= µ(i − 1), то µ(i) = µ(i + 1), µ(i) ̸= µ(i + 2), µ(i) ̸= µ(i + 3), но
µ(i) = µ(i+ 4). Таким образом, метки вершин i и i+ 4 всегда совпадают. Так как
вершина i выбрана произвольно, то из приведенных рассуждений следует, что ми-
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нимальная СД-разметка бесконечной цепи является периодической в направлении
4. Следствие доказано. �

Следующее утверждение показывает, что минимальная СД-разметка способ-
ствует направленному перемещению графоходного автомата на бесконечной цепи.

Теорема 6. Существует графоходный автомат, осуществляющий направ-
ленное перемещение на бесконечной СД-размеченной цепи.

Доказательство. Без потери общности предположим, что M = {a, b}. Пусть
i ∈ Z – произвольная вершина слабо детерминированной цепи G и µ(i) = a. Тогда
вершины из ее окрестности имеют метки a и b. Пусть далее, µ(i−1) = a и µ(i+1) =
b. Тогда, по следствию 2, µ (i+ 2) = b, µ(i+ 3) = µ(i− 1) = a, µ(i+ 4) = µ(i) = a,
µ(i + 5) = µ(i + 1) = b и т. д. В этом случае µ(i − 2) = µ(i + 2) = b, µ(i − 3) =
µ(i+ 1) = b, µ(i− 4) = µ(i) = a и т. д.

Таким образом, для автомата, начинающего движение из произвольной вер-
шины СД-размеченной цепи, есть два возможных направления движения: первое
– на вершину, метка которой совпадает с меткой текущей вершины, и второе – на
вершину, метка которой отличается от нее. Первое направление условной назовем
«запад», а второе – «восток». Пусть i, i+1 ∈ V и µ(i) = µ(i+1). Тогда «восток» для
автомата в вершине i означает «запад» для автомата в вершине i+ 1 и наоборот.
В этом заключается отличие СД-разметки цепи от её Д-разметки, для которой
«восток» и «запад» в любой вершине определены однозначно.

Перемещение автомата по цепи на «восток» заключается в последовательном
повторении двух шагов: (1) перейти на вершину, метка которой отличается от мет-
ки текущей; (2) перейти на вершину, метка которой совпадает с меткой текущей.
Перемещение на «запад» получаем если шаги (1) и (2) поменяем местами.

Пусть автомат движется только на «восток» (или только на «запад»). Тогда
для любого момента времени t равенство v(t + T ) − v(t) = v(t + 2T ) − v(t + T )
выполняется при T = 1. Следовательно, описанный выше алгоритм действительно
приводит к направленному перемещению автомата. Теорема доказана. �

Из теоремы 6 непосредственно вытекает следующее утверждение.
Следствие 5. Существует графоходный автомат, который обходит любую

конечную СД-размеченную цепь.
Доказательство. Признаком окончания обхода, как и при обходе конечной Д-

размеченной цепи, будем считать посещение автоматом обоих висячих вершин.
Составим алгоритм перемещений автомата. Начальное направление движения ав-
томата не имеет принципиального значения. Положим для определенности, что
автомат начинает двигаться на «восток».

1. Двигаться на «восток» до тех пор, пока это возможно (в результате автомат
окажется на «восточном» конце цепи). Пусть vk обозначает «восточный» конец
цепи (здесь нижние индексы в именах вершин обозначают только последователь-
ность их посещения автоматом при выполнении алгоритма).

2. Если µ (vk) = µ (vk−1), то двигаться на «запад». Если µ (vk) ̸= µ (vk−1),
то двигаться на «восток». Движение в выбранном направлении продолжать до
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тех пор, пока это возможно (в результате автомат окажется на «западном» конце
цепи).

Покажем, что автомат, выполняя предписания пункта 2, будет двигаться в
направлении, противоположном тому, в котором он двигался в пункте 1. Пусть
при движении на «восток» из начальной вершины v0, автомат последовательно
посетил вершины v0, v1, ..., vk. Возможны два варианта разметки окрестности
вершины vk: либо µ (vk) = µ (vk−1), либо µ (vk) ̸= µ (vk−1). Пусть µ (vk) = µ (vk−1).
Тогда, по определению движения на «запад», автомат переходит на вершину, мет-
ка которой совпадает с µ (vk). Единственной такой вершиной в окрестности Ovk
является vk−1. Далее автомат переходит на вершину, метка которой отличается от
µ (vk−1). Единственной такой вершиной в окрестности Ovk−1

является vk−2. Про-
должая этот процесс автомат последовательно посетит вершины vk, vk−1, ..., v1, v0
и далее будет двигаться к противоположному концу цепи. Пусть µ (vk) ̸= µ (vk−1).
Тогда, по определению движения на «восток», автомат переходит на вершину, мет-
ка которой отличается от µ (vk). Единственной такой вершиной в окрестности Ovk
является vk−1. Далее автомат переходит на вершину, метка которой совпадает с
µ (vk−1). Единственной такой вершиной в окрестности Ovk−1

является vk−2. Про-
должая этот процесс автомат последовательно посетит вершины vk, vk−1, ..., v1, v0
и далее будет двигаться к противоположному концу цепи. Таким образом, автомат
посетит обе висячие вершины цепи и, следовательно, все вершины, расположенные
между ними. �

Следующее утверждение является аналогом Теоремы 3 для бесконечной СД-
размеченной цепи.

Теорема 7. Существует графоходный автомат с двумя камнями, который
обходит бесконечную СД-размеченную цепь.

Доказательство. Изначально автомат с обоими камнями находится в произ-
вольной начальной вершине. Обозначим метку этой вершины через a ∈M . Тогда
в ее окрестности находятся вершины с метками a и b, где b ∈ M , b ̸= a. Прежде,
чем войти в бесконечный цикл, автомат выполняет следующие действия:

1. Перейти на вершину с меткой b и оставить в ней один из камней.
2. Перейти на вершину с меткой a.
3. Перейти на вершину с меткой a и оставить в ней второй камень.
Для дальнейших перемещений автомату потребуется запоминать метку преды-

дущей вершины, т. е. вершины, из которой автомат непосредственно перешел в
текущую. В начале каждой итерации основного цикла алгоритма автомат нахо-
дится на вершине, в которой расположен один из камней. Автомату предстоит
выполнить следующие действия:

1. Перейти на предыдущую вершину.
2. Если метка текущей вершины совпадает с меткой предыдущей, то двигаться

на «восток» до тех пор, пока не будет обнаружен камень. Если метка текущей
вершины отличается от метки предыдущей, то двигаться на «запад» до тех пор,
пока не будет обнаружен камень.

134



О направленном перемещении графоходного автомата без компаса на бесконечной цепи

3. Подобрать камень, перейти на вершину, метка которой отличается от метки
предыдущей, и установить в ней камень.

Покажем, что автомат, следуя этому алгоритму, действительно обходит бес-
конечную СД-размеченную цепь. Автомат, совершая перемещения, описанные в
пунктах 1 и 2, проходит только те вершины, которые он уже посетил ранее. Он
оказывается на новой для него вершине только тогда, когда устанавливает в ней
камень. После этого автомат возвращается на предыдущую вершину. Следова-
тельно, является невозможной ситуация, когда автомат бесконечно перемещается
в одном направлении в неисследованной части цепи. Выберем произвольную вер-
шину цепи, отличную от начальной. Пусть расстояние между этой вершиной и
начальной равно k > 1. На каждой итерации основного цикла автомат отодвига-
ет один из камней на расстояние в одну вершину от начальной, а на следующей
итерации – отодвигает на одну вершину второй камень. Если k = 2, то автомат
посетит искомую вершину при первоначальной расстановке камней. Если k > 2,
то после (2k − 5)-й итерации автомат посетит как вершину, находящуюся на рас-
стоянии k «западнее» начальной, так и вершину, расположенную на расстоянии
k «восточнее» начальной. Так как вершина была выбрана произвольно, то, вы-
полняя алгоритм, автомат посетит любую вершину цепи. Следовательно, автомат
обходит бесконечную СД-размеченную цепь. �

Рассмотрим следующую задачу: можно ли построить автомат, который спо-
собен строить минимальную СД-разметку непомеченной цепи? Положительный
ответ на этот вопрос дает следующее утверждение.

Теорема 8. Существует автомат, который строит на бесконечной цепи
минимальную СД-разметку.

Доказательство. Докажем утверждение при помощи непосредственного по-
строения алгоритма, следуя которому автомат выполнит СД-разметку цепи. Пусть
M = {a, b} и все вершины цепи помечены одной и той же меткой λ ̸∈ M . Поло-
жим, что автомат может переходить на вершины с меткой λ, то есть его входной
алфавит Y = M ∪ {λ}. Расширим возможности автомата так, чтобы он мог пере-
носить метки из M и устанавливать их в вершинах цепи. Положим, что автомат
не может заменять и удалять метки, которые он уже установил. Положим, далее,
что автомат восстанавливает запас переносимых меток при посещении начальной
вершины.

Прежде, чем войти в бесконечный цикл автомат выполняет следующие дей-
ствия:

1. Пометить текущую (т. е. начальную) вершину меткой a.
2. Перейти на вершину с меткой λ (случайным образом выбирается из двух

вершин, смежных с начальной).
3. Пометить текущую вершину меткой a.
В теле бесконечного цикла автомат повторяет следующую последовательность

действий:
1. Перейти на предыдущую вершину.
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2. Двигаться на «восток» (см. теорему 6) до тех пор, пока не окажется в первой
вершине, в окрестности которой есть вершина с меткой λ.

3. Перейти на вершину с меткой λ.
4. Пометить текущую вершину меткой, отличающейся от метки предыдущей

вершины.
5. Перейти на вершину с меткой λ.
6. Пометить текущую вершину меткой, совпадающей с меткой предыдущей

вершины.
На каждой итерации основного цикла алгоритма две смежные непомеченные

вершины цепи последовательно получают одинаковые метки из M . Причем авто-
мат переходит в непомеченную вершину из вершины, которая была помечена им
ранее. Поэтому после каждой итерации цикла получаем связную конечную поме-
ченную цепь, которая включает в себя цепь, полученную на предыдущей итерации,
и содержит на две вершины больше. Предположим, что на некоторой итерации
автомат оказался в непомеченной вершине vi (здесь нижние индексы обознача-
ют только порядок посещения вершин при перемещениях автомата). Пусть метка
предыдущей вершины µ (vi−1) = a (в этом случае, согласно предписаниям алго-
ритма, µ (vi−2) = a). Автомат устанавливает µ (vi) ̸= µ (vi−1), т. е. µ (vi) = b. Та-
ким образом, µ (vi−1) ̸= µ (vi+1) и разметка окрестности вершины vi удовлетворяет
условию слабой детерминированности. Следовательно, разметка связной конечной
цепи, полученной на этой итерации, является слабо детерминированной. Затем ав-
томат переходит на непомеченную вершину vi+1 и устанавливает µ (vi+1) = µ (vi),
т. е. µ (vi+1) = b. На следующей итерации автомат переходит на вершину vi и,
далее, совершает перемещения, которые заключаются в повторении двух шагов:
(1) перейти на вершину, метка которой отличается от метки текущей; (2) перейти
на вершину, метка которой совпадает с меткой текущей. Из сказанного выше сле-
дует, что µ (vi) = µ (vi+1) и µ (vi) ̸= µ (vi+1), т. е. автомат на этой итерации будет
перемещаться в направлении, противоположном тому, в котором он перемещался
на предыдущей итерации. Таким образом, автомат достигнет противоположного
конца помеченной части цепи и, затем, увеличит ее длину еще на две вершины.
Следовательно, в процессе выполнения алгоритма любая вершина бесконечной
цепи получит метку за конечное число шагов и разметка связной конечной цепи,
полученной после каждой итерации, является слабо детерминированной и мини-
мальной. �

Из теоремы 8 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 6. Существует автомат, который строит на конечной цепи ми-
нимальную СД-разметку.

Доказательство. Для построения алгоритма поведения искомого автомата до-
статочно дополнить алгоритм разметки цепи из теоремы 8 реакцией на достижение
конца цепи. Пусть G – конечная цепь, у которой V = {v1, . . . , vk} и (vi, vi+1) ∈ E
для всех i = 1, . . . , k−1. Положим, что автомат, исполняя алгоритм СД-разметки,
установил метку в одном из концов цепи, например, в вершине vk. Следовательно,
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дальнейшая разметка в этом направлении невозможна. Автомат возвращается на
предыдущую вершину и далее перемещается, следуя правилу: перейти на вершину,
метка которой отличается от метки предыдущей. Покажем, что автомат, испол-
няя это предписание, будет перемещаться в направлении, противоположном тому,
в котором он перемещался на предыдущей итерации. Предположим, что на преды-
дущей итерации автомат последовательно посетил помеченные ранее вершины vi,
..., vk, где 1 < i < k. Возможны два варианта разметки окрестности вершины vk:
либо µ (vk) = µ (vk−1), либо µ (vk) ̸= µ (vk−1). В обоих случаях µ (vk−2) ̸= µ (vk) и
µ (vk−3) ̸= µ (vk−1). На текущей итерации автомат возвращается на вершину vk−1

и должен перейти на вершину, метка которой отличается от µ (vk). В окрестно-
сти vk−1 единственной такой вершиной является vk−2. Из vk−2 автомат должен
перейти на вершину, метка которой отличается от µ (vk−1). В окрестности vk−2

единственной такой вершиной является vk−3. Продолжая этот процесс автомат
посетит вершину vi. Таким образом, на каждой итерации автомат движется в на-
правлении, противоположном тому, в котором он двигался на предыдущей. Далее
автомат продолжает челночные перемещения по помеченному подграфу цепи (т. к.
по предварительной договоренности автомат может пополнить запас меток только
посещая начальную вершину), но добавляет помеченные вершины только к одно-
му его концу. Автомат останавливается после разметки второй висячей вершины
цепи. �

6. Выводы.

В работе получены необходимые и достаточные условия в виде ограничений
на свойства графоходного автомат и разметку бесконечной цепи, при которых ав-
томат без компаса сохраняет направление перемещения на цепи. Предложены два
типа вершинной разметки цепи, допускающие направленное перемещение автома-
та. Разработаны методы и алгоритмы автоматного обхода конечных и бесконечных
помеченных цепей и построения обоих типов разметки для непомеченных цепей.
Полученные результаты закладывают основы для изучения навигации автоматов
без компаса и их коллективов в стационарных однородных дискретных средах.

Цитированная литература

1. Килибарда Г., Кудрявцев В.Б., Ушчумлич Ш.М. Независимые системы автоматов в лаби-
ринтах // Дискретная математика. – 2003. – Т. 15, вып. 2. – С. 3–39.

2. Килибарда Г., Кудрявцев В.Б., Ушчумлич Ш.М. Коллективы автоматов в лабиринтах //
Дискретная математика. – 2003. – Т. 15, вып. 3. – С. 3–39.

3. Стаматович Б. Распознавание односвязных цифр автоматом // Интеллектуальные систе-
мы. – 1998. – Т. 3, вып. 3–4. – С. 281–305.

4. Стаматович Б. Распознавание двусвязных цифр коллективом автоматов // Интеллекту-
альные системы. – 1998. – Т. 4, вып. 1–2. – С. 321–337.

5. Деглина Ю.Б., Козловский В.А., Костогрыз К.А. Автоматное распознавание оцифрованных
многоугольников // Искусственный интеллект. – 2004. – № 3. – С. 443–452.

6. Dudek G., Jenkin M. Computational Principles of Mobile Robotics. – Cambridge University Press,
2010. – 406 p.

137



С. В. Сапунов

7. Blum M., Kozen D. On the Power of the Compass // SFCS ’78 Proc. 19th Annu. Symp. Found.
Comput. Sci. – IEEE Computer Society Washington, 1978. – P. 132–142.

8. Donald B.R. The Compass That Steered Robotics // Logic and Program Semantics. – Springer,
2012. – P. 50–65.

9. Bhatt S., Even S., Greenberg D., Tayar R. Traversing Directed Eulerian Mazes // Journal of
Graph Algorithms and Applications. – 2002. – Vol. 6, N. 2. – P. 157–173.

10. Бабичев А.В. Ориентирование в лабиринте // Автоматика и телемеханика. – 2008. – Вып. 2.
– С. 135–145.

11. Дистель Р. Теория графов. – Новосибирск, Изд-во Ин-та математики, 2002. – 336 с.
12. Курганский А.Н., Сапунов С.В. О направленном перемещении коллектива автоматов без

компаса на одномерной целочисленной решетке // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Мате-
матика. Механика. Информатика. – 2016. – Т. 16, Вып. 3. – С. 356–365.

References
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S. V. Sapunov
On the Directional Movement of a Graph Walking Automaton without a Compass on
Infinite Path Graph.

Automata walking on graphs are a mathematical formalization of autonomous mobile agents with
limited memory operating in discrete environments. Under this model arose an intensively developing
broad area of studies of the behaviour of automata in labyrinths (labyrinth is an embedded directed
graph of special form). Research in this regard received a wide range of applications, for example, in the
problems of image analysis and navigation of mobile robots. The results for automata and labyrinths are
based on the important assumption that automata operating in labyrinths can distinguish directions,
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that is, they have a compass. This paper deals with the problem of organizing a directional movement
of a graph-walking automaton on infinite path graph (i.e. infinite connected two-regular graph). We
consider the following problem. Initially the automaton located at an arbitrary vertex of the vertex-
labelled path graph. The automaton looking over neighbourhood of the current vertex and may travel
to some neighbouring vertex selected by its label. The automaton does not distinguish between equally
labelled vertices by their coordinates of direction (that means automaton has no compass). It is
required to find necessary and sufficient conditions in the form of restrictions on the properties of
the automaton and on the labelling of the graph under which the automaton maintain movement
direction. Two types of vertex labelling sufficient for automaton navigation are proposed. Labelling
function is called weakly deterministic if all vertices in open neighbourhood of every vertex have
different labels. Labelling function is called deterministic all vertices in closed neighbourhood of every
vertex have different labels. It is shown that for the deterministic labelling the directions at any
vertex are uniquely determined, but for the weakly deterministic labelling not. A vertex labelling
that minimize the number of different label types is called a minimal labelling. It is demonstrated
that for infinite chain: (1) minimal deterministic labelling uses three label types; (2) minimal weakly
deterministic labelling uses two label types. Algorithms for constructing both types of labelling for
finite and infinite unlabelled path graphs are developed. The obtained results lay the basis for studying
navigation of automata without a compass and their collectives in stationary homogeneous discrete
environments.

Keywords: graph traversal, vertex labelling, labyrinth, finite automaton, mobile agent, robot, directional
movement.

С. В. Сапунов
Про спрямоване перемiщення графохiдного автомату без компаса на нескiнченному
ланцюзi.

Розв’язано задачу органiзацiї спрямованого перемiщення графохiдного автомату без компаса на
нескiнченному ланцюзi (тобто нескiнченному зв’язному 2-регулярному графi). Отриманi необ-
хiднi та достатнi умови у виглядi обмежень на властивостi автомата i розмiтку ланцюга, за яких
автомат зберiгає напрямок перемiщення на ланцюзi. Запропоновано два типи вершинної розмiт-
ки ланцюгу, що допускають спрямоване перемiщення автомата: так званi детермiнована i слабо
детермiнована розмiтки. Розроблено методи та алгоритми обходу автоматом скiнченних i нескiн-
ченних помiчених ланцюгiв. Для обох типiв розмiтки розроблено алгоритми розмiтки ланцюгiв,
усi вершини яких не позначенi або позначенi однiєю i тiєю ж позначкою. Отриманi результати
закладають основи для вивчення навiгацiї автоматiв без компасу та їх колективiв у стацiонарних
однорiдних дискретних середовищах.

Ключовi слова: обхiд графу, вершинна розмiтка, лабiринт, скiнченний автомат, мобiльний
агент, робот, спрямоване перемiщення.
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НЕЛИНЕЙНАЯ ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ДЮФФИНГА В КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ

Исследована задача о нахождении условий существования и построении решений периодической
задачи для нелинейного уравнения Дюффинга. При этом, исследованная нелинейная периоди-
ческая задача для уравнения Дюффинга не является слабонелинейной, в отличие от наиболее
изученных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Изучен случай на-
личия простых корней уравнения для порождающих амплитуд. Для нахождения решений по-
ставленной задачи в критическом случае получены конструктивные необходимые и достаточные
условия существования, а также построена сходящаяся итерационная схема. Актуальность изу-
чения нелинейного уравнения Дюффинга связана с многочисленными применениями уравнения
Дюффинга в теории колебаний, механике, электронике, кардиологии. Для промежуточного вы-
числения корней нелинейных вещественных уравнений построена оригинальная итерационная
техника с кубической сходимостью. Предложенная итерационная техника определяет на каж-
дом шаге точное выполнение условий разрешимости, гарантирующее отсутствие вековых (или
секулярных) членов, при этом приближения к решениям периодической задачи для уравнения
Дюффинга являются периодическими функциями. Для контроля скорости сходимости итераци-
онной схемы к точному решению периодической задачи для уравнения Дюффинга использованы
невязки полученных приближений в уравнении Дюффинга в пространстве непрерывных функ-
ций, определенных на отрезке, длина которого определяется на каждом шаге итерационной схе-
мы. Заметим также, что итерационная схема с кубической сходимостью применима для нахожде-
ния приближенных решений автономных краевых задач для обыкновенных дифференциальных
уравнений, для которых каждое приближение в точности удовлетворяет краевому условию.
MSC: 34B15.
Ключевые слова: периодическая краевая задача, критический случай, итерационная техника
с кубической сходимостью, уравнение Дюффинга.

1. Постановка задачи.

Рассмотрим задачу о нахождении 2π-периодических решений y(t) ∈ C1[0; 2π]
нелинейного уравнения Дюффинга с возмущением [1, 2]

y′′ + y = f(t) + Y (y), Y (y) := y3. (1)

Неоднородность f(t) считаем непрерывной f(t) ∈ C[0; 2π] 2π-периодической функ-
цией. Периодические решения нелинейного уравнения Дюффинга (1) будем искать
в окрестности решения

y0(t, c0) = c0 cos t, c0 ∈ R1

однородной части этого уравнения. Полагаем выполненным условие разрешимости

Работа выполнена при финансовой поддержке МОН Украины (номер государственной реги-
страции 0115U003182).
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2π-периодической задачи для линейной части уравнения Дюффинга (1)

2π∫
0

cos t f(t) dt = 0, (2)

при этом линейная часть этой задачи имеет однопараметрическое семейство ре-
шений

y0(t, c0) = c0 cos t+G

[
f(s)

]
(t), c0 ∈ R1,

представимое оператором Грина

G

[
f(s)

]
(t) :=

t∫
0

sin(t− s) f(s) ds

2π-периодической задачи для линейной части

y′′ + y = f(t)

уравнения Дюффинга (1). Периодические решения нелинейного уравнения Дюф-
финга (1)

y(t) = y0(t, c0) + x(t)

будем искать в окрестности решения y0(t, c0) линейной части этого уравнения в
виде разложения по косинусам независимой переменной. Для нахождения возму-
щения x(t) ∈ C1[0; 2π] приходим к 2π-периодической задаче для уравнения

x′′ + x = Y (y0 + x),

разрешимой тогда и только тогда, когда

2π∫
0

Y (y0(t, c0) + x(t)) cos t dt = 0. (3)

Для нахождения амплитуды c0 ∈ R1 порождающего решения y0(t, c0) приходим к
уравнению

F0(c0) :=

2π∫
0

Y (y0(t, c0)) cos t dt = 0. (4)

Уравнение (4) традиционно называют уравнением для порождающих амплитуд
2π-периодической задачи для уравнения Дюффинга (1). Уравнение (4) при f(t) =
cos 3t имеет единственный простой

B0 =
3π

128
̸= 0
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действительный корень

c∗0 = −1

8
, B0 := F ′(c∗0).

Приближения к периодическому решению нелинейного уравнения Дюффинга (1)
будем искать в окрестности порождающего решения y0(t, c∗0) в виде

yk+1(t) = y0(t, c
∗
0) + ck+1 cos t+ xk+1(t), (5)

xk+1(t) := G

[
Y (y0(s, c

∗
0) + ck cos s+ xk(s))

]
(t), k = 0, 1, 2 , ... .

Итерационная схема (5) соответствует методу простых итераций [3, 4]. Условием
сходимости итерационной схемы (5) является требование сжимаемости∣∣∣∣∣∣∣∣G′

x

[
Y (y0(s, c

∗
0) + ck cos s+ xk(s))

]∣∣∣∣∣∣∣∣ < 1, k = 0, 1, 2 ...

для оператора G. Условие сходимости выполнено для первого шага:∣∣∣∣∣∣∣∣G′
x

[
Y (y0(s, c

∗
0))

]∣∣∣∣∣∣∣∣ ≈ 0, 0455 389 ≪ 1.

Периодическая задача для уравнения первого приближения

x′′1(t) + x1(t) = Y (y0(t, c
∗
0))

разрешима в силу равенства F0(c
∗
0) = 0, при этом

x1(t) = − 31 cos t

163 840
+

3 cos 3t

16 384
+

cos 9t

163 840
.

Условие существования 2π-периодического решения уравнения Дюффинга (1) для
первого шага имеет вид

F1(c1) :=

2π∫
0

Y (y1(t, c1)) cos t dt = 0. (6)

Условия существования 2π-периодического решения уравнения Дюффинга (1) для
каждого шага, и, в частности, уравнение (6) являются ключевыми при построении
2π-периодического решения уравнения Дюффинга (1). Традиционно, для облегче-
ния вычислений, применялась линеаризация этих условий, приводящая к появле-
нию вековых членов в приближениях к решению 2π-периодической задачи для
уравнения Дюффинга [3, 4]. Для избежания появления вековых членов в прибли-
жениях к решению краевых задач нами ранее был использован метод наименьших
квадратов [5]. Целью данной статьи является построение итерационной схемы,
основанной на максимально точном решении уравнений, представляющих собой
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условия существования 2π-периодического решения уравнения Дюффинга (1) для
каждого шага, в частности, уравнения (6).

2. Итерационная схема с кубической сходимостью.

Исследуем задачу о нахождении решения z∗ ∈ R1 скалярного уравнения

f(z) := z + εφ(z) = 0, (7)

где φ(z) : R1 → R1 – нелинейная функция, трижды непрерывно дифференци-
руемая на отрезке [a, b] и ε – малый положительный параметр. Предположим,
что уравнение (7) имеет на отрезке [a, b] корень z∗ ∈ R1. В малой окрестности
z0 + x ∈ [a, b] нулевого приближения z0 ∈ (a, b) к решению уравнения (7) имеет
место разложение

f(z0 + x) = f(z0) + f ′(z0)x+
f ′′(z0)

2
x2 + ... .

Полагая
f(z0) + f ′(z0)x+

f ′′(z0)

2
x2 ≈ 0,

для нахождения приближенного решения z0 + x уравнения (7) приходим к квад-
ратному уравнению

f(z0) + f ′(z0)x+
f ′′(z0)

2
x2 = 0; (8)

здесь
f ′(z0) = 1 + εφ′(z0), f

′′(z0) = εφ′′(z0).

Дискриминант квадратного уравнения (8)

D(z0) := (1 + εφ′(z0))
2 − 2ε(z0 + εφ(z0))φ

′′(z0) =

= 1 + 2 εφ′(z0)− 2 ε (z0 + εφ(z0))φ
′′(z0) + ε2 (φ′(z0))

2

для достаточно малых положительных значений параметра ε ∈ [0; ε0] положите-
лен, поэтому уравнение (8) имеет действительный корень

x =

√
D(z0)− 1− εφ′(z0)

εφ′′(z0)
,

который определяет приближенное решение уравнения (7)

z = z0 +

√
D(z0)− 1− εφ′(z0)

εφ′′(z0)
, D(z0) ≥ 0.

Кроме того, при условии D(z0) ≥ 0 уравнение (8) может иметь действительный
корень

x =
−
√
D(z0)− 1− εφ′(z0)

εφ′′(z0)
.
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Таким образом, при условии D(z0) ≥ 0 для различных значений параметра ε и
нулевого приближения z0 ∈ (a, b) уравнение (8) имеет по меньшей мере один корень

x =
±
√
D(z0)− 1− εφ′(z0)

εφ′′(z0)
, D(z0) ≥ 0,

который определяет приближенные решения уравнения (7)

z = z0 +
±
√
D(z0)− 1− εφ′(z0)

εφ′′(z0)
, D(z0) ≥ 0.

Заметим, что решение z = z(ε) уравнения (7) при ε = 0 обращается в нуль, поэтому
для достаточно малых положительных значений параметра ε ∈ [0; ε0] квадратное
уравнение (8) имеет единственный действительный корень. Поскольку

z(ε) =

(
φ(z0)φ

′(z0) + z0φ
′(z0)−

z20
2
φ′′(z0)

)
ε+ ... ,

постольку найденное для достаточно малых положительных значений параметра
ε ∈ [0; ε0] приближенное решение z = z(ε) уравнения (7) при ε = 0 также обра-
щается в нуль. Кроме того, при условии D(z0) > 0 уравнение (7) может иметь
действительный корень, который при ε = 0 не обращается в нуль. Таким образом,
при условии D(z0) ≥ 0 для различных значений параметра ε ∈ [0; ε0] и нулевого
приближения z0 ∈ (a, b) уравнение (7) имеет по меньшей мере один действитель-
ный корень.

Покажем, что для нахождения точного решения z∗ ∈ R1 уравнения (7) при
условии D(zk) ≥ 0 применима итерационная схема

zk+1 = zk +
±
√
D(zk)− 1− εφ′(zk)

εφ′′(zk)
, k = 0, 1, 2, ... . (9)

Согласно принятому соглашению функция f(z) трижды непрерывно дифферен-
цируема на отрезке [a, b], следовательно, имеет место формула Тейлора (11):

f(z∗) = f(z∗ − zk + zk) = f(zk)+ (10)

+f ′(zk) (z
∗ − zk) +

1

2
f ′′(zk)(z

∗ − zk)
2 + r2(zk, z

∗ − zk) := 0,

где
r2(zk, z

∗ − zk) :=
1

3!
f ′′′(ξ) (z∗ − zk)

3, a < zk ≤ ξ ≤ z∗ < b

– дополнительный член в форме Лагранжа [6, c. 257]. Нами использована формула
Тейлора

f(z0 + x) = f(z0) + f ′(z0)x+ (11)

+
1

2!
f ′′(z0)x

2 + ... +
1

k!
f (k)(z0)x

k + rk(z0, x), k = 1, 2, ... ,
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где
rk(z0, x) :=

1

(k + 1)!
f (k+1)(ξ)xk+1, z0 ≤ ξ ≤ z0 + x

– дополнительный член в форме Лагранжа:

f(z∗) = f(zk) + f ′(zk) (z
∗ − zk) +

1

2
f ′′(zk)(z

∗ − zk)
2,

здесь произведена замена точного решения z∗ ∈ R1 уравнения (7) приближенным
решением zk+1 :

f(zk) + f ′(zk) (zk+1 − zk) +
1

2
f ′′(zk)(zk+1 − zk)

2 = 0. (12)

Равенства (10) и (12) приводят к оценке

|z∗ − zk+1| ≤
||f ′′′(ξ)|| · |z∗ − zk|3

|3f ′′(zk)(z∗ − 2zk + zk+1) + 6f ′(zk)|
.

Предположим, что для любых k = 0, 1, 2, ... имеют место неравенства

||f ′′′(ξ)||C[|z0−q,z0+q|] ≤ ψ1(k), (13)

|f ′′(zk)(z∗ − 2zk + zk+1) + 2f ′(zk)|−1 ≤ ψ2(k).

Пусть существует константа

θ = sup
k∈N

{
ψ1(k)ψ2(k)

3

}
.

В этом случае имеет место оценка

|z∗ − zk+1| ≤ θ · |z∗ − zk|3,

свидетельствующая о том, что если итерационная схема (9) сходится к точному
решению z∗ уравнения (7), то эта сходимость — кубическая. Найдем условие схо-
димости итерационной схемы (9) к точному решению z∗ уравнения (7); для этого
используем оценки

|z∗ − z1| ≤ θ · |z∗ − z0|3, |z∗ − z2| ≤ θ · |z∗ − z1|3 ≤ θ1+3 · |z∗ − z0|3
2
,

|z∗ − z3| ≤ θ · |z∗ − z2|3 ≤ θ1+3+32 · |z∗ − z0|3
3
, ... ,

|z∗ − zk| ≤ θ · |z∗ − zk−1|3 ≤ θ1+3+32+ ... +3k−1 · |z∗ − z0|3
k
, ... .

Таким образом, имеет место неравенство

|z∗ − zk| ≤ θ
3k−1
3−1 · |z∗ − z0|3

k
=

1√
θ
·

(
θ · |z∗ − z0|

)3k

,
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свидетельствующее о сходимости итерационной схемы (9) к точному решению z∗

уравнения (7) при условии
θ · |z∗ − z0| < 1,

причем эта сходимость — кубическая. На практике последнее неравенство можно
заменить следующим: θ · |zk − z0| < 1.

Теорема. Предположим, что для уравнения (7) выполнены следующие усло-
вия

1. Нелинейная функция φ(z) : R1 → R1, трижды непрерывно дифференцируе-
мая на отрезке [a, b], имеет на отрезке [a, b] корень z∗ ∈ R1.

2. В окрестности (z0 − q, z0 + q) ⊆ [a, b] ⊆ R1 нулевого приближения z0 для
значений параметра ε ∈ [0; ε0] имеют место неравенства

||f ′′′(ξ)||C[|z0−q,z0+q|] ≤ ψ1(k), |f ′′(zk+1)(zk+1 − zk) + f ′(zk+1)|−1 ≤ ψ2(k + 1).

3. В указанной окрестности нулевого приближения z0 для значений парамет-
ра ε ∈ [0; ε0] имеют место неравенства

D(zk) ≥ 0, θ · |zk − z0| < 1, k = 0, 1, 2, ... , (14)

где

θ = sup
k∈N

{
ψ1(k)ψ2(k)

6

}
.

Тогда для нахождения решения z∗ уравнения (7) применима итерационная схе-
ма (9), при этом скорость сходимости итерационной схемы (9) к решению z∗

уравнения (7) кубическая.

Заметим, что итерационная схема (9) не повторяет метод Шредера [7, c. 154],
комбинированный метод Дэккера и Брэнта [8, 9], метод Мюллера [10], а также
четырехшаговый метод Риддерса [11].

3. Итерационная схема в случае периодической задачи для уравнения
Дюффинга.

Для нахождения решения c1 ∈ R1 уравнения (6) применим итерационную схему
(9), при этом D(c0) ≈ 0, 0053 898 ̸= 0, следовательно

c∗1 ≈
1 184 219

6 286 734 039
, F (c∗1) ≈ 0,

при этом условие (14) на первом шаге выполнено:

θ · |c∗1| ≈ 0, 00 726 098 ≪ 1.
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Положим для второго шага

y2(t) = y0(t, c
∗
0) + c2 cos t+ x2(t), c2 ∈ R1,

где

x2(t) = − 2 679 191 cos t

14 223 197 261
+

11 140 594 cos 3t

61 113 645 011
+

220 541 cos 9t

36 303 344 650
− 835 cos 15t

2 622 815 013 818
.

Требование сжимаемости оператора G для уравнения второго приближения вы-
полнено: ∣∣∣∣∣∣∣∣G′

x

[
Y (y1(s, c

∗
1))

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

≈ 0, 0454 055 ≪ 1 .

Для нахождения константы c2 ∈ R1 применим итерационную схему (9), при этом
D(c∗1) ≈ 0, 00538 994 ̸= 0, следовательно

c∗2 ≈
1 184 219

6 286 734 039
, F2(c

∗
2) ≈ 0,

при этом условие (14) на втором шаге выполнено:

θ · |c∗2| ≈ 0, 0362 726 ≪ 1.

Требование сжимаемости для оператора G для уравнения третьего приближения
выполнено: ∣∣∣∣∣∣∣∣G′

x

[
Y (y2(s, c

∗
2))

]
(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

≈ 0, 0454 064 ≪ 1 .

Для нахождения константы c3 ∈ R1 применим итерационную схему (9), при этом
D(c∗2) ≈ 0, 00538 994 ̸= 0, следовательно

c∗3 ≈
2 395 933

12 719 180 575
, F3(c

∗
3) ≈ 0,

при этом условие (14) на третьем шаге выполнено:

θ · |c∗3| ≈ 0, 0362 733 ≪ 1.

Заметим, что в отличие от использованного ранее метода Ньютона, итерацион-
ная схема (9) позволяет нахождение констант c1, c2, c3 ∈ R1 за одну итерацию.
Таким образом, найдено третье приближение к решению нелинейного уравнения
Дюффинга (1):

y3(t) = − 345 cos t

1 608 254 353 012
− 19 084 003 cos 3t

152 895 002
+

85 835 cos 9t

14 129 039 197
− 1763 cos 15t

5 564 301 169 003
.

Для оценки точности найденных приближений к решению периодической задачи
для уравнения Дюффинга (1) определим невязки

∆k :=

∣∣∣∣∣∣∣∣y′′k(t) + yk(t)− f(t)− y3k(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2, 3.
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В частности
∆0 ≈ 0, 00195 313, ∆1 ≈ 8, 87 541× 10−6,

∆2 ≈ 3, 93 095× 10−8, ∆3 ≈ 1, 77 160× 10−10.

В заключение, отметим, что исследованная нелинейная периодическая задача
для уравнения Дюффинга (1) не является слабонелинейной, в отличие от наибо-
лее изученных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений
[3, 4, 12, 13, 14, 15]. Кроме того, при построении приближений к решению периоди-
ческой задачи для уравнения Дюффинга (1), в отличие от статьи [16], на каждом
шаге обеспечено точное выполнение условий разрешимости, гарантирующее от-
сутствие вековых членов. Заметим также, что итерационная схема (9) применима
для нахождения приближенных решений автономных краевых задач для обыкно-
венных дифференциальных уравнений [17], для которых каждое приближение в
точности удовлетворяет краевому условию.
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S. M. Chuiko, O. V. Nesmelova (Starkova), D. V. Sysoev
Periodic value problem for an equation of Duffing in the critical case.

We studied the problem of finding conditions of existence and constructing solutions of the periodic
problem for the nonlinear Duffing equation. Moreover, the studied nonlinear periodic problem for the
Duffing equation is not weakly nonlinear, in contrast to the most studied boundary-value problems
for ordinary differential equations. We studied the case of simple roots of the equation for generating
amplitudes. To find solutions to the problem in the critical case, constructive necessary and sufficient
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conditions for existence were obtained, and a convergent iterative scheme was constructed. Actuality
of studying the nonlinear Duffing equation is connected with numerous applications of the Duffing
equation in the theory of oscillations, mechanics, electronics, and cardiology. For an intermediate
calculation of roots of non-linear real equations, an original iterative technique with cubic convergence
was constructed. The proposed iterative technique determines an exact fulfillment of solvability condi-
tions at each step, guaranteeing the absence of secular terms, wherein approximations to solutions of the
periodic problem for the Duffing equation are periodic functions. To control the rate of convergence
of the iterative scheme to the exact solution of the periodic problem for the Duffing equation, the
discrepancies of the approximations were used in the Duffing equation in the space of continuous
functions defined on an interval whose length is determined at each step of the iteration scheme.
We also note that the iterative scheme with cubic convergence is applicable for finding approximate
solutions of autonomous boundary value problems for ordinary differential equations for which every
approximation exactly satisfies the boundary condition.

Keywords: periodic boundary value problem, critical case, iterative technique with cubic convergence,
Duffing equation.

С. М. Чуйко, О. В. Нєсмєлова (Старкова), Д. В. Сисоєв
Нелiнiйна перiодична задача для рiвняння Дюффiнга в критичному випадку.

Дослiджено задачу про знаходження умов iснування та побудову розв’язкiв перiодичної задачi
для нелiнiйного рiвняння Дюффiнга. При цьому, дослiджена нелiнiйна перiодична задача для
рiвняння Дюффiнга не є слабконелiнiйною, на вiдмiну вiд найбiльш вивчених крайових задач
для звичайних диференцiальних рiвнянь. Вивчено випадок наявностi простих коренiв рiвняння
для породжують амплiтуд. Для знаходження розв’язкiв поставленої задачi в критичному ви-
падку отриманi конструктивнi необхiднi i достатнi умови iснування, а також побудована збiжна
iтерацiйна схема. Актуальнiсть вивчення нелiнiйного рiвняння Дюффiнга пов’язана з численни-
ми застосуваннями рiвняння Дюффiнга в теорiї коливань, механiцi, електронiцi, кардiологiї. Для
промiжного обчислення коренiв нелiнiйних дiйсних рiвнянь побудована оригiнальна iтерацiйна
технiка з кубiчною збiжнiстю. Запропонована iтерацiйна технiка визначає на кожному кроцi
точне виконання умов розв’язностi, якi гарантують вiдсутнiсть вiкових (або секулярних) членiв,
при цьому наближення до розв’язкiв перiодичної задачi для рiвняння Дюффiнга є перiодичними
функцiями. Для контролю швидкостi збiжностi iтерацiйної схеми до точного розв’язання пе-
рiодичної задачi для рiвняння Дюффiнга використанi невязки отриманих наближень в рiвняннi
Дюффiнга в просторi неперервних функцiй, визначених на вiдрiзку, довжина якого визначається
на кожному кроцi iтерацiйної схеми. Зауважимо також, що iтерацiйна схема з кубiчної збiжнiстю
застосовна для знаходження наближених розв’язкiв автономних крайових задач для звичайних
диференцiальних рiвнянь, для яких кожне наближення в точностi задовольняє крайовiй умовi.

Ключовi слова: перiодична крайова задача, критичний випадок, iтерацiйна технiка з кубiч-
ною збiжнiстю, рiвняння Дюффiнга.
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ОПЕРАТОР ГРIНА МАТРИЧНОЇ
IНТЕГРАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

Знайденi умови розв’язку, а також конструкцiя узагальненого оператора Грiна лiнiйної крайо-
вої задачi для матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим
ядром. Актуальнiсть вивчення теорiї крайових задач для лiнiйних iнтегрально-диференцiальних
рiвнянь пов’язана з численними застосуваннями в задачах механiки, аеродинамiки, вiдновлення
параметрiв, а також теорiї коливань. Для розв’язання матричної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi застосованi оригiнальнi умови розв’язностi, а також конструкцiя загального
розв’язку матричного рiвняння типу Сильвестра.

У роботi суттєво використовується апарат псевдообернення (за Муром–Пенроузом) мат-
риць [1], конструкцiї узагальнених операторiв Грiна, побудованi в роботах А. М. Самойленка
i О. А. Бойчука [1] та методи розв’язання матричних рiвнянь Ляпунова та Сильвестра, побудо-
ванi в роботах О. А. Бойчука, С. А. Кривошеї [6] та С. М. Чуйка [7, 12].

Запропонованi умови розв’язку, а також конструкцiя узагальненого оператора Грiна крайо-
вої задачi для матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим
ядром узагальнюють умови розв’язку i конструкцiю узагальненого оператора Грiна iнтегрально-
диференцiальної крайової задачi [2, 8], а також матричної крайової задачi [9]. Крiм того, аналогiч-
нi умови розв’язку, а також конструкцiя узагальненого оператора Грiна матричної iнтегрально-
диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром можуть бути отриманi для
аналогiчної крайової задачi в абстрактних просторах [1, 10]. Запропонована схема дослiдження
крайових задач матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим
ядром (1) аналогiчно [8] може бути перенесена на нелiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi системи
типу Фредгольма з виродженим ядром, а також аналогiчно [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17] – на матричнi
крайовi задачi для iнтегрально-диференцiальних систем типу Фредгольма з виродженим ядром,
що мiстять диференцiально-алгебраїчний оператор. З iншого боку, у разi нерозв’зностi матричнi
крайовi задачi для iнтегрально-диференцiальних систем типу Фредгольма з виродженим ядром
можуть бути регуляризованi аналогiчно [18, 19].
MSC: 34B15.
Ключовi слова: оператор Грiна, матрична iнтегрально-диференцiальна система, крайова за-
дача.

1. Постановка задачi.

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язку [1, 2]

Z(t) ∈ D2
α×β [a; b] := D2[a; b]⊗ Rα×β , Z ′(t) ∈ L2

α×β [a; b] := L2[a; b]⊗ Rα×β

матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з вирожденим
ядром

Z ′(t) = Φ(t)

∫ b

a

[
A(s)Z(s) +B(s)Z ′(s)

]
Ψ(t) ds+ F (t), (1)

Роботу виконано за фiнансової пiдтримки МОН України (номер державної реєстрацiї
0115U003182).
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пiдпорядкованої крайовiй умовi

LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν . (2)

Тут

Φ(t) ∈ L2
α×γ [a; b], A(t), B(t) ∈ L2

γ×α[a; b], Ψ(t) ∈ L2
β×β[a; b], F (t) ∈ L2

α×β [a; b];

LZ(·) – лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : D2
α×β[a; b] → Rµ×ν .

Взагалi кажучи, припускаємо α, β, γ, µ, ν ∈ N – довiльнi натуральнi числа. Мат-
рична крайова задача (1), (2) узагальнює традицiйнi постановки задач для iнте-
грально-диференцiальної системи типу Фредгольма [1, 2]. Розв’язок матричної
iнтегрально-диференцiальної системи (1) представимо у виглядi

Z(t) =

∫ t

a
Φ(s)C0Ψ(s) ds+ C1 + F(t), F(t) :=

∫ t

a
F (s) ds,

де

C0 :=

∫ b

a

[
A(s)Z(s) +B(s)Z ′(s)

]
ds ∈ Rγ×β , C1 ∈ Rα×β

– невiдомi сталi матрицi, для знаходження яких приходимо до матричного рiвнян-
ня типу Сильвестра [3]

C0 −
∫ b

a
A(t)

∫ t

a
Φ(s)C0Ψ(s) ds dt−

∫ b

a
A(t)C1 dt−

∫ b

a
A(s)Φ(s)C0Ψ(s) ds = B; (3)

тут

B :=

∫ b

a

[
A(s)F(s) +B(s)F (s)

]
ds ∈ Rγ×β

– стала матриця.

2. Узагальнений оператор Грiна задачi Кошi.

Визначимо оператор [3]

A = MB : Rm×n → Rm·n,

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi B ∈ Rm×n вектор-стовпець
MB ∈ Rm·n, складений з n стовпцiв матрицi B, а також обернений оператор

M−1A : Rm·n → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору A ∈ Rm·n матрицю B ∈ Rm×n. Позначимо
Θ(j) ∈ Rγ×β , j = 1, 2, ... , β · γ – природний базис [4] простору Rβ×γ , а також

Ξ(j) ∈ Rα×β , j = 1, 2, ... , α · β
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– природний базис простору Rα×β , при цьому задача про знаходженя розв’язку
рiвняння (1) приводить до задачi про знаходженя векторiв ξ ∈ Rβγ и ζ ∈ Rαβ ,
компоненти яких визначають розкладання матриць

C0 =

β·γ∑
j=1

Θ(j)ξj , C1 =

α·β∑
j=1

Ξ(j)ζj , ξj , ζj ∈ R1, c :=

(
ξ
ζ

)
∈ Rαβ+βγ .

У нових позначеннях, рiвняння (3) набуває вигляду

Dc = MB, D := [ D0; D1 ], (4)

де

D0 :=

[
D(j)

0

]β·γ
j=1

∈ Rβ·γ×β·γ , D(j)
0 := MΘ(j) −

∫ b

a
A(s)Φ(s)Θ(j)Ψ(s) ds −

−M
∫ b

a
A(t)

∫ t

a
Φ(s)Θ(j)Ψ(s) ds dt,

а також

D0 :=

[
D(j)

0

]α·β
j=1

∈ Rβ·γ×α·β , D(j)
1 := −M

∫ b

a
A(t)Ξ(j) dt

– сталi матрицi. Позначимо PD∗ ∈ Rβγ×βγ i PD ∈ R(α+γ)β×(α+γ)β матрицi-ортопроектори:

PD∗ : Rβγ → N(D∗), PD : Rαβ+βγ → N(D∗).

За умови [1, 3, 14]
PD∗MB = 0 (5)

загальний розв’язок рiвняння (4)

c = D+MB + PDρcρ, cρ ∈ Rρ

визначає загальний розв’язок

C0 = C0(B) + C0(cρ), C0(B) := M−1

[
ξ(B)

]
, C0(cρ) := M−1

[
ξ(cρ)

]
,

C1 = C1(B) + C1(cρ), C1(B) := M−1

[
ζ(B)

]
, C1(cρ) := M−1

[
ζ(cρ)

]
матричного рiвняння типу Сильвестра (3); тут

ξ(B) :=
(
Iβγ O

)
D+MB, ξ(cρ) :=

(
Iβγ O

)
PDρcρ,

ζ(B) :=
(
O Iαβ

)
D+MB, ζ(cρ) :=

(
O Iαβ

)
PDρcρ;
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матриця PDρ ∈ R(α+γ)β×ρ складена з ρ лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi-
ортопроектора PD.

Лемма. За умови (5) загальний розв’язок

Z(t, cρ) =W (t, cρ) +K
[
F (s)

]
(t), cρ ∈ Rρ

задачi Кошi Z(a) = C1(cρ) для рiвняння (1) визначає узагальнений оператор Грiна
матричної задачi Кошi

K
[
F (s)

]
(t) :=

∫ t

a
Φ(s)C0(B)Ψ(s) ds+ C1(B) + F(t);

тут

W (t, cρ) := C1(cρ) +

∫ t

a
A(s)Φ(s)C0(cρ)Ψ(s) ds, cρ ∈ Rρ

– загальний розв’язок задачi Кошi Z(a) = 0 для однорiдної частини рiвняння (1).

3. Узагальнений оператор Грiна iнтегрально-диференцiальної край-
ової задачi.

Позначимо
Θ(j)
ρ ∈ Rρ, j = 1, 2, ... , ρ

– природний базис простору Rρ. Пiдставляючи розв’язок рiвняння (1) у крайову
умову (2), приходимо до задачi про зноходження розв’язку

cρ =

ρ∑
j=1

Θ(j)
ρ ξj ∈ Rρ, ξj ∈ R1, j = 1, 2, ... , ρ

матричного рiвняння типу Сильвестра [3, 6, 7]

LW (·, cρ) + LK
[
F (s)

]
(·) = A ∈ Rµ×ν . (6)

В критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умови (5) i [3, 7]

PQ∗
d
M
{
A− LK

[
F (s)

]
(·)
}

= 0 (7)

розв’язок матричного рiвняння (5) визначає вектор cρ = cρ(cr) + cρ(A, F ), де

cρ(A, F ) := Q+M
{
A− LK

[
F (s)

]
(·)
}
, cρ(cr) := PQrcr, cr ∈ Rr.
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Тут PQ∗− (µ · ν × µ · ν)− матриця-ортопроектор PQ∗ : Rµ·ν → N(Q∗), де

Q :=

[
Qi

]ρ
j=1

∈ Rµ·ν×ρ, Qj := M

{
LM−1

[
W (·,Θ(j)

ρ )

]}
, j = 1, 2, ... , ρ;

матриця PQr складена з r лiнiйно-незалежних стовпцiв (ρ × ρ)− матрицi-орто-
проектора PQ; матриця PQ∗

d
складена з d лiнiйно незалежних рядкiв матрицi-

ортопроектора PQ∗ . Таким чином, в критичному випадку, за умови (5) i (7) роз-
в’язок матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з вирод-
женим ядром (1), що задовольняє крайовiй умовi (2)

Z(t, cr) =W (t, cr) +G

[
F (s);A

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (s);A

]
(t) :=W (t, cρ(A, F )) +K

[
F (s)

]
(t)

i загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2)

W (t, cr) := C1(cρ(cr)) +

∫ t

a
A(s)Φ(s)C0(cρ(cr))Ψ(s) ds;

тут

W (t, cρ(A, F )) := C1(cρ(A, F )) +
∫ t

a
A(s)Φ(s)C0(cρ(A, F ))Ψ(s) ds.

Таким чином, доведена наступна достатня умова розв’язностi матричної iнтеграль-
но-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1), що задо-
вольняє крайовiй умовi (2).

Теорема. В критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умови (5) i (7), розв’язок мат-
ричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим яд-
ром (1), який задовольняє крайовiй умовi (2)

Z(t, cr) =W (t, cr) +G

[
F (s);A

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (s);A

]
(t) :=W (t, cρ(A, F )) +K

[
F (s)

]
(t)

i загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2)

W (t, cr) := C1(cρ(cr)) +

∫ t

a
A(s)Φ(s)C0(cρ)Ψ(s) ds;
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тут

W (t, cρ(A, F )) := C1(cρ(A, F )) +
∫ t

a
A(s)Φ(s)C0(cρ(A, F ))Ψ(s) ds,

– загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2) та

K
[
F (s)

]
(t) :=

∫ t

a
Φ(s)C0(B)Ψ(s) ds+ C1(B) + F(t);

– узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для лiнiйної
матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродже-
ним ядром (1).

Знайденi умови розв’язностi (5) i (7), а також конструкцiя узагальненого опе-
ратора Грiна крайової задачi для матричної iнтегрально-диференцiальної системи
типу Фредгольма з виродженим ядром (1), (2) узагальнюють традицiйнi резуль-
тати для нетеровых крайових задач [1, 2].

Приклад 1. Вимогам доведеної теореми задовольняє задача про побудову 2π-
перiодичних розв’язкiв матричної iнтегрально-диференцiальної системи

Z ′(t) = Φ(t)

∫ b

a

[
A(s)Z(s) +B(s)Z ′(s)

]
Ψ(t) ds+ F (t), (8)

де

A(t) :=

(
cos t sin t 0
0 0 0

)
, Φ(t) :=

 cos t − sin t
sin t cos t
0 0

 , Ψ(t) :=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

B(t) :=

(
cos t sin t 0
0 cos t sin t

)
, F (t) :=

 sin t 0
cos t sin t
0 cos t

 .

Позначимо

Ξ1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , Ξ2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , ... , Ξ6 :=

 0 0
0 0
0 1


природний базис простору R3×2, а також

Θ1 :=

(
1 0
0 0

)
, Θ2 :=

(
0 0
1 0

)
, ... , Θ4 :=

(
0 0
0 1

)
природний базис простору R2×2; при цьому

D =


1 π −π 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
π 0 1 π 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

 , PD∗ =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
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крiм того

PD =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


PDρ =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


.

Оскiльки PD∗ = 0, то умова (5) виконана. Матрицi

C0(B) =
(

0 π
π 0

)
, C0(cρ) =

(
0 0
0 0

)
,

C1(B) =

 0 0
0 0
0 0

 , C1(cρ) =

 c1 c4
c2 c5
c3 c6


визначають загальний розв’язок

W (t, cρ) = C1(cρ), cρ ∈ R6

задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної частини рiвняння (8), а також узагальнений
оператор Грiна матричної задачi Кошi

K
[
F (s)

]
(t) =

 1− cos t− π sin2 t π cos t sin t
(1 + π cos t) sin t 1− cos t+ π sin2 t

0 sin t

 .

Оскiльки Q = 0, A = 0 i LK[F (s)](·) = 0, то умова (7) виконана, при цьому
розв’язок матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з ви-
родженим ядром, який задовольняє крайовiй умовi (8)

Z(t, cr) =W (t, cr) +G

[
F (s);A

]
(t), cr ∈ R6

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (s);A

]
(t) = K

[
F (s)

]
(t)

i загальний розв’язок W (t, cr) = C1(cρ) однорiдної частини крайової задачi (8).
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У некритичному випадку (PQ∗ = 0) умова (7) виконується для будь-яких неод-
норiдностей крайової задачi (1), (2), при цьому розв’язок матричної iнтегрально-
диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1), який задо-
вольняє крайовiй умовi (2) визначає наступне твердження.

Наслiдок. У некритичному випадку (PQ∗ = 0) за умови (5) розв’язок мат-
ричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим яд-
ром (1), який задовольняє крайовiй умовi (2)

Z(t, cr) =W (t, cr) +G

[
F (s);A

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (s);A

]
(t) :=W (t, cρ(A, F )) +K

[
F (s)

]
(t)

та загальний розв’язок однорiдної частини крайової задачi (1), (2)

W (t, cr) := C1(cρ(cr)) +

∫ t

a
A(s)Φ(s)C0(cρ)Ψ(s) ds.

Приклад 2. Вимогам доведеного наслiдку задовольняє задача про побудову
антиперiодичних розв’язкiв матричної iнтегрально-диференцiальної системи (8).

Загальний розв’язок W (t, cρ), cρ ∈ R6 задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної
частини рiвняння (8), а також узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi
K[F (s)](t) були знайденi в прикладi 1. Оскiльки Q = 2 I6, A = 0 i LK[F (s)](·) = 0,
то єдиний розв’язок

Z(t) = G

[
F (s);A

]
(t)

матричної iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим
ядром, який задовольняє крайовiй умовi Z(0)+Z(2π) = 0, визначає узагальнений
оператор Грiна

G

[
F (s);A

]
(t) = K

[
F (s)

]
(t)

антиперiодичної крайової задачi (8).

Запропонованi умови розв’язку, а також конструкцiя узагальненого операто-
ра Грiна крайової задачi (1), (2) для матричної iнтегрально-диференцiальної си-
стеми типу Фредгольма з виродженим ядром (1) узагальнюють умови розв’язку
i конструкцiю узагальненого оператора Грiна iнтегрально-диференцiальної край-
ової задачi [2, 8], а також матричної крайової задачi [9]. Крiм того, аналогiчнi
умови розв’язку, а також конструкцiя узагальненого оператора Грiна матричної
iнтегрально-диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1)
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можуть бути отриманi для аналогiчної крайової задачi в абстрактних просторах
[1, 10]. Запропонована схема дослiдження крайових задач матричної iнтегрально-
диференцiальної системи типу Фредгольма з виродженим ядром (1) аналогїчно
[8] може бути перенесена на нелiнiйнi iнтегрально-диференцiальнi системи ти-
пу Фредгольма з виродженим ядром, а також аналогiчно [11, 12, 13, 14, 15, 16,
17] — на матричнi крайовi задачi для iнтегрально-диференцiальних систем типу
Фредгольма з виродженим ядром, що мiстять диференцiально-алгебраїчний опе-
ратор. З iншого боку, у разi нерозв’зностi матричнi крайовi задачi для iнтегрально-
диференцiальних систем типу Фредгольма з виродженим ядром можуть бути ре-
гуляризованi аналогiчно [18, 19].
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S. M. Chuiko, O. S. Chuiko, V. O. Chechetenko
Green’s operator of a matrix integral-differential boundary value problem.

The conditions of solvability and construction of the generalized Green operator of the linear boundary
value problem for a matrix integral-differential system of the Fredholm type with a degenerate kernel
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were found. The current interest of studying the theory of boundary value problems for linear integral-
differential equations is associated with numerous applications in problems of mechanics, aerodynamics,
recovery of parameters, and also the theory of oscillations. The original solvability conditions and
construction of a general solution of the Sylvester type matrix equation were used to solve the matrix
integral-differential boundary value problem. In this work a pseudo-inversion apparatus (by Moore–
Penrose) of the matrix [1], the construction of generalized Green operators constructed in the works of
A. M. Samoilenko and O. A. Boichuck [1] and methods for solving the Lyapunov and Sylvester matrix
equations constructed in the work of O. A. Boichuk, S. A. Krivosheya [6] and S. M. Chuiko [7, 12]
are basically used. The proposed conditions of solvability and construction of a generalized Green
operator of the boundary value problem for the matrix integral-differential system of the Fredholm
type with a degenerate kernel, generalize the conditions of solvability and construction of a generalized
Green operator of the integral-differential boundary value problem [2, 8], and of the matrix boundary
value problem [9]. In addition, similar conditions of solvability, and construction of a generalized Green
operator of a matrix integral differential system of the Fredholm type with a degenerate kernel, can
be obtained for a similar boundary value problem in abstract spaces [1, 10]. The proposed scheme of
studying the boundary value problems of the matrix integral differential system of the Fredholm type
with a degenerate kernel (1) [8] can be transferred analogously to nonlinear integral-differential systems
of the Fredholm type degenerate kernel, and similarly [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17] can be transferred on
matrix boundary value problems for integral-differential systems of the Fredholm type with degenerate
kernel containing differential-algebraic operator. On the other hand, in case of unsolvability of matrix
boundary value problems for integral-differential systems of the Fredholm type with a degenerate
kernel can be analogously regularized [18, 19].

Keywords: Green’s operator, matrix integral-differential system, boundary value problem.

С. М. Чуйко, А. С. Чуйко, В. А. Чечетенко
Оператор Грина матричной интегрально-дифференциальной задачи.

Найдены условия разрешимости, а также конструкция обобщенного оператора Грина линейной
краевой задачи для матричной интегрально-дифференциальной системы типа Фредгольма с вы-
рожденным ядром. Актуальность изучения теории краевых задач для линейных интегрально-
дифференциальных уравнений связана с многочисленными приложениями в задачах механики,
аэродинамики, восстановление параметров, а также теории колебаний. Для решения матричной
интегрально-дифференциальной краевой задачи применены оригинальные условия разрешимо-
сти, а также конструкция общего решения матричного уравнения типа Сильвестра. В работе
существенно используется аппарат псевдообращения (по Муру–Пенроузу) матриц [1], конструк-
ции обобщенных операторов Грина, построенные в работах А. М. Самойленко и А. А. Бойчу-
ка [1] и методы решения матричных уравнений Ляпунова и Сильвестра, построенные в работах
А. А. Бойчука, С. А. Кривошеи [6] и С. М. Чуйко [7, 12]. Предложенные условия разрешимости, а
также конструкция обобщенного оператора Грина краевой задачи для матричной интегрально-
дифференциальной системы типа Фредгольма с вырожденным ядром обобщают условия раз-
решимости и конструкцию обобщенного оператора Грина интегрально-дифференциальной кра-
евой задачи [2, 8], а также матричной краевой задачи [9]. Кроме того, аналогичные условия
разрешимости, а также конструкция обобщенного оператора Грина матричной интегрально-
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дифференциальной системы типа Фредгольма с вырожденным ядром могут быть получены для
аналогичной краевой задачи в абстрактных пространствах [1, 10]. Предложенная схема иссле-
дования краевых задач матричной интегрально-дифференциальной системы типа Фредгольма
с вырожденным ядром (1) аналогично [8] может быть перенесена на нелинейные интегрально-
дифференциальные системы типа Фредгольма с вырожденным ядром, а также аналогично [11,
12, 13, 14, 15, 16, 17] – на матричные краевые задачи для интегрально-дифференциальных систем
типа Фредгольма с вырожденным ядром, содержащие дифференциально-алгебраический опера-
тор. С другой стороны, в случае неразрешимости матричные краевые задачи для интегрально-
дифференциальных систем типа Фредгольма с вырожденным ядром могут быть регуляризованы
аналогично [18, 19].

Ключевые слова: оператор Грина, матричная интегрально-дифференциальная система, кра-
евая задача.

Донбаський державний педагогiчний унiверситет, Слов’янськ
chujko-slav@inbox.ru
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ДОСТИЖИМОСТИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ

Асимптотические методы широко используются при исследовании задач оптимального управ-
ления. В статье рассматривается приближённый метод решения линейных задач оптимального
управления с разрывным оптимальным управлением. В работе Тынянского и Сокола рассмот-
рена линейная задача оптимального быстродействия, в которой оптимальные управления будут
разрывны. Ими предложен приближённый метод решения задачи оптимального быстродействия.
На основании этого метода предложены способы построения множества допустимых управлений,
которые обеспечивают гладкость оптимальных управлений и близость траекторий приближённой
и исходной задач управления. Предложенный способ построения множества допустимых управ-
лений позволяет построить приближение для множества в пространствах R2, R3 и больших раз-
мерностей. Рассмотрен приближённый способ построения множества достижимости. Доказаны
близость множеств достижимости и близость траекторий исходной и аппроксимирующей задач.
MSC: 34C29, 34B99, 49J15, 93C05, 34E99.
Ключевые слова: оптимальное управление, множество достижимости, асимптотические
методы, принцип максимума

1 Введение

При конструировании систем автоматического управления возникает задача опре-
деления оптимального программного управления, которое реализует движение си-
стемы в оптимальном (в соответствии с некоторым критерием) режиме, а понимая
законы управления, можно разработать некоторые управляющие устройства, обес-
печивающие движение системы по траекториям близким к оптимальным.

Система дифференциальных уравнений с малым параметром является матема-
тической моделью сложных процессов, содержащих элементы с существенно раз-
личными инерционными свойствами. Асимптотические методы широко использу-
ются при исследовании систем с малым параметром. Строгое обоснование приме-
нения метода усреднения к дифференциальным уравнениям с малым параметром
представлено в работах Крылова и Боголюбова [1, 2]. Идеи применения метода
усреднения для задач оптимального управления впервые высказал Н. Н. Мои-
сеев, определив два основных подхода [3]: первый – усреднение краевой задачи
принципа максимума Понтрягина, второй – усреднение уравнений управляемого
движения.

Реализация первого подхода, с одной стороны, позволяет получить асимпто-
тически оптимальное управление, но, с другой, сопряжена с реализацией схемы
усреднения краевой задачи с разрывной правой частью, которая возникает из-за
природы управляющих функций: как правило, они являются разрывными. Метод
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усреднения краевых задач с разрывной правой частью был обоснован в работах
В. А. Плотникова и его учеников [4]. Но всё же эти схемы не предполагали перехода
к непрерывной задаче.

Поэтому представляется интересным для задач оптимального управления с
разрывными управляющими функциями построение соответствующей задачи оп-
тимального управления с непрерывными функциями управления таким образом,
чтобы траектории этих систем были близкими.

В статье приведены несколько аппроксимаций множеств допустимых управле-
ний, которые позволяют перейти к задачам с гладким оптимальным управлением,
доказана близость множеств достижимости исходной и полученной систем.

2 Постановка задачи

Рассматривается линейная задача оптимального управления объектом, движение
которого описывается системой дифференциальных уравнений вида:

ẋ = A(t)x+B(t)u, u ∈ U. (1)

Здесь x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ conv(Rs) – множество допустимых управлений, кото-
рое является выпуклым компактом, содержащим начало координат; A(t), B(t) –
матрицы, удовлетворяющие условиям:

A1) матрицы A(t), B(t) аналитические, t ∈ [t0,∞];

A2) матрица B(t) – обратима, t ∈ [t0,∞].

В качестве класса допустимых управлений принимается класс измеримых огра-
ниченных функций u(t), зависящих от времени t ∈ R1 и принимающих значения
в U .

Будем рассматривать решение системы (1) на интервале [t0 = 0 , T ], где T > 0
– некоторый известный параметр.

Поставим в соответствие системе (1) следующую систему:

ẏ = A(t)y +B(t)u, u ∈ Uk, (2)

где множество Uk удовлетворяет условиям:

B1) множество Uk - сильно выпуклый компакт, содержащий начало координат;

B2) граница ∂Uk множества Uk бесконечно гладкая;

B3) для некоторого ε1 ≤ 0 выполняется h(Uk, U) ≤ ε 1 (h(·, ·) – расстояние по
Хаусдорфу между множествами).
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В данной работе рассмотрены вопросы близости траекторий и множеств до-
стижимости систем (1) и (2), а также приведены несколько примеров построения
множества Uk.

Построение множества Uk возможно в силу следующей леммы:
Лемма. [6] Любой выпуклый компакт, содержащий начало координат, с лю-

бой степенью точности можно приблизить множеством со свойствами B1) и
B2).

В работе Н. Т. Тынянского и В. А. Сокола [6] показано, что для системы (2),
удовлетворяющей условиям B1), B2) (для множества допустимых управлений) и
A1), A2) (для матриц A(t) и B(t)), оптимальное управление, с помощью которого
осуществляется переход из точки x0 в начало координат, бесконечно дифференци-
руемо по t.

3 Построение аппроксимаций для множества
допустимых управлений

Пусть множество допустимых управлений системы (1) имеет вид:

U = [−α1, α1]× [−α2, α2]× ...× [−αs, αs], αi > 0, i = 1, ..., s.

Рассмотрим сначала случай s=2, т.е. U ⊂ R2.
Множество допустимых управлений U = [−α1, α1] × [−α2, α2] – выпуклый

компакт содержащий начало координат, по лемме 1 его можно приблизить мно-
жеством Uk. Зададим, например, границу Uk следующим образом:

∂Uk =


{
α1(1− sin2k+1 φ), α2(1− cos2k+1 φ)

}
, 0 < φ ≤ π

2{
α1(−1 + sin2k+1 φ), α2(1 + cos2k+1 φ)

}
, π

2 < φ ≤ π{
α1(−1− sin2k+1 φ), α2(−1− cos2k+1 φ)

}
, π < φ ≤ 3π

2{
α1(1 + sin2k+1 φ), α2(−1 + cos2k+1 φ)

}
, 3π

2 < φ ≤ 2π.

Полученное множество Uk является сильно выпуклым компактом, содержащим
начало координат, его граница – бесконечно гладкая.

Например, для U = [−1, 1] × [−1, 1], при k = 3 множествa U, Uk имеют вид,
как на Рис.1.

Найдём расстояние по Хаусдорфу между множествами U и Uk.

h(U,Uk) = min{d > 0|Sd(Uk) ⊂ U, Sd(U ⊂ Uk)} = dmin

h(U,Uk) =
√
α2
1 + α2

2·2
−2k + 1/2.

Можно выбрать k0 так, чтобы выполнялось h(U,Uk0) ≤ ε0, для любого задан-
ного ε 0:
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Рис. 1. Множество U, Uk при k = 3

k ≥ 0.5 ·
(
−2 · ln ε0 − 0.5 · ln(α2

1 + α2
2)

ln 2
− 1

)
. (3)

Таким образом, если k0 = 0.5 ·
(
−2 · ln ε0−0.5·lnβ

ln 2 − 1
)
, где β = f(α1, α2) = α2

1 +

α2
2 > 0, то для любого k ≥ k0 выполняется h(U,Uk) ≤ ε 0.

Таким же способом можно задать множество Uk для случая s = 3, 4, . . . .

4 Построение множества достижимости для линейных
систем

Пусть уравнение движения управляемого объекта имеет вид

ẋ = A(t)x+B(t)u,
u ∈ U ⊂ conv(Rs), x ∈ Rn, x(t0) ∈M0, x(T ) ∈M1.

(4)

Для системы (4) поставим следующую задачу оптимального управления. Най-
ти допустимое управление u(t) ∈ U и соответствующую ему траекторию x(t) си-
стемы (4), на которых достигает своего максимального значения функционал:

J [u] = cTx(T ) → max
x∈Rn

. (5)

Здесь T > t0 – фиксированный момент окончания процесса, c – заданный ненуле-
вой вектор, причем ∥c∥ > 0.

Пусть эта задача решена, и её решение есть пара функций – оптимальное управ-
ление u∗(t) и оптимальная траектория x∗(t). Тогда получаем оптимальное значение
критерия (5):

J∗ = cTx∗(T ) = max
x∈D(T,t0,x0)

(c, x)∗. (6)
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Выражение справа в (6) есть ни что иное, как опорная функция множества
достижимости системы (4) из t0 = 0 к моменту времени T , т.е.

C(D(T, t0, x0), c) = J∗.

Таким образом, решение задачи (4), (5) позволяет определить опорную функ-
цию множества достижимости D(T, t0, x0) для вектора c и построить опорную
гиперплоскость к этому множеству в точке x∗(T ). Уравнение этой гиперплоскости
(c, x) = (c, x∗(T )).

Решая задачу (4) для всевозможных векторов c, нормированных условием
∥c∥ = 1, будем получать при каждом c точку x∗(T ), лежащую на границе мно-
жества достижимости. Таким способом можно построить границу множества до-
стижимости.

Пусть множество допустимых управлений имеет вид U = [−1, 1]× ...× [−1, 1].
Для системы (4) с функционалом (5) оптимальное управление в соответствии

с принципом максимума будет иметь вид:

u(t) =

{
sign (B(t)ψ(t))i , B(t)ψ(t) ̸= 0
[−1, 1], B(t)ψ(t) = 0,

где ϕ(t) – решение краевой задачи сопряжённой системы

ϕ̇ = −AT (t)ϕ, ϕ(T ) = c.

Таким образом, для некоторых задач оптимальное управление может быть раз-
рывным, и мы получим систему дифференциальных уравнений с разрывной пра-
вой частью, для которой неприменима классическая теория дифференциальных
уравнений. Поэтому интерес представляет переход к задачам, в которых оптималь-
ное управление будет гладким или непрерывным. Покажем близость траекторий
и множеств достижимости непрерывной задачи к траекториям и множествам до-
стижимости задачи (4), (5).

Рассмотрим задачу

ẏ = A(t)y +B(t)uk,
uk ∈ Uk ⊂ conv(Rs), y ∈ Rn, y(t0) ∈M0, y(T ) ∈M1,

(7)

J [uk] = cT y(T ) → max
y∈Rn

, (8)

где T > t0 – фиксированный момент окончания процесса, c – заданный ненулевой
вектор, причем ∥c∥ > 0, как и в задаче (4), (5).

Если множество допустимых управлений Uk будет удовлетворять условиям
В1), В2) и В3), то оптимальное управление, с помощью которого будет осуществ-
ляться переход из точки x0 в начало координат, будет бесконечно дифференциру-
емо по t. Следующая теорема устанавливает близость между множествами дости-
жимости систем (4) и (7).
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Теорема. Пусть для систем (4) и (7) выполнены условия А1) и А2), а мно-
жества Uk удовлетворяет условиям B1) и B2).

Тогда для любых η > 0 и T > t0 существуют такие δ(η, T ) > 0 и k0(δ, η, T ) ≥ 0,
что для всех k ≥ k0 и t0 ≤ t ≤ T справедливы следующие неравенства:

∥x(t)− y(t)| ≤ η (9)

h(D(t, t0, x0), Dk(t, t0, y0)) < η, (10)

где x(t), y(t) – траектории систем (4) и (7), соответствующие управлениям
u ∈ U и uk ∈ Uk соответственно, D(t, t0, x0) и Dk(t, t0, y0) – множества дости-
жимости в момент времени t систем (4) и (7) соответственно, при xt0 = yt0 и
h(U,Uk) < δ.

Доказательство. По определению множества достижимости

D(t, t0, x0) = {x(t)|ẋ = A(t)x+B(t)u, x(t0) = x0, u ∈ U}

Dk(t, t0, y0) = {y(t)|ẏ = A(t)y +B(t)uk, y(t0) = y0, uk ∈ Uk} .

Заменим системы (4) и (7) соответствующими интегральными уравнениями.

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

[A(s)x(s) +B(s)u(s)]ds (11)

y(t) = y(–t0) +
∫ t

t0

[A(s)y(s) +B(s)uk(s)]ds. (12)

Вычтем (12) из (11), и воспользуемся тем, что x(t0) = y(t0).

x(t)− y(t) =

∫ t

t0

[A(s)x(s)−A(s)y(s)]ds+ ·
∫ t

t0

[B(s)u(s)−B(s)uk(s)]ds.

Тогда,

∥x(t)− y(t)∥ ≤
∫ t

t0

∥A(s)∥ ∥x(s)− y(s)∥ ds+
∫ t

t0

∥B(s)∥ ∥u(s)− uk(s)∥ ds. (13)

Потребуем чтобы h(U,Uk) < δ. Тогда, как было показано выше, для любого
δ > 0можно выбрать k0 так, что для любого k ≥ k0 будет выполняться h(U,Uk0) <
δ.

Например, для U = [−α1, α1]× ...× [−αn, αn] можно выбрать k0 равным
k0 = 0.5 ·

(
−2 · ln δ−0.5·lnβ

ln 2 − 1
)
, где β = f(α1, ..., αn) > 0.

Тогда слева в (13) во втором интеграле для любого u(s) ∈ U существует uk(s) ∈
Uk такое, что ∥u− uk∥ ≤ δ, и наоборот. Поэтому∫ t

t0
∥B(s)∥ ∥u(s)− uk(s)∥ ds ≤ δ

∫ t
t0
∥B(s)∥ ds ≤ δ

∫ T
t0
∥B(s)∥ ds =δ · γ
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(13) примет вид: ∥x(t)− y(t)∥ ≤ ∥A(s)∥ · ∥x(s)− y(s)∥ ds+ δ · γ.
Воспользуемся леммой Гронуолла–Беллмана

∥x(t)− y(t)∥ ≤ δ · γ · exp

{
·
∫ Lε−1

t0

∥A(s)∥ ds

}
.

Тогда можно выбрать δ(η, T ) > 0 и k0(δ, η, T ) ≥ 0 так, чтобы для любого k ≥ k0
выполнялось:

∥x(t)− y(t)∥ ≤ δ · γ · exp
{∫ T

t0

∥A(s)∥ ds
}
< η.

Таким образом, оценка (9) выполнена.
То есть, мы получили, что для любых η > 0 и T > t0 можно выбрать δ(η, T ) > 0

и k0(η, T, δ) такие, что для любых k ≥ k0 и t0 ≤ t ≤ T выполняется и неравенство
(10) h(D(t, t0, x0), Dk(t, t0, y0)) < η, при xt0 = yt0 и h(U,Uk) < δ.

Теорема доказана. �

5 Выводы

Таким образом, в статье рассмотрен метод приближённого построения множества
достижимости для задач оптимального управления. Рассмотрен случай задач с
разрывным оптимальным управлением. Предложен способ построения множества
допустимых управлений для приближённой задачи управления, обеспечивающий
гладкость приближённого решения и близость к траекториям исходной задачи. До-
казана близость множеств достижимости и траекторий исходной и приближённой
систем.
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O. D. Kichmarenko, E. V. Platonova
The construction of approximation of reach set for linear control problems.

Asymptotic methods are widely used in the study of optimal control problems. In this paper we consider
an approximate method for solving linear optimal control problems with discontinuous optimal control.
In the work of Tyniansky and Sokol, a linear problem of optimal speed is considered, in which optimal
controls will be discontinuous. They proposed an approximate method for solving the optimal speed
problem. Methods are proposed for constructing a set of admissible controls that ensure the smoothness
of the optimal controls and the closeness of the trajectories of the approximate and original control
problems, based on Tyniansky method. The proposed method for constructing the set of admissible
controls allows us to construct an approximation for the set in the spaces R2, R3 and higher dimensions.
An approximate way of constructing the set of reach is considered. The proximity of sets of attainability
and the proximity of trajectories of the initial and approximating problems is proved.

Keywords: optimal control, set of reach, asymptotic methods, principle of maximum.

О. Д. Кiчмаренко, Є. В. Платонова
Побудова апроксимацiї множини досяжностi для лiнiйних задач керування.

Асимптотичнi методи широко використовуються при дослiдженнi задач оптимального керування.
У статтi розглядається наближений метод розв’язання лiнiйних задач оптимального керування
з розривним оптимальним керуванням. В роботi Тинянского i Сокола розглянута лiнiйна зада-
ча оптимальної швидкодiї, в якiй оптимальнi керування будуть розривнi. Ними запропонований
наближений метод розв’язання задачi оптимальної швидкодiї. На пiдставi цього методу запропо-
новано способи побудови множини допустимих керувань, якi забезпечують гладкiсть оптималь-
них керувань i близькiсть траєкторiй наближеною i вихiдної задач керування. Запропонований
спосiб побудови множини допустимих керувань дозволяє побудувати наближення для множини
в просторах R2, R3 i бiльших розмiрностей. Розглянуто наближений спосiб побудови множини
досяжностi. Доведено близькiсть множин досяжностi i близькiсть траєкторiй вихiдної i апрокси-
муючої задач.

Ключовi слова: оптимальне керування, множина досяжностi, асимптотичнi методи, прин-
цип максимума.
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