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ЗАДАЧА ОБ ЭКСТРЕМАЛЬНОМ РАЗБИЕНИИ ПЛОСКОСТИ

В данной работе изучается одна известная проблема об описании экстремальных конфигураций,
которые максимизируют произведение внутренних радиусов взаимно непересекающихся областей
следующего вида

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) (1)

при γ > 0, n > 2, на множестве всех систем взаимно непересекающихся областей {Bk}nk=1, таких,
что ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C, ∞ ⊂ B∞ ⊂ C.
MSC: 34N05.
Ключевые слова: внутренний радиус, неналегающие области, n-лучевая система точек, “уп-
равляющий” функционал, квадратичный дифференциал.

1. Введение.
Пусть N, R — множество натуральных и вещественных чисел, соответственно,

C — комплексная плоскость, C = C
∪
{∞} — расширенная комплексная плоскость

или сфера Римана, R+ = (0,∞). Пусть χ(t) = 1
2(t + t−1), t ∈ R+ — функция

Жуковского. Пусть r(B, a) — внутренний радиус области B ⊂ C, относительно
точки a ∈ B [4, 5].

Системой непересекающихся областей называется конечный набор произволь-
ных областей {Bk}nk=1, n ∈ N, n > 2 таких, что Bk ⊂ C, Bk ∩ Bm = ∅, k ̸= m,
k,m = 1, n.

Систему точек An := { ak ∈ C, k = 1, n}, n ∈ N, n > 2 назовем n-лучевой,
если |ak| ∈ R+ при k = 1, n, 0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Введем обозначения αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Для произвольной n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1 рассмотрим следу-
ющий “управляющий” функционал:

M(An) :=

n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|.

В данной работе рассматривается задача об экстремизации функционала

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) (1)

при γ > 0, n > 2, на множестве всех систем взаимно непересекающихся областей
{Bk}nk=1, таких, что ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C, ∞ ⊂ B∞ ⊂ C.
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Следует отметить, что система круговых областей Λ0, Λ∞, Λk, k = 1, n квад-
ратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2, (2)

представляет из себя систему взаимно непересекающихся областей, таких что 0 ∈
Λ0, ∞ ∈ Λ∞, λk ∈ Λk, λk = exp(2π(n−1)

n ), k = 1, n

При γ = 1/2 и n > 2 точная оценка для функционала (1) для систем непере-
секающихся областей была впервые получена в работе [6]. В работе [7] в случае
односвязных областей была получена оценка функционала (1) при γ ∈ (0, n

2

8 ],
n > 2. Задача об оценке функционала (1) при начальных значениях натурального
параметра n рассматривалась в [10, 11]. В работе [12] при n > 7 получили точные
оценки функционала (1) для систем произвольных многосвязных областей при
γ ∈ (0, 0.08n2) В данной работе улучшены оценки функционала (1) при n ≥ 6 для
больших интервалов значений параметра γ.

2. Основные результаты.
Теорема 1. Пусть 0 < γ 6 γn, γ6 = 4, 64, γn = 0.0845n2 + 0.088n + 0.0229,

n ≥ 7. Тогда для γ ∈ (0, γn], любой n-лучевой системы точек An = {ak}nk=1,
такой, что M(An) = 1 и любого набора взаимно непересекающихся областей B0,
Bk, B∞ (a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C), справедливо неравенство

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

где области Λ0, Λ∞, Λk и точки 0, ∞, λk (k = 1, n, n ≥ 6) — соответственно
круговые области и полюсы квадратичного дифференциала (2).

Доказательство. Применяя к системе точек {ak}nk=1 и областей {Bk}nk=1 ку-
сочно-разделяющее преобразования, развитое в [4, с. 120], [5, с. 48–50], аналогично
работам [6,9–11], получим неравенство

Jn(γ) 6 2n

(
n∏
k=1

αk

)[
n∏
k=1

Φ(τk)

]1/2
6

6
(

2
√
γ

)n
·

[
n∏
k=1

τ
2τ2k+2

k · |1− τk|−(1−τk)2 · (1 + τk)
−(1+τk)

2

]1/2
,

где Φ(τ) = τ2τ
2 · |1− τ |−(1−τ)2 · (1 + τ)−(1+τ)2 , τ > 0, τk =

√
γ · αk, k = 1, n.

Пусть

S(x) = x2x
2+2 · |1− x|−(1−x)2 · (1 + x)−(1+x)2 и F (x) = ln(S(x)).

4



Задача об экстремальном разбиении плоскости

F (x) выпуклая функция на интервале [0, x0], x0 ≈ 0, 88441. Далее, аналогично
работе [6, 8] мы рассмотрим следующую экстремальную проблему

n∏
k=1

F (xk) −→ max,

n∑
k=1

xk = 2
√
γ, xk = αk

√
γ.

Пусть X(0) =
{
x
(0)
k

}n
k=1

– произвольный экстремальный набор точек выше ука-

занной задачи. Далее, следуя работе [8], получаем если 0 < x
(0)
k < x

(0)
j , тогда

F ′(x
(0)
k ) = F ′(x

(0)
j ), k, j = 1, n, (3)

F ′(x) = 4x ln(x)− 2(x− 1) ln |x− 1| − 2(x+ 1) ln(x+ 1) +
2

x

(см. Рис.1).
Учитывая соотношение (3) и то, что γ ∈ (0, γn] покажем, что выполняется

условие x(0)k ∈ (0, x0], k = 1, n, и x(0)1 = x
(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Для этого, аналогично [12]

введем следующие обозначения.
Пусть F ′(x) = t, y0 6 t < 0, где y0 – значение функции y0 = F ′′(x0), где x0 –

корень уравнения F ′′(x) = 0, y0 ≈ −1, 0599. Найдем решение уравнения F ′(x) = t.
Для ∀t ∈ [y0, 0) уравнение F ′(x) = t имеет два решения: x1(t) ∈ (0, x0], x2(t) ∈
(x0,∞] при n ≥ 6, γ ∈ (0, γn]. Тогда из условия (3) необходимо показать, что
случай, когда x2(t) ∈ (x0,∞] невозможен при γ ∈ (0, γn].

Предположим, что один из корней x
(0)
k , k = 1, n, принадлежит промежутку

(x0,∞]. Тогда ∑
x
(0)
k = (n− 1)x

(0)
1 + x

(0)
2 .

С другой стороны обычное исследование графика функции F ′(x) показывает,
что функция монотонно убывает на (0, x0] от (∞, y0] и монотонно возрастает на
[x0,∞) от [y0, 0). График пересекает ось ОХ в точке x ≈ 0.5814.

Тогда,

(n− 1)x
(0)
1 + x

(0)
2 > (n− 1) · 0.5814 + 0.8844 = 0.5814n+ 0.303 = 2

√
γn.

Отсюда следует, что γn = 0.0845n2 + 0.0088n + 0.0229. С другой стороны при
γ ∈ (0, γn]

2
√
γ = (n− 1)x

(0)
1 + x

(0)
2 ≥ (n− 1) · 0.5814 + 0.8844 = 2

√
γn > 2

√
γ.

Полученное противоречие означает, что ни одна из точек x(0)k , при γ ∈ (0, γn] не
может принадлежать промежутку (x0,∞]. Отсюда из соотношения (3) приходим
к заключению, что x(0)1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n .

Непосредственные вычисления величин x1(t) + x2(t) представлены в таблице
приведенной ниже. Теорема 1 доказана для n > 6 и все предыдущие доказатель-
ства будут справедливыми при 0 < γ 6 γn.
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Рис. 1.

Из таблицы непосредственно следует, что 5x1(t) + x2(t) > 5x1(tk) + x2(tk+1),
t ∈ [tk, tk+1]. С другой стороны 5x1(tk) + x2(tk+1) ≥ 4.3093. Полагая, что 2

√
γ
6
=

4.3093, получаем γ6 = 4.6425. тогда ясно, что при 0 < γ 6 γn

2
√
γ = (n− 1)x1 + x2 > 4.3093 = 2

√
γ6 ≥ 2

√
γ.

Из полученого противоречия следует, что теорема 1 доказана для n ≥ 6. �
Следствие 1. Учитывая условия Теоремы 1 выполняется следующее неравен-

ство

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r(Bk, ak) 6

6
(
4

n

)n 
(
4γ
n2

)( 4γ

n2

)
∣∣∣2√γn − 1

∣∣∣( 2
√
γ

n
−1

)2 (
2
√
γ

n + 1
)( 2

√
γ

n
+1

)2


n
2

.

Равенство достигаеться, если 0, ∞, ak, и B0, B∞, Bk, k = 1, n, соответственно
полюсы и круговые области квадратичного дифференциала (2).

Следствие 2. Пусть n ∈ N, n > 7, 0 < γ 6 γn, γn = 0.0845n2 + 0.088n +
0.0229. Тогда для любых точек окружности |ak| = R, k = 1, n, и любих попарно
непересекающихся систем областей Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂
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C, k = 1, n, следующее неравенство будет справедливым

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,

где области Λ0, Λ∞, Λk, и точки 0, ∞, λk, k = 1, n, соответственно круговые области
и полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dz2 = −γz
2n + (n2 − 2γ)zn + γR2n

z2(zn −Rn)2
dz2.

k tk x1(tk) x2(tk) x1(tk) + x2(tk) 5x1(tk) + x2(tk)

1 - 0.01 0.5828021018 3.260279515 3.843081617 3.260279515
2 - 0.11 0.5970820203 1.545735484 2.142817504 4.459745993
3 - 0.21 0.6122971332 1.293903211 1.906200344 4.279313313
4 - 0.31 0.6286014379 1.174953460 1.803554898 4.236439126
5 - 0.32 0.6302991009 1.166313092 1.796612193 4.309320282
6 - 0.33 0.6320098820 1.158091600 1.790101482 4.309587104
7 - 0.34 0.6337340285 1.150260011 1.783994040 4.310309421
8 - 0.35 0.6354717961 1.142792181 1.778263977 4.311462323
9 - 0.36 0.6372234490 1.135664453 1.772887902 4.313023433
10 - 0.37 0.6389892608 1.128855360 1.767844621 4.314972605
11 - 0.38 0.6407695144 1.122345376 1.763114890 4.317291680
12 - 0.39 0.6425645030 1.116116696 1.758681199 4.319964268
13 - 0.40 0.6443745303 1.110153049 1.754527579 4.322975564
14 - 0.41 0.6461999112 1.104439534 1.750639445 4.326312186
15 - 0.51 0.6653767445 1.058525923 1.723902668 4.289525479
16 - 0.61 0.6865478929 1.027618247 1.714166140 4.354501969
17 - 0.71 0.7103700492 1.007406764 1.717776813 4.440146228
18 - 0.81 0.7380052769 0.9961511698 1.734156447 4.548001416
19 - 0.91 0.7719538507 0.9775830704 1.749536921 4.667609454
20 - 1.01 0.8206625498 0.9420885500 1.762751100 4.801857804
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A.K. Bakhtin, I.Ya. Dvorak
The problem of extreme decomposition of the plane.
Considered here is one quite general problem about the description of extremal configurations
maximizing the product of inner radii mutually non-overlapping domains the next following form:
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Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) , (1)

where γ ∈ R+, An = {ak}nk=1 – n-radial points system, B0, B∞, {Bk}nk=1 – set of systems of mutually
disjoint domains, (a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C), achieved for some configuration of
domains B0, Bk, B∞ and points a0, ak, ∞, k = 1, n. The functional (1) evaluation for the first time
was obtained in 1988 by V.M. Dubinin [6] for γ = 1

2
и n > 2 for systems of disjoint domains using

symmetrization method. A special case, when domains are univalent, was examined by G.V. Kuzmina
in [7] After the result of V.M. Dubinin in the general formulation for the arbitrary multiply-concted
domains was not until 2017. In 2017 in the work of I. Dengi, A. Targonsky [12] was the result for
γn = 0.08n2, n ≥ 7. The result was obtained through a lower bound of mint(n − 1)x1 + x2, where
x1(t)+x2(t) is the equation F ′(x) = t solution, F ′(x) = 4x ln(x)−2(x−1) ln |x−1|−2(x+1) ln(x+1)+ 2

x
,

y0 6 t < 0, y0 ≈ −1, 0599. In this paper, a much better estimate of mint(n− 1)x1 + x2 was obtained
through a lower bound with the specified parameters. On the basis of this, the article succeeded in
obtaining an estimate of the maximum of the functional (1) over a larger interval of the parameter
γ, γ ∈ (0, γn], n ≥ 7. Received the result for for any points of the circle |ak| = R, k = 1, n, and any
pairwise disjoint systems of domains Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n.

Keywords: inner radius, non-overlapping domains, n-radial system of points, “control” functional,
quadratic differential.

О.К. Бахтiн, I.Я. Дворак
Задача про екстремальне розбиття площини.

В данiй роботi вивчається одна загальна проблема про описання екстремальних конфiгурацiй,
якi максимiзують добуток внутрiшнiх радiусiв областей, що не перетинаються наступного виду

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) при γ > 0, n > 2, на множинi всiх систем взаємно

неперетинних областей {Bk}nk=1, таких, що ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, a0 = 0 ⊂ B0 ⊂ C, ∞ ⊂ B∞ ⊂ C.

Ключовi слова: внутрiшнiй радiус, областi, що не перетинаються, n-променева система
точек, “керуючий” функцiонал, квадратичний диференцiал.
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ЗАДАЧА ПРО ЕКСТРЕМАЛЬНЕ РОЗБИТТЯ КОМПЛЕКСНОЇ
ПЛОЩИНИ З ФIКСОВАНИМИ ПОЛЮСАМИ НА КОЛI

Дана робота присвячена дослiдженню однiєї екстремальної задачi з фiксованими полюсами. Це
задача про добуток внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних симетричних областей вiдносно
точок на одиничному колi на деяку додатну степiнь внутрiшнього радiуса областi вiдносно по-
чатку координат.
MSC: 30C75.
Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, неперетиннi областi, фiксована система точок,
роздiляюче перетворення, квадратичний диференцiал, функцiя Грiна.

1. Вступ.
Задачi про екстремальне розбиття почали свiй розвиток з роботи М.О. Лав-

рентьєва [1], який поставив та розв’язав задачу про добуток конформних радiусiв
двох взаємно неперетинних областей. Екстремальними задачами для неперетин-
них областей з фiксованими полюсами в рiзнi роки займались такi вiдомi матема-
тики як М.О. Лаврентьєв, Г. Грьотш, Г.М. Голузiн, М.А. Лєбєдєв, П.П. Куфарев,
А.Е. Фалес, Г.В. Кузьмiна, В.М. Дубiнiн, Л.I. Колбiна, I.П. Мiтюк, Ю.Є. Алєнiцин,
Дж.А. Дженкiнс, М. Шиффер, П. Дюрен, З. Нехарi та iн.

2. Позначення та означення.
Нехай N – множина натуральних чисел, C – комплексна площина, C = C

∪
{∞}

— сфера Рiмана. Нехай r(B, a) — внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C, вiдносно точки
a ∈ B. Внутрiшнiй радiус областi B пов’язаний з узагальненою функцiєю Грiна
gB(z, a) областi B наступними спiввiдношеннями

gB(z, a) = − ln |z − a|+ ln r(B, a) + o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,∞) + o(1), z → ∞.

Набiр точок An = {ak}nk=1, k = 1, n будемо називати n− променевою систе-
мою точок. В роботi будемо розглядати такi ak, що |ak| = 1, k = 1, n.

Нехай Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1}, an+1 := a1, αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Системою неперетинних областей називається скiнченний набiр довiльних по-
парно неперетинних областей {Bk}nk=1, n ∈ N, n > 2 таких, що Bk ⊂ C, Bk∩Bm = ∅,
k ̸= m, k,m = 1, n.

Автор висловлює подяку професору О.К. Бахтiну за постановку задачi та цiннi зауваження
при написаннi роботи.
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Задача про екстремальне розбиття комплексної площини з фiксованими полюсами на колi

3. Постановка задачi.
Розглянемо наступну екстремальну задачу.
Нехай {Bk}nk=0 — довiльна система взаємно неперетинних областей така, що

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, |ak| = |e
2πki
n | = 1, k = 1, n, причому областi

{Bk}nk=1 — симетричнi вiдносно одиничного кола.
Довести, що максимум функцiонала

Jn(γ) = rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ,

де γ > 1, досягається для областей, якi володiють n− кратною симетрiєю.

4. Основний результат.
Теорема 1. Нехай n ∈ N, n > 2. Тодi для довiльного γ ∈ (1; 0, 5n2] та до-

вiльного набора взаємно неперетинних областей Bk таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
ak = exp(2πkin ) ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, причому областi Bk, k = 1, n — симетричнi
вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n∣∣∣1− 2γ

n2

∣∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√
2γ

n+
√
2γ

∣∣∣∣
√
2γ

, (1)

знак рiвностi досягається коли B(0)
k , k = 0, n є круговими областями квадратич-

ного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2)

Доведення. Зробимо роздiляюче перетворення системи областей Bk за допомо-

гою функцiй ζ = {πk(w)}nk=1 =
(
e−

2πki
n w

)n
2
, де вибрана така вiтка цiєї багатознач-

ної функцiї, яка реалiзує однолисте вiдображення кута Pk на верхню пiвплощину.
Нехай D

(1)
k , k = 1, n, позначає область площини Cz, отриману в результатi

об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk
∩
P k), яка мiстить точку πk(ak) =

1, зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначимо через D(2)
k ,

k = 1, n, таку область площини Cz, яка отримана в результатi об’єднання зв’язної
компоненти множини πk(Bk+1

∩
P k), яка мiстить точку πk(ak+1) = −1, зi своїм

симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi, Bn+1 := B1, πn(an+1) := πn(a1).
Крiм того, позначимо через D(0)

k таку область площини Cz, отриману в результатi
об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0

∩
P k), яка мiстить точку z = 0, зi

своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi. З визначення функцiй πk,
випливає, що

|πk(w)| ∼ |wk|
n
2 , w → 0, w ∈ Pk,

11
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|πk(w)− πk(e
2πki
n )| ∼ n

2
· |w − e

2πki
n |, w → e

2πki
n , w ∈ Pk,

|πk(w)− πk(e
2π(k+1)i

n )| ∼ n

2
· |w − e

2π(k+1)i
n |, w → e

2π(k+1)i
n , w ∈ Pk.

Далi, використовуючи результати робiт [5,6] та симетрiю структури траєкторiй
квадратичного диференцiала, отримаємо нерiвностi

r (B0, 0) 6
[

n∏
k=1

r
4
n2

(
D

(0)
k , 0

)] 1
2

,

r (Bk, ak) 6
[
4

n2
r
(
D

(1)
k , 1

)
r
(
D

(2)
k−1,−1

)] 1
2

, k = 1, n.

Отже, обчислюючи значення функцiоналу Jn(γ), отримаємо наступну оцiнку

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

6
[
4

n2

]n
2

[
n∏
k=1

rγ
4
n2

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k , 1

)
r
(
D

(2)
k ,−1

)] 1
2

, (3)

де D(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k — довiльнi неперетиннi областi такi, що 0 ∈ D

(0)
k ⊂ C, 1 ∈

D
(1)
k ⊂ C,−1 ∈ D

(2)
k ⊂ C.

Нехай

Tk := {z : (−1)k+1Imz > 0}, k ∈ {1, 2},

G1 = T1 ∩ U1, G2 = C\U1 ∩ T1, G3 = T2 ∩ U1, G4 = C\U1 ∩ T2,

ζ = β(z) =
2z

1 + z2
.

З визначення функцiй β(z) слiдує, що

|β(z)| ∼ 2|z|, z → 0, z ∈ Tk,

|β(z)− 1| ∼ 1

2
|z − 1|2 , z → 1, z ∈ Tk,

|β(z) + 1| ∼ 1

2
|z + 1|2 , z → −1, z ∈ Tk.

Знову застосуємо роздiляюче перетворення до областей D0, D1, D2 вiдносно
функцiї β(z) та системи областей {Gk}4k=1 позначимо через Ω

(k)
0 , k = 1, 4; позначи-

мо результат роздiляючого перетворення областей Dj , j ∈ {1, 2}, вiдносно функцiї
β(z) та системи областей {Gk}4k=1 через областi Ω(k)

1 ,Ω
(k)
2 , k = 1, 4.
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Використовуючи результати робiт [5, 6] та симетрiю областей D0, D1, D2, спра-
ведливi спiввiдношення

r (D0, 0) 6
[
1

22
r
(
Ω
(1)
0 , 0

)
· r
(
Ω
(3)
0 , 0

)] 1
2

,

r (D1, 1) 6
[
24r
(
Ω
(1)
1 , 1

)
r
(
Ω
(2)
1 , 1

)
r
(
Ω
(3)
1 , 1

)
r
(
Ω
(4)
1 , 1

)] 1
8
,

r (D2,−1) 6
[
24r
(
Ω
(1)
2 ,−1

)
r
(
Ω
(2)
2 ,−1

)
r
(
Ω
(3)
2 ,−1

)
r
(
Ω
(4)
2 ,−1

)] 1
8
.

Звiдси маємо

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1) 6

6

((1

2

)2

r
(
Ω
(1)
0 , 0

)
· r
(
Ω
(3)
0 , 0

)) 4γ

n2


1
2

×

×
[
24r
(
Ω
(1)
1 , 1

)
r
(
Ω
(2)
1 , 1

)
r
(
Ω
(3)
1 , 1

)
r
(
Ω
(4)
1 , 1

)] 1
8 ×

×
[
24r
(
Ω
(1)
2 ,−1

)
r
(
Ω
(2)
2 ,−1

)
r
(
Ω
(3)
2 ,−1

)
r
(
Ω
(4)
2 ,−1

)] 1
8
.

Так як областi Ω1
j , симетричнi вiдносно одиничного кола областям Ω2

j , а областi
Ω3
j симетричнi Ω4

j , j ∈ {1, 2} то одержимо

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1) 6

[
1

2
r
(
Ω
(1)
0 , 0

)
· 1
2
r
(
Ω
(3)
0 , 0

)] 2γ

n2

×

×
[(

2r
(
Ω
(1)
1 , 1

))2 (
2r
(
Ω
(3)
1 , 1

))2] 1
8

×
[(

2r
(
Ω
(1)
2 ,−1

))2 (
2r
(
Ω
(3)
2 ,−1

))2] 1
8

.

Остаточно одержимо таку нерiвнiсть

rγ
4
n2 (D0, 0) r (D1, 1) r (D2,−1) 6

6 21−
4γ

n2

{[
r

8γ

n2

(
Ω
(1)
0 , 0

)
r
(
Ω
(1)
1 , 1

)
r
(
Ω
(1)
2 ,−1

)] 1
4

}
× (4)

×
{[
r

8γ

n2

(
Ω
(3)
0 , 0

)
r
(
Ω
(3)
1 , 1

)
r
(
Ω
(3)
2 ,−1

)] 1
4

}
.
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Переходячи до максимуму правої частини нерiвностi (4) отримаємо, що

r
8γ

n2

(
Ω
(3)
0 , 0

)
r
(
Ω
(3)
1 , 1

)
r
(
Ω
(3)
2 ,−1

)
6

r
8γ

n2 (E0, 0) r (E1, 1) r (E2,−1) ,

де E0, E1, E2 — круговi областi квадратичного диференцiала

−(n2 − 2γ)z2 + 2γ

z2(z2 − 1)2
dz2,

причому 0 ∈ E0, 1 ∈ E1, −1 ∈ E2.
Оскiльки величина 8γ

n2 6 4 при всiх γ ∈ (1, n
2

2 ], то використовуючи результат
роботи [6], справедлива рiвнiсть

r
8γ

n2 (E0, 0) r (E1,−1) r (E2, 1) =

= 2
8γ

n2
+6 · (2

√
2γ

n
)
8γ

n2 · (2− 2
√
2γ

n
)−

1
2
(2− 2

√
2γ
n

)2 · (2 + 2
√
2γ

n
)−

1
2
(2+ 2

√
2γ
n

)2 =

= 22 · (2
√
2γ

n
)
8γ

n2 · (1− 2γ

n2
)−2− 4γ

n2

[
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

] 4
n

√
2γ

.

Пiдставимо одержану величину в (4), маємо

rγ
4
n2 (Ω0, 0) r (Ω1, 1) r (Ω2,−1) 6

6 22−
4γ

n2 (
2
√
2γ

n
)
4γ

n2 · (1− 2γ

n2
)−1− 2γ

n2

[
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

] 2
n

√
2γ

.

Тепер залишилось пiдставити праву частину останньої рiвностi в (3), маємо

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

6
[
4

n2

]n
2

22− 4γ

n2 (
2
√
2γ

n
)
4γ

n2 · (1− 2γ

n2
)−1− 2γ

n2

[
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

] 2
n

√
2γ

n
2

=

=

(
4

n

)n
·

(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ
n

·

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

, (5)

де B(0)
k , ak, k = 0, n, a0 = 0, — круговi областi та полюси квадратичного диферен-

цiала (2), вiдповiдно. �
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5. Наслiдки з теореми 1.
Наслiдок 1. Нехай n ∈ N, n > 2. Тодi для довiльного γ ∈ (1; 0, 5n2] та до-

вiльного набора взаємно неперетинних областей Bk таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
ak = exp(2πkin ) ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, причому областi Bk, k = 1, n — симетричнi
вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , ak

)
,

де B(0)
k , k = 0, n є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Наслiдок 2. Нехай n ∈ N, n > 2. Тодi для довiльного γ ∈ (1; 0, 5n2] та до-
вiльного набора взаємно неперетинних областей Bk таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
ak = R · exp(2πkin ) ∈ Bk ⊂ C, R > 0, k = 0, n, причому областi Bk, k = 1, n —
симетричнi вiдносно кола радiуса R, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n∣∣∣1− 2γ

n2

∣∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√
2γ

n+
√
2γ

∣∣∣∣
√
2γ

·Rγ+n,

знак рiвностi досягається коли B(0)
k , k = 0, n є круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ N, n > 2. Тодi для довiльного γ ∈ (1; 0, 5n2] та до-
вiльного набора взаємно неперетинних областей Bk таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U ,
ak = exp(2πkin ) ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, причому областi Bk, k = 1, n — симетричнi
вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n∣∣∣1− 2γ

n2

∣∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−
√
2γ

n+
√
2γ

∣∣∣∣
√
2γ

,

знак рiвностi досягається коли B(0)
k , k = 0, n є круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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L.V. Vyhivska
The problem of extreme decomposition of a complex plane with fixed poles on a circle.

The problem of extreme decomposition of a complex plane with fixed poles on a circle. Investigation
on geometric function theory has been conducted by several researchers, however, few studies have
reported on the problem considering extremal configurations the product of inner radii of non-overlap-
ping domains with respect to fixed poles. The paper describes the problem of finding the maximum of
the product of inner radii of mutually non-overlapping symmetric domains with respect to points on a
unit circle multiply by a certain positive degree γ of the inner radius of the domain with respect to the
zero. The problem was studied using the method of separating transformation. Proving the theorem
shows that the maximum is obtained if γ ∈ (1, n2] and for all n > 2. Its results and the method for
the obtaining of these results can be used in the theory of potential, approximations, holomorphic
dynamics, estimation of the distortion problems in conformal mapping, and complex analysis.

Keywords: inner radius of domain, non-overlapping domains, fixed system of points, separating
transformation, quadratic differential, Green’s function.
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Задача про екстремальне розбиття комплексної площини з фiксованими полюсами на колi

Л.В. Выговская
Задача об экстремальном разбиении комплексной плоскости с фиксированными по-
люсами на окружности.

Данная работа посвящена исследованию одной экстремальной задачи с фиксированными полю-
сами. Это задача о произведении внутренних радиусов взаимно неналегающих симметричных
областей относительно точек на единичной окружности на некоторую положительную степень
внутреннего радиуса области относительно начала координат.

Ключевые слова: внутренний радиус области, неналегающие области, фиксированная систе-
ма точек, разделяющее преобразование, квадратичный дифференциал, функция Грина.

Iнститут математики НАН України, Київ
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МОНОГЕННI ФУНКЦIЇ У ДВОВИМIРНИХ КОМУТАТИВНИХ
АЛГЕБРАХ ДЛЯ РIВНЯНЬ ПЛОСКОЇ ОРТОТРОПIЇ

Серед двовимiрних комутативних, асоцiативних алгебр з одиницею над полем комплексних чисел
другого рангу знайдено опис алгебр B0 (складається з єдиної напiвпростої алгебри), якi мiстять
базис (e1, e2), такий, що e41 + 2pe21e

2
2 + e42 = 0 для кожного фiксованого p, −1 < p < 1. Будуються

B0-значнi “аналiтичнi” функцiї Φ(xe1 + ye2) ((e1, e2) фiксований, x та y є дiйсними змiнними),
такi, що їх дiйснозначнi компоненти-функцiї задовольняють рiвняння для знаходження функ-
цiї напружень u у випадку ортотропних плоских деформацiй

(
∂4

∂x4
+ 2p ∂4

∂x2∂y2
+ ∂4

∂y4

)
u(x, y) = 0.

Знайдено характеризацiю розв’язкiв u даного рiвняння у обмежених однозв’язних областях через
дiйснi компоненти функцiї Φ.
MSC: 30G35, 74B05.
Ключовi слова: анiзотропне (ортотропне) середовище, комутативнi алгебри, моногеннi функ-
цiї, функцiя напружень.

1. Модель механiки суцiльних середовищ.
Розглянемо однорiдне плоске анiзотропне тiло, що геометрично зображується

у виглядi областi D декартової площини xOy, а фiзично пiдпорядковується уза-
гальненому закону Гука виглядуσx

τxy
σy

 =


1

1−(a12)2
0 − a12

1−(a12)2

0 1
2(p−a12) 0

− a12
1−(a12)2

0 1
1−(a12)2


 εx
γxy
εy

 , (1)

що у оберненiй формi перетворюється на

εx = σx + a12σy, γxy = 2 (p− a12) τxy, εy = a12σx + σy, (2)

де σx, τxy, σy i εx,
γxy
2 , εy є компонентами тензору напружень [3, c. 15] i деформацiй

[3, c. 16], вiдповiдно, p — дiйсне число.
Числова матриця (її елементи — дiйснi числа) у правiй частинi рiвностi (1)

(матриця модулей пружностi [3, c. 25]) є додатньо визначеною (див., наприклад,
[4]). Тому маємо систему нерiвностей вiдносно a12:{

1
1−(a12)2

> 0,
1

2(p−a12) > 0.
(3)

Робота частково пiдтримана грантом Мiнiстерства освiти i науки України (проект
№ 0116U001528).
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Моногеннi функцiї у двовимiрних комутативних алгебрах для рiвнянь плоскої ортотропiї

Очевидно, що система (3) має непорожнiй розв’язок лише при p > −1.
Для випадку p > −1, одержуємо шуканi числовi промiжки (розв’язки системи

(3)) для a12:
−1 < a12 < p. (4)

Випадок p > 1 розглянуто у [1, 2]. Значення p = 1 вiдповiдає iзотропному
середовищу.

Тому скрiзь у данiй роботi, будемо вважати, що p є довiльним чином фiксова-
ним числом, таким, що

−1 < p < 1. (5)

Вiдмiтимо також, що узагальнений закон Гука (1) (або (2)) вiдповiдає плоскому
випадку анiзотропiї, який називається ортотропним (див. [3, c. 33–34]), причому
його частинному випадку.

Враховуючи узагальнений закон Гука (2), рiвняння для знаходження функцiї
напружень u(x, y) (σx(x◦, y◦) = ∂2u

∂y2
(x◦, y◦), τxy(x◦, y◦) = − ∂2u

∂x∂y (x◦, y◦),

σy(x◦, y◦) =
∂2u
∂x2

(x◦, y◦) при всiх (x◦, y◦) ∈ D) має вигляд (див., наприклад, [3–7]):

l̃pu(x, y) :=

(
∂4

∂x4
+ 2p

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

)
u(x, y) = 0. (6)

Як зазначалось вище, рiвняння (6) при p ≤ −1 не має застосувань у плоскiй анi-
затропнiй теорiї пружностi.

Рiвняння (6) є частинним випадком узагальненого бiгармонiчного рiвняння (да-
ний термiн вживається, наприклад, в [5, c. 603] або [8]), останнє вiдповiдає за-
гальному випадку плоскої анiзотропiї (за умови, що коефiцiєнти пiдпорядкованi
вiдповiдному узагальненому закону Гука) та є рiвнянням для функцiї напружень.

Введемо для кожних комплексних чисел c1, c2, ck ∈ C, k = 1, 2, позначення:

lp(c1, c2) := c41 + 2pc21c
2
2 + c42. (7)

Характеристичне рiвняння для (6) має вигляд

lp(s, 1) ≡ s4 + 2ps2 + 1 = 0, s ∈ C, (8)

його коренi є комплексними i попарно рiзними:

{s1, s2, s1, s2} =: ker lp(s, 1), (9)

де x+ iy := x − iy ≡ Rez − iImz, x, y ∈ R, z = x + iy (i — уявна комплексна
одиниця);

s1 = P1 − P2i, s2 = −P1 + P2i, P1 =

√
2(1− p)

2
, P2 =

√
2(1 + p)

2
. (10)
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Очевидно, що

(P1)
2 + (P2)

2 = 1, (P1)
2 − (P2)

2 = −p, P1P2 =

√
1− p2

2
, Pk ̸= 0, k = 1, 2. (11)

З (10) та (11) одержуємо спiввiдношення мiж s1 i s2:

s1 + s2 = 0, s1s2 = p+
√

1− p2 i, s1 ̸= s1, s1 ̸= s2. (12)

2. Комутативнi алгебри другого рангу над полем комплексних чисел
та їх базиси, асоцiйованi з рiвнянням (6).

Знайдемо усi можливi асоцiативнi, комутативнi над полем комплексних чисел
C алгебри другого рангу з одиницею e, якi мiстять принаймнi один базис (e1, e2),
що задовольняє умову, асоцiйовану з рiвнянням (6), а саме:

Lp(e1, e2) := e41 + 2pe21e
2
2 + e42 = 0. (13)

Крiм того, розширимо поставлену задачу питанням про знаходження у шуканих
алгебрах (або алгебрi у випадку, коли вона єдина) базисiв (e1, e2), що задовольня-
ють умову (13).

При p > 1 дана проблема поставлена та розв’язана у [1], а при p = 1 — схожа
проблема (з додатковою умовою: e21 + e22 ̸= 0) у [9].

Як вiдомо (див. [10]), iснує (з точнiстю до iзоморфiзму) двi асоцiативнi, кому-
тативнi над полем комплексних чисел C алгебри другого рангу з одиницею e. Це
алгебри, породженi базисами (e, ρ), (e, ω), вiдповiдно:

B := {c1e+ c2ρ : ck ∈ C, k = 1, 2}, ρ2 = 0, (14)

B0 := {c1e+ c2ω : ck ∈ C, k = 1, 2}, ω2 = e. (15)

Очевидно, що алгебра B0 є напiвпростою (див. означення, наприклад, у [11, c. 37]),
мiстячи базис з ортогональних iдемпотентiв (I1, I2), де

I1 =
1

2
(e+ ω) , I2 =

1

2
(e− ω) , I1I2 = 0. (16)

Очевидно, що
I1 + I2 = e, I1 − I2 = ω. (17)

Зв’язок алгебри (15) з алгебрами, якi є загальновживаними у зарубiжних нау-
кових працях, наведено у [1].

Оскiльки алгебра B мiстить ненульовий радикал {cρ : c ∈ C} (див. [12]), то
алгебра B не є напiвпростою. Елемент a = c1e + c2ρ з B є оборотним тодi i
тiльки тодi, коли c1 ̸= 0, у випадку виконання цiєї умови справедлива рiвнiсть:
a−1 = 1

c1
e− c2

(c1)2
ρ (див. [13]).

Теорема 1. Алгебра B не мiстить жодного базису (e1, e2), що задовольняє
умову (13).
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Iснує множина потужностi континуум, що складається з базисiв (e1, e2),
ek ∈ B0, k = 1, 2, якi задовольняють (13):

e1 = α I1 + β I2, e2 = s̃1α I1 + s̃2β I2 ∀α, β ∈ C \ {0}, (18)

де s̃1 ̸= s̃2, s̃k ∈ ker lp(s, 1), k = 1, 2.
Доведення. Нехай iснують шуканi базиси у алгебрi B. Тодi ek = αke + βkρ,

αk ∈ C, βk ∈ C, k = 1, 2, ∆e1,e2 := α1β2 − α2β1 ̸= 0. Розглянемо два можливi
випадки:

1) Iснує обернений елемент e−1
2 до e2: e−1

2 e2 = e.

2) Не iснує e−1
2 .

Нехай має мiсце випадок 1). Тодi iснують α, β ∈ C, α2 + β2 ̸= 0, такi, що
e1e

−1
2 = αe+ βρ =: E.
Доведемо, що β ̸= 0. Нехай β = 0, тодi e1e−1

2 = αe, α ̸= 0. Домножаючи останню
рiвнiсть на e2, приходимо до: e1 = αe2, що суперечить спiввiдношенню ∆e1,e2 ̸= 0.
Отже, β ̸= 0.

Враховуючи, що E2 = α2e+2αβρ, E4 = α4e+4α3βρ, одержуємо пiсля множення
обох частей рiвностi (13) на (e−1

2 )4 ланцюжок рiвностей:

0 = (e−1
2 )4Lp(e1, e2) = Lp(E, e) ≡ lp(α, 1)e+ 4αβ

(
α2 + p

)
ρ.

Тому, маємо систему рiвнянь: lp(α, 1) = 0, αβ
(
α2 + p

)
= 0. Беручи до уваги рiвно-

стi (9), (10) та нерiвностi (5), β ̸= 0, приходимо до висновку, що дана система не
має розв’язкiв.

Нехай має мiсце випадок 2). Тодi базиснi елементи подаються у виглядi: e2 =
α2ρ, α2 ∈ C \ {0}, e1 = α1e + β1ρ. Встановлюємо, що α1 ∈ C \ {0}, оскiльки у
протилежному випадку ∆e1,e2 = 0. Тому, одержуємо нерiвнiсть Lp(e1, e2) = e41 ≡
α4
1e+ 4α3

1β1ρ ̸= 0, що протирiчить умовi (13).
Тому не iснує базисiв (e1, e2), ek ∈ B, k = 1, 2, що задовольняють умову (13).
Безпосередня перевiрка показує, що базиси (18) задовольняють умову (13).
Теорему доведено. �
Зауважимо, що при при p > 1 аналогiчна теорема доведена у [1], там знайдено

усi шуканi базиси.
У данiй роботi акцентуємо увагу на базисi з (18) у випадку α = β = 1, а саме:

e1 = I1 + I2 ≡ e, e2 = s̃1I1 + s̃2 I2, (19)

де

(s̃1, s̃2) ∈ {(s1, s2), (s1, s2), (s1, s2), (s1, s2), (s2, s1), (s2, s1), (s2, s1), (s2, s1)} , (20)

тобто s̃k, k = 1, 2, крiм умов теореми 1 задовольняють ще одну додаткову:
s̃1 ̸= s̃2.
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Зауважимо, що формула (19) описує також усi базиси (e1, e2), що задовольня-
ють умову (13) з точнiстю до перестановки (термiн вживається у [1]) для випадку,
коли один з базисних елементiв спiвпадає з одиницею алгебри e, а другий має
коефiцiєнти Ak ∈ C , k = 1, 2, вiдповiдно при iдемпотентах Ik, k = 1, 2, що задо-
вольняють умову: A1 ̸= A2.

З (19) одержуємо вираження iдемпотентiв Ik, k = 1, 2, через ek, k = 1, 2:

I1 = s̃2s12 e1 − s12 e2, I2 = −s̃1s12 e1 + s12 e2, (21)

де

s12 :=
1

s̃2 − s̃1
.

З урахуванням (19) та (21) одержуємо рiвностi

e1 = e, e1e2 = e2, e
2
2 = −s̃1s̃2 e1 + (s̃1 + s̃2) e2. (22)

3. Моногеннi функцiї площини, породженої елементами (20).
Розглянемо площину µe1,e2 := {xe1 + ye2 : x, y ∈ R} над полем дiйсних чисел

R, де ek, k = 1, 2, визначаються рiвностями (19).
Нехай D є областю декартової площини xOy. Позначимо: Dζ := {ζ = xe1 +

ye2 ∈ µe1,e2 : (x, y) ∈ D}.
Надалi, вважатимемо: (x, y) ∈ R2, ζ = xe1 + ye2 ∈ µe1,e2 .
Зауважимо, що якщо кожен елемент ζ ∈ µe1,e2 \ {0} є оборотним.
Розглядаємо моногеннi в Dζ функцiї, тобто функцiї Φ: Dζ −→ B0 вигляду:

Φ(ζ) = U1(x, y) e1 + U2(x, y) ie1 + U3(x, y) e2 + U4(x, y) ie2, (23)

що мають класичну похiдну Φ′(ζ) в кожнiй точцi ζ з Dζ :

Φ′(ζ) := lim
h→0, h∈µe1,e2

(
Φ(ζ + h)− Φ(ζ)

)
h−1 . (24)

Кожну компоненту Uk : D −→ R, k ∈ {1, . . . , 4}, з (23) позначаємо через Uk [Φ],
тобто Uk [Φ(ζ)] := Uk(x, y), k ∈ {1, . . . , 4}.

Аналогiчно [1, Теорема 2] встановлюємо наступну теорему.

Теорема 2. Функцiя Φ: Dζ −→ B0 є моногенною в областi Dζ тодi i тiльки
тодi, коли її компоненти Uk : D −→ R, k = 1, 4, з розкладу (23) диференцiйовнi в
областi D та виконується наступний аналог умов Кошi – Рiмана:

∂Φ(ζ)

∂y
e1 =

∂Φ(ζ)

∂x
e2 ∀ ζ = xe1 + ye2 ∈ Dζ . (25)
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Пiдставляючи у (25) розклад (23), далi, використовуючи (22), одержуємо по-
компонентну форму рiвностi (25) у виглядi системи чотирьох рiвнянь вiдносно
компонент Uk, k = 1, 4, функцiї (23):

∂U1(x, y)

∂y
= −Re (s̃1s̃2)

∂U3(x, y)

∂x
+ Im (s̃1s̃2)

∂U4(x, y)

∂x
, (26)

∂U2(x, y)

∂y
= −Im (s̃1s̃2)

∂U3(x, y)

∂x
− Re (s̃1s̃2)

∂U4(x, y)

∂x
, (27)

∂U3(x, y)

∂y
=

∂U1(x, y)

∂x
+Re (s̃1 + s̃2)

∂U3(x, y)

∂x
−

− Im (s̃1 + s̃2)
∂U4(x, y)

∂x
, (28)

∂U4(x, y)

∂y
=

∂U2(x, y)

∂x
+ Im (s̃1 + s̃2)

∂U3(x, y)

∂x
+

+ Re (s̃1 + s̃2)
∂U4(x, y)

∂x
, (29)

для кожного (x, y) ∈ D.
Для змiнної ζ = xe1 + ye2 ∈ µe1,e2 (або (x, y) ∈ R2) та довiльним чином фiксо-

ваної пари (s̃1, s̃2) з (20) введемо до розгляду комплекснi змiннi Zk ∈ C, k = 1, 2,
за допомогою формул

Zk = x+ s̃ky, k = 1, 2, (30)

а також областi комплексної площини:

DZk := {Zk = x+ s̃ky ∈ C : xe1 + ye2 ∈ Dζ}, k = 1, 2. (31)

З рiвностей (19) випливає, що змiнна ζ подається у виглядi

ζ = Z1I1 + Z2I1. (32)

Аналогiчно [1, Теорема 3] встановлюємо наступну теорему.

Теорема 3. Функцiя Φ: Dζ −→ B0 є моногенною в областi Dζ тодi i тiльки
тодi, коли має мiсце рiвнiсть

Φ(ζ) = F1 (Z1) I1 + F2 (Z2) I2 ∀ζ ∈ Dζ , (33)

де Fk є деякою голоморфною функцiю комплексної змiнної Zk в областi DZk , вiд-
повiдно при k = 1, 2.

Оскiльки з iснування границi (24) випливає, що функцiя Φ: Dζ −→ B0 є непе-
рервною, то функцiя Φ є також моногенною у сенсi робiт [14–16] (неперервнi i
диференцiйовнi за Гато у напрямку додатних променiв). Для позначення остан-
ньої моногенностi будемо вживати термiн G+-моногеннiсть. Аналогiчно випад-
ку p > 1, де показано, що G+-моногеннi функцiї зображаються у виглядi (33)

23



C.В. Грищук

(див. [1, 14–16]), доводимо аналогiчне твердження для випадку −1 < p < 1. Тому,
як i при p > 1, обидва види моногенностi (моногеннiсть у сенсi рiвностi (24) та
G+-моногеннiсть) спiвпадають.

Пiдставляючи (21) у (33), та, замiнюючи, без втрати загальностi, s12s̃2F1 на F1,
а (−s12s̃1)F2 на F2, одержуємо зображення моногенної функцiї Φ за базисом (19)
у виглядi

Φ(ζ) = (F1(Z1) + F2(Z2)) e1 −
(

1

s̃2
F1(Z1) +

1

s̃1
F2(Z2)

)
e2 ∀ζ ∈ Dζ . (34)

4. Моногеннi функцiї площини, породженої елементами (20), та рiв-
няння (6).

З теореми 3 випливає, що моногенна функцiя (23) має похiднi довiльного по-
рядку Φ(k), k = 1, 2, . . . . Наслiдком цього є рiвностi

l̃pΦ(ζ) = Lp(e1, e2)Φ(ζ) ≡ 0 ∀ζ ∈ Dζ . (35)

З (35) та моногенностi l̃pΦ випливають рiвностi

Uk

[
l̃pΦ(ζ)

]
= 0 ∀ζ ∈ Dζ , k = 1, 4, (36)

тобто, дiйснозначнi компоненти-функцiї Uk = Uk [Φ], k = 1, 4, з (23) задовольняють
рiвняння (6) в областi D.

З рiвностi (34) випливає, що компоненти Uk(x, y) = Uk [Φ(ζ)], k = 1, 4, моноген-
ної функцiї Φ, є нескiнченно диференцiйовними в областi D. Таку саму гладкiсть
мають компоненти Uk, k = 1, 4, розв’язкiв систему рiвнянь (26) – (29)

Будемо вважати тут i надалi, що область D є обмеженою i однозв’язною.
Вiдомо (див., наприклад, [3, §20, c. 136] або [4]), що загальний розв’язок рiв-

няння (6) подається у виглядi:

u(x, y) = Re (F1 (Z1) + F2 (Z2)) ∀(x, y) ∈ D, (37)

Fk : DZk −→ C, k = 1, 2, — довiльнi аналiтичнi функцiї вiдповiдних комплексних
змiнних.

Користуючись (34), переписуємо рiвнiсть (37) у виглядi

u(x, y) = U1 [Φ(ζ)] ∀ζ ∈ Dζ , (38)

де Φ: Dζ −→ B0 — довiльна моногенна функцiя.
Позначемо через V0 := (U10, U20, U30, U40), де U10 ≡ 0,

Uk0 := Uk : D −→ R, k = 2, 4, є нескiнченно диференцiйовними в D функцiя-
ми, що задовольняють систему рiвнянь (26)–(29). Зауважимо, що V0 є загальним
розв’язком розв’язком системи (26)–(29) з U1 ≡ 0.

Нехай Φ1,0 : Dζ −→ B0 є довiльною моногенною функцiєю, такою, що Uk [Φ1,0] =
Uk0, k = 1, 4.
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Для фiксованого розв’язку u рiвняння (6) справедливий обернений результат
про його подання через моногеннi функцiї Φ.

Теорема 4. Нехай u — певний розв’язок рiвняння (6). Деякi аналiтичнi функ-
цiї Fk : DZk −→ C, k = 1, 2, задовольняють рiвнiсть (37). Моногенна функцiя
Φ12 : Dζ −→ B0 задовольняє умову

U1 [Φ12(ζ)] + iU2 [Φ12(ζ)] = F1(Z1) + F2(Z2)∀ζ ∈ Dζ . (39)

Усi моногеннi функцiї Φ, такi, що

U1 [Φ] = u(x, y)∀(x, y) ∈ D, (40)

подаються у виглядi

Φ(ζ) = Φ12(ζ) + Φ1,0(ζ)∀ζ ∈ Dζ . (41)

Доведення. Доведення теореми випливає з вищенаведених мiркувань та лiнiй-
ностi операцiї U1 [·]. �

Зауважимо, що аналогiчнi твердження до теореми 4 можна встановити для
iнших компонент Uk = Uk [Φ], k ∈ {2, 3, 4}.

Розглянемо випадки, коли Φ1,0 знаходиться у явному виглядi. Нехай s̃k := sk,
k = 1, 2. Тодi, використовуючи (12) для системи рiвнянь з частинними похiдними
першого порядку (26) – (29) з U1 ≡ 0, та здiйснюючи елементарнi перетворення,
приходимо до рiвносильної системи

∂U3(x, y)

∂x
= −

√
1− p2

∂U2(x, y)

∂y
, (42)

∂U4(x, y)

∂x
= −p ∂U2(x, y)

∂y
, (43)

∂U3(x, y)

∂y
= 0, (44)

∂U4(x, y)

∂y
=

∂U2(x, y)

∂x
, (45)

для кожного (x, y) ∈ D.
Оскiльки l̃p (U3) = 0 в областi D (далi, для спрощення запису, будемо, при

нагодi, опускати дане словосполучення), то пiдставляючи (44) у зазначене вище
рiвняння, приходимо до рiвностi ∂4U3

∂x4
= 0, тому з використанням останньої рiв-

ностi та рiвнянь-наслiдкiв з (44) виду ∂
∂y

(
∂kU3

∂xk

)
= 0 (k ∈ {3, 2, 1, 0}), одержуємо

послiдовним iнтегруванням рiвностi

∂2U3

∂x3
= const,

∂2U3

∂x2
= P1(x),

∂2U3

∂x
= P2(x), U3 = P3(x),
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де const позначає довiльну дiйсну сталу, Pk(x) є полiномом вiдносно дiйсної змiнної
x з (довiльними) дiйсними коефiцiєнтами, що є не вище k-го степеня для кожного
k ∈ {1, 2, 3}.

Отже, доведена рiвнiсть

U3(x, y) = P3(x) ∀(x, y) ∈ D. (46)

Пiдставляючи (46) у (42), одержуємо

∂U2(x, y)

∂y
=

√
1− p2

p2 − 1
P ′
3(x) ∀(x, y) ∈ D, (47)

де P ′
3 позначає похiдну вiд P3.

Пiдставляючи тепер вже (47) у (43), маємо

∂U4(x, y)

∂x
=
p
√

1− p2

1− p2
P ′
3(x) ∀(x, y) ∈ D. (48)

Пiдставляючи (47) у рiвняння, що одержується з (45) при диференцiюваннi
обох частин за змiнною y, приходимо до рiвностi

∂2U4(x, y)

∂y2
=

√
1− p2

p2 − 1
P ′′
3 (x) ∀(x, y) ∈ D. (49)

Для P3 введемо позначення:

P3(x) =
a

6
x3 +

b

2
x2 + cx+ d, (50)

де a, b, c, d — довiльнi дiйснi сталi.
Здiйснюючи мiркуванням для рiвностей (48) i (49) з урахуванням (46), анало-

гiчнi тим, що застосовувались при доведеннi (49), приходимо до рiвностi

U4(x, y) =

√
1− p2

1− p2

(
p

(
a

6
x3 +

b

2
x2 + c x

)
− (ax+ b)

(
y2

2
+ e y

)
+ f

)
∀(x, y) ∈ D,

(51)
де e, f — довiльнi дiйснi сталi.

З урахуванням (51) рiвностi (45), (47) набувають, вiдповiдно, вигляду

∂U2

∂x
= −

√
1− p2

1− p2
(ax+ b)(y + e),

∂U2

∂y
= −

√
1− p2

1− p2

(a
2
x2 + bx+ c

)
.

Звiдки iнтегруванням знаходимо U2, одержуємо рiвнiсть

U2(x, y) = −
√

1− p2

1− p2

((a
2
x2 + bx

)
(2y + e) + cy + g

)
∀(x, y) ∈ D (52)

(g — довiльна дiйсна стала).
Отже, шукана Φ1,0 має компоненти Uk [Φ1,0] = Uk, k = 1, 4, де U1 ≡ 0, U2

визначається рiвнiстю (52), U3 — формулами (46) i (50), U4 — рiвнiстю (51), в усiх
рiвностях a, b, c, d, e, f, g позначають довiльнi дiйснi сталi.
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S.V. Gryshchuk
Monogenic functions in two dimensional commutative algebras to equations of plane
orthotropy.

Among all two-dimensional commutative and assosiative algebras of the second rank with the unity
e over the field of complex numbers C we find a semi-simple algebra B0 := {c1e + c2ω : ck ∈ C, k =

1, 2}, ω2 = e, containing a basis (e1, e2), such that e41 + 2pe21e
2
2 + e42 = 0 for any fixed p such that

−1 < p < 1. A domain B1 = {(e1, e2)}, e1 = e, is discribed in an explicit form. We consider an approach
of B0-valued “analytic” functions Φ(xe1 + ye2) = U1(x, y)e1 + U2(x, y)ie1 + U3(x, y)e2 + U4(x, y)ie2

((e1, e2) ∈ B, x and y are real variables) such that their real-valued components Uk, k = 1, 4, satisfy the
equation on finding the stress function u in the case of orthotropic plane deformations (with absence
of body forses):

(
∂4

∂x4
+ 2p ∂4

∂x2∂y2
+ ∂4

∂y4

)
u(x, y) = 0 for every (x, y) ∈ D, where D is a domain of

the Cartesian plane xOy. A characterization of solutions u for this equation in a bounded simply-
connected domain via real components Uk, k = 1, 4, of the function Φ is done in the following sense:
let D be a bounded and simply-connected domain, a solution u is fixed, then u is a first component of
monogenic function Φu. The variety of such Φu is found in a complete form. We consider a particular
case of (e, e2) ∈ B1 for which Φu can be found in an explicit form. For this case a function Φu is
obtained in an explicit form. Note, that in case of orthotropic plane deformations, when Eqs. of the
stress function is of the form:

(
∂4

∂x4
+ 2p ∂4

∂x2∂y2
+ ∂4

∂y4

)
u(x, y) = 0, here p is a fixed number such that

p > 1, a similar research is done in [Gryshchuk S. V. Сommutative сomplex algebras of the second
rank with unity and some cases of plane orthotropy. I. Ukr. Mat. Zh. 2018. 70, No. 8. pp. 1058–1071
(Ukrainian); Gryshchuk S. V. Сommutative сomplex algebras of the second rank with unity and some
cases of plane orthotropy. II. Ukr. Mat. Zh. 2018. 70, No. 10. pp. 1382–1389 (Ukrainian)].

Keywords: anisotropic (orthotropic) media, commutative algebras, monogenic functions, stress fun-
ction.
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Моногеннi функцiї у двовимiрних комутативних алгебрах для рiвнянь плоскої ортотропiї

C.В. Грищук
Моногенные функции в двумерных коммутативных алгебрах для уравнений плос-
кой ортотропии.

Среди двумерных коммутативных, ассоциативных алгебр второго ранга с единицей над полем
комплексных чисел найдено множество алгебр B0 (состоит из одной полупростой алгебры), ко-
торые содержат базисы (e1, e2), такие, что e41 + 2pe21e

2
2 + e42 = 0 для каждого фиксированного p,

−1 < p < 1. Построены B0-значные “аналитические” функции Φ(xe1 + ye2) ((e1, e2) фиксирован,
x и y — действительные переменные), такие, что их вещественнозначные компоненты-функции
удовлетворяют уравнению для функции напряжений u в случае плоских ортотропных деформа-
ций

(
∂4

∂x4
+ 2p ∂4

∂x2∂y2
+ ∂4

∂y4

)
u(x, y) = 0. Найдена характеризация решений u данного уравнения,

рассматриваемого в ограниченных односвязных областях, через вещественнозначные компонен-
ты функции Φ.

Ключевые слова: анизотропная (ортотропная) среда, коммутативные алгебры, моногенные
функции, функция напряжений.

Iнститут математики НАН України, Київ
serhii.gryshchuk@gmail.com
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DIRICHLET PROBLEM FOR POISSON EQUATIONS
IN JORDAN DOMAINS

First, we study the Dirichlet problem for the Poisson equations △u(z) = g(z) with g ∈ Lp, p > 1, and
continuous boundary data φ : ∂D → R in arbitrary Jordan domains D in C and prove the existence
of continuous solutions u of the problem in the class W 2,p

loc . Moreover, u ∈ W 1,q
loc for some q > 2 and u

is locally Hölder continuous. Furthermore, u ∈ C1,α
loc with α = (p − 2)/p if p > 2. Then, on this basis

and applying the Leray–Schauder approach, we obtain the similar results for the Dirichlet problem
with continuous data in arbitrary Jordan domains to the quasilinear Poisson equations of the form
△u(z) = h(z) · f(u(z)) with the same assumptions on h as for g above and continuous functions
f : R → R, either bounded or with nondecreasing |f | of |t| such that f(t)/t → 0 as t → ∞. We
also give here applications to mathematical physics that are relevant to problems of diffusion with
absorbtion, plasma and combustion. In addition, we consider the Dirichlet problem for the Poisson
equations in the unit disk D ⊂ C with arbitrary boundary data φ : ∂D → R that are measurable with
respect to logarithmic capacity. Here we establish the existence of continuous nonclassical solutions u
of the problem in terms of the angular limits in D a.e. on ∂D with respect to logarithmic capacity with
the same local properties as above. Finally, we extend these results to almost smooth Jordan domains
with qusihyperbolic boundary condition by Gehring–Martio.
MSC: Primary 30C62,31A05, 31A20, 31A25, 31B25, 35J61. Secondary 30E25, 31C05, 34M50, 35F45,
35Q15.
Keywords: Dirichlet problem, quasilinear Poisson equation, logarithmic potential, logarithmic capacity,
angular limits.

1. Introduction.
First of all, recall that the Poisson kernel is the 2π−periodic function

Pr(Θ) :=
1− r2

1− 2r cosΘ + r2
, r < 1 , Θ ∈ R . (1)

Here we will apply the notation of the Poisson integral in the unit disk D :

Pφ(z) :=
1

2π

π∫
−π

Pr(ϑ− t) φ(eit) dt , z = reiϑ, r < 1 , ϑ ∈ R (2)

for arbitrary continuous functions φ : ∂D → R. As known, Pφ is a harmonic function
in D that is extended by continuity to D with φ as its boundary data, see e.g. I.D.2
in [18].

Similarly, given a Jordan domain D in C and a continuous boundary function
φ : ∂D → R, let us denote by Dφ the harmonic function in D that has the continuous
extension to D with φ as its boundary data. As known, by the Lindelöf maximum
principle, see e.g. Lemma 1.1 in [10], we have the uniqueness theorem for the bounded

30



Dirichlet problem for Poisson equations in Jordan domains

harmonic functions with continuous boundary data. By the Riemann theorem, see e.g.
Theorem II.2.1 in [14], there is a conformal mapping f : D → D that is extended to
a homeomorphism f̃ : D → D by the Caratheodory theorem, see e.g. Theorem II.3.4
in [14]. Thus, the Dirichlet operator Dφ has the following useful representation

Dφ(z) = Pφ◦f−1
∗

(f(z)), z ∈ D, where f∗ = f̃ |∂D . (3)

It is also known, see e.g. Corollary 1 in [16], that the Newtonian potential

Ng(z) :=
1

2π

∫
C

log |z − w| g(w) dm(w) (4)

of integrable functions g : C → R with compact support satisfies the Poisson equation

△Ng = g (5)

in the distributional sense, i.e.,∫
C

Ng(z)△ψ(z) dm(z) =

∫
C

ψ(z) g(z) dm(z) ∀ ψ ∈ C∞
0 (C) . (6)

As usual, here C∞
0 (C) denotes the class of all infinitely differentiable functions

ψ : C → R with compact support in C, △ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
is the Laplace operator and

dm(z) corresponds to the Lebesgue measure in C.

2. Dirichlet problem with continuous data.
By Theorem 2 in [16] we come to the following result on the existence, regularity and

representation of solutions for the Dirichlet problem to the Poisson equation in arbitrary
Jordan domains D in C where we assume that the charge density g is extended by zero
outside of D.

Theorem 1. Let D be a Jordan domain in C, φ : ∂D → R be a continuous function
and g : D → R belong to the class Lp(D) for p > 1. Then the function

U := Ng − DN∗
g

+ Dφ , N∗
g := Ng|∂D , (7)

is continuous in D with U |∂D = φ, belongs to the class W 2,p
loc (D) and satisfies the

Poisson equation △U = g a.e. in D. Moreover, U ∈ W 1,q
loc (D) for some q > 2 and U

is locally Hölder continuous in D. Furthermore, U ∈ C1,α
loc (D) with α = (p − 2)/p if

g ∈ Lp(D) for p > 2.

Remark 1. Note also by the way that a generalized solution of the Dirichlet
problem to the Poisson equation in the class C(D) ∩W 1,2

loc (D) is unique at all, see e.g.
Theorem 8.30 in [13], and (7) gives the effective representation of this unique solution.

The case of quasilinear Poisson equations is reduced to the case of the linear Poisson
equations by the Leray–Schauder approach.
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Theorem 2. Let D be a Jordan domain in C, φ : ∂D → R be a continuous function
and h : D → R be a function in the class Lp(D) for p > 1. Suppose that a continuous
function f : R → R has nondecreasing |f | of |t| and

lim
t→+∞

f(t)

t
= 0 . (8)

Then there is a continuous function U : D → R with U |∂D = φ, U |D ∈W 2,p
loc such that

△U(z) = h(z) · f(U(z)) for a.e. z ∈ D . (9)

Moreover, U ∈W 1,q
loc (D) for some q > 2 and U is locally Hölder continuous. Furthermore,

U ∈ C1,α
loc (D) with α = (p− 2)/p if p > 2.

In particular, the latter statement in Theorem 2 implies that U ∈ C1,α
loc (D) for all

α = (0, 1) if h is bounded.

Proof. If ∥h∥p = 0 or ∥f∥C = 0, then the Dirichlet operator Dφ gives the desired
solution of the Dirichlet problem for equation (9), see e.g. I.D.2 in [18]. Hence we may
assume further that ∥h∥p ̸= 0 and ∥f∥C ̸= 0.

By Theorem 1 and the maximum principle for harmonic functions, we obtain the
family of operators F (g; τ) : Lp(D) → Lp(D), τ ∈ [0, 1]:

F (g; τ) := τh · f(Ng −DN∗
g
+Dφ) , N

∗
g := Ng|∂D , ∀ τ ∈ [0, 1] (10)

which satisfies all groups of hypothesis H1-H3 of Theorem 1 in [22].
H1). First of all, F (g; τ) ∈ Lp(D) for all τ ∈ [0, 1] and g ∈ Lp(D) because by

Theorem 1 f(Ng −DN∗
g
+ Dφ) is a continuous function and, moreover, by Theorem 1

in [16]

∥F (g; τ)∥p ≤ ∥h∥p |f ( 2M ∥g∥p + ∥φ∥C) | < ∞ ∀ τ ∈ [0, 1] .

Thus, by Theorem 1 in combination with the Arzela–Ascoli theorem, see e.g. Theorem
IV.6.7 in [6], the operators F (g; τ) are completely continuous for each τ ∈ [0, 1] and
even uniformly continuous with respect to the parameter τ ∈ [0, 1].

H2). The index of the operator F (g; 0) is obviously equal to 1.
H3). By Theorem 1 in [16] and the maximum principle for harmonic functions, we

have the estimate for solutions g ∈ Lp of the equations g = F (g; τ):

∥g∥p ≤ ∥h∥p |f ( 2M ∥g∥p + ∥φ∥C) | ≤ ∥h∥p |f( 3M ∥g∥p)|

whenever ∥g∥p ≥ ∥φ∥C/M , i.e. then it should be

|f( 3M ∥g∥p)|
3M ∥g∥p

≥ 1

3M ∥h∥p
(11)

and hence ∥g∥p should be bounded in view of condition (8).
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Thus, by Theorem 1 in [22] there is a function g ∈ Lp(D) such that g = F (g; 1) and,
consequently, by our Theorem 1 the function U := Ng − DN∗

g
+ Dφ gives the desired

solution of the Dirichlet problem for the quasilinear Poisson equation (9). �
Remark 2. As it is clear from the proof, Theorem 2 is valid if f is an arbitrary

continuous bounded function. Moreover, condition (8) can be replaced by the weaker

lim sup
t→+∞

|f(t)|
t

<
1

3M∥h∥p
(12)

where M is the constant from the estimate (14) of Theorem 1 in [16].

Theorem 2 together with Remark 2 can be applied to some physical problems. The
first circle of such applications is relevant to reaction-diffusion problems. Problems of
this type are discussed in [5], p. 4, and, in detail, in [2]. A nonlinear system is obtained
for the density u and the temperature T of the reactant. Upon eliminating T the system
can be reduced to the equation

△u = λ · f(u) (13)

with h(z) ≡ λ > 0 and, for isothermal reactions, f(u) = uq where q > 0 is called the
order of the reaction. It turns out that the density of the reactant u may be zero in a
subdomain called a dead core. A particularization of results in Chapter 1 of [5] shows
that a dead core may exist just if and only if 0 < q < 1 and λ is large enough, see also
the corresponding examples in [15]. In this connection, the following statements may
be of independent interest.

Corollary 1. Let D be a Jordan domain in C, φ : ∂D → R be a continuous
function and let h : D → R be a function in the class Lp(D), p > 1. Then there exists
a continuous function u : D → R with u|∂D = φ such that u ∈W 2,p

loc (D) and

△u(z) = h(z) · uq(z) , 0 < q < 1 (14)

a.e. in D. Moreover, u ∈ W 1,β
loc (D) for some β > 2 and u is locally Hölder continuous

in D. Furthermore, u ∈ C1,α
loc (D) with α = (p− 2)/p if p > 2.

Corollary 2. Let D be a Jordan domain in C and φ : ∂D → R be a continuous
function. Then there is a continuous function u : D → R with u|∂D = φ such that
u ∈W 2,p

loc (D) for all p ≥ 1 and

△u(z) = uq(z) , 0 < q < 1 , (15)

a.e. in D. Moreover, u ∈ C1,α
loc (D) for all α ∈ (0, 1).

Note also that certain mathematical models of a thermal evolution of a heated
plasma lead to nonlinear equations of the type (13). Indeed, it is known that some of
them have the form △ψ(u) = f(u) with ψ′(0) = +∞ and ψ′(u) > 0 if u ̸= 0 as, for
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instance, ψ(u) = |u|q−1u under 0 < q < 1, see e.g. [5]. With the replacement of the
function U = ψ(u) = |u|q · signu, we have that u = |U |Q · signU , Q = 1/q, and, with
the choice f(u) = |u|q2 · signu, we come to the equation △U = |U |q · signU = ψ(U).

Corollary 3. Let D be a Jordan domain in C and φ : ∂D → R be a continuous
function. Then there is a continuous function U : D → R with U |∂D = φ such that
u ∈W 2,p

loc (D) for all p ≥ 1 and

△U(z) = |U(z)|q−1U(z) , 0 < q < 1 , (16)

a.e. in D. Moreover, U ∈ C1,α
loc (D) for all α ∈ (0, 1).

Finally, we recall that in the combustion theory, see e.g. [3], [24] and the references
therein, the following model equation

∂u(z, t)

∂t
=

1

δ
· △u + eu , t ≥ 0, z ∈ D, (17)

takes a special place. Here u ≥ 0 is the temperature of the medium and δ is a certain
positive parameter.

We restrict ourselves here by the stationary case, although our approach makes
it possible to study the parabolic equation (17), see [15]. Namely, the equation (9) is
appeared here with h ≡ δ > 0 and the function f(u) = e−u that is bounded as in
Remark 2.

Corollary 4. Let D be a Jordan domain in C and φ : ∂D → R be a continuous
function. Then there is a continuous function U : D → R with U |∂D = φ such that
u ∈W 2,p

loc (D) for all p ≥ 1 and

△U(z) = δ · e−U(z) , δ > 0 , (18)

a.e. in D. Moreover, U ∈ C1,α
loc (D) for all α ∈ (0, 1).

Due to the factorization theorem in [15], we plan to extend these results to semi–
linear equations describing the corresponding physical phenomena in anisotropic and
inhomogeneous media in arbitrary Jordan domains.

3. The definition and preliminary remarks on the logarithmic capacity.
Given a bounded Borel set E in the plane C, a mass distribution on E is a

nonnegative completely additive function ν of a set defined on its Borel subsets with
ν(E) = 1. The function

Uν(z) :=

∫
E

log

∣∣∣∣ 1

z − ζ

∣∣∣∣ dν(ζ) (19)

is called a logarithmic potential of the mass distribution ν at a point z ∈ C. A
logarithmic capacity C(E) of the Borel set E is the quantity

C(E) = e−V , V = inf
ν

Vν(E) , Vν(E) = sup
z

Uν(z) . (20)
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It is also well-known the following geometric characterization of the logarithmic
capacity, see e.g. the point 110 in [23]:

C(E) = τ(E) := lim
n→∞

V
2

n(n−1)
n (21)

where Vn denotes the supremum of the product

V (z1, . . . , zn) =

l=1,...,n∏
k<l

|zk − zl| (22)

taken over all collections of points z1, . . . , zn in the set E. Following Fékete, see [9], the
quantity τ(E) is called the transfinite diameter of the set E.

Remark 3. Thus, we see that if C(E) = 0, then C(f(E)) = 0 for an arbitrary
mapping f that is continuous by Hölder and, in particular, for quasiconformal mappings
on compact sets, see e.g. Theorem II.4.3 in [21].

In order to introduce sets that are measurable with respect to logarithmic capacity,
we define, following [7], inner C∗ and outer C∗ capacities :

C∗(E) : = sup
F⊆E

C(E), C∗(E) : = inf
E⊆O

C(O) (23)

where supremum is taken over all compact sets F ⊂ C and infimum is taken over
all open sets O ⊂ C. A set E ⊂ C is called measurable with respect to the
logarithmic capacity if C∗(E) = C∗(E), and the common value of C∗(E) and C∗(E)
is still denoted by C(E).

A function φ : E → C defined on a bounded set E ⊂ C is called measurable
with respect to logarithmic capacity if, for all open sets O ⊆ C, the sets

Ω = {z ∈ E : φ(z) ∈ O} (24)

are measurable with respect to logarithmic capacity. It is clear from the definition that
the set E is itself measurable with respect to logarithmic capacity.

Note also that sets of logarithmic capacity zero coincide with sets of the so-called
absolute harmonic measure zero introduced by Nevanlinna, see Chapter V in [23].
Hence a set E is of (Hausdorff) length zero if C(E) = 0, see Theorem V.6.2 in [23].
However, there exist sets of length zero having a positive logarithmic capacity, see e.g.
Theorem IV.5 in [7].

Remark 4. It is known that Borel sets and, in particular, compact and open
sets are measurable with respect to logarithmic capacity, see e.g. Lemma I.1 and
Theorem III.7 in [7]. Moreover, as it follows from the definition, any set E ⊂ C of
finite logarithmic capacity can be represented as a union of a sigma-compactum (union
of countable collection of compact sets) and a set of logarithmic capacity zero. Thus,

35
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the measurability of functions with respect to logarithmic capacity is invariant under
Hölder continuous change of variables.

It is also known that the Borel sets and, in particular, compact sets are measurable
with respect to all Hausdorff’s measures and, in particular, with respect to measure of
length, see e.g. theorem II(7.4) in [27]. Consequently, any set E ⊂ C of finite logarithmic
capacity is measurable with respect to measure of length. Thus, on such a set any
function φ : E → C being measurable with respect to logarithmic capacity is also
measurable with respect to measure of length on E. However, there exist functions
that are measurable with respect to measure of length but not measurable with respect
to logarithmic capacity, see e.g. Theorem IV.5 in [7].

Dealing with measurable boundary functions φ(ζ) with respect to the logarithmic
capacity, we will use the abbreviation q.e. (quasi-everywhere) on a set E ⊂ C, if
a property holds for all ζ ∈ E except its subset of zero logarithmic capacity, see [19].

4. Dirichlet problem with measurable data in the unit disk.
In the paper [8], it was proved as Theorem 3.1 the following analog of the known

Luzin theorem in terms of logarithmic capacity, cf. e.g. Theorem VII(2.3) in [27].

Proposition 1. Let φ : [a, b] → R be a measurable function with respect to logarithmic
capacity. Then there is a continuous function Φ : [a, b] → R such that Φ′(x) = φ(x)
q.e. on (a, b). Furthermore, the function Φ can be chosen such that Φ(a) = Φ(b) = 0
and |Φ(x)| ≤ ε under arbitrary prescribed ε > 0 for all x ∈ [a, b].

Corollary 5. Let φ : ∂D → R be a measurable function with respect to logarithmic
capacity. Then there is a continuous function Φ : ∂D → R such that Φ′(eit) = φ(eit)
q.e. on R.

The Poisson–Stieltjes integral

ΛΦ(z) :=
1

2π

π∫
−π

Pr(ϑ− t) dΦ(eit) , z = reiϑ, r < 1 , ϑ ∈ R (25)

is well-defined for arbitrary continuous functions Φ : ∂D → R, see e.g. Section 2 in [26].

Directly by the definition of the Riemann–Stieltjes integral and the Weierstrass
type theorem for harmonic functions, see e.g. Theorem I.3.1 in [14], ΛΦ is a harmonic
function in the unit disk D := {z ∈ C : |z| < 1} because the function Pr(ϑ − t) is the
real part of the analytic function

Aζ(z) :=
ζ + z

ζ − z
, ζ = eit, z = reiϑ , r < 1 , ϑ and t ∈ R . (26)

Next, by Theorem 1 in [26] we have the following useful conclusion.
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Proposition 2. Let φ : ∂D → R be a measurable function with respect to logarithmic
capacity and Φ : ∂D → R be a continuous function with Φ′(eit) = φ(eit) q.e. on R. Then
ΛΦ has the angular limit

lim
z→ζ

ΛΦ(z) = φ(ζ) q.e. on ∂D . (27)

Finally, by Theorem 2 in [16], Proposition 2 and the known Poisson formula, see
e.g. I.D.2 in [18], we come to the following result on the existence, regularity and
representation of solutions for the Dirichlet problem to the Poisson equation in the
unit disk D. We assume that the charge density g is extended by zero outside of D in
the next theorem.

Theorem 3. Let a function φ : ∂D → R be measurable with respect to logarithmic
capacity and let a continuous function Φ correspond to φ by Corollary 5. Suppose that
a function g : D → R is in the class Lp(D) for p > 1. Then the following function in D

U := Ng − PN∗
g

+ ΛΦ , N∗
g := Ng|∂D , (28)

belongs to the class W 2,p
loc (D), satisfies the Poisson equation △U = g a.e. in D and has

the angular limit
lim
z→ζ

U(z) = φ(ζ) q.e. on ∂D . (29)

Moreover, U ∈ W 1,q
loc (D) for some q > 2 and U is locally Hölder continuous.

Furthermore, U ∈ C1,α
loc (D) with α = (p− 2)/p if g ∈ Lp(D) for p > 2.

Remark 5. Note that by the Luzin result, see also Theorem 3 in [26], the statement
of Theorem 3 is valid in terms of the length measure as well as the harmonic measure
on ∂D. However, by the well–known Ahlfors–Beurling example, see [1], the sets of
length zero as well as of harmonic measure zero are not invariant with respect to
quasiconformal changes of variables. The latter circumstance does not make it is possible
to apply the result in the future for the extension of the statement to generalizations
of the Laplace equation in anisotropic and inhomogeneous media. Hence we prefer to
use logarithmic capacity.

5. Dirichlet problem with measurable data in almost smooth domains.
We say that a Jordan curve Γ in C is almost smooth if Γ has a tangent q.e. Here

it is said that a straight line L in C is tangent to Γ at a point z0 ∈ Γ if

lim sup
z→z0,z∈Γ

dist (z, L)
|z − z0|

= 0 . (30)

In particular, Γ is almost smooth if Γ has a tangent at all its points except a countable
set. The nature of such Jordan curves Γ is complicated enough because the countable
set can be everywhere dense in Γ.
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Now, given a domain D in C, kD(z, z0) denotes the quasihyperbolic distance,

kD(z, z0) := inf
γ

∫
γ

ds

d(ζ, ∂D)
, (31)

introduced in the paper [12]. Here d(ζ, ∂D) denotes the Euclidean distance from the
point ζ ∈ D to ∂D and the infimum is taken over all rectifiable curves γ joining the
points z and z0 in D.

Next, it is said that a domain D satisfies the quasihyperbolic boundary condi-
tion if

kD(z, z0) ≤ a ln
d(z0, ∂D)

d(z, ∂D)
+ b ∀ z ∈ D (32)

for constants a and b and a point z0 ∈ D. The latter notion was introduced in [10] but,
before it, was first applied in [4].

Remark 6. Given a Jordan domain D in C with the almost smooth boundary
satisfying the quasihyperbolic boundary condition. By the Riemann theorem, see e.g.
Theorem II.2.1 in [14], there is a conformal mapping f : D → D that is extended to
a homeomorphism f̃ : D → D by the Caratheodory theorem, see e.g. Theorem II.3.4
in [14]. Moreover, f∗ := f̃ |∂D, as well as f−1

∗ , is Hölder continuous by Corollary to
Theorem 1 in [4]. Thus, by Remark 4 a function φ : ∂D → R is measurable with
respect to logarithmic capacity if and only if the function ψ := φ ◦ f−1

∗ : ∂D → R is
so. Set Φ := Ψ ◦ f∗ where Ψ : ∂D → R is a continuous function corresponding to ψ by
Corollary 5.

Proposition 3. Let D be a Jordan domain in C with the almost smooth boundary
satisfying the quasihyperbolic boundary condition. Suppose that φ : ∂D → R is measu-
rable with respect to logarithmic capacity and Φ : ∂D → R is the continuous function
corresponding to φ by Remark 6. Then the harmonic function LΦ(z) := ΛΦ◦f−1

∗
(f(z))

has the angular limit φ q.e. on ∂D.

Proof. Indeed, by Remark 6 and Proposition 2 there is the angular limit

lim
w→ξ

ΛΨ(w) = ψ(ξ) q.e. on ∂D . (33)

By the Lindelöf theorem, see e.g. Theorem II.C.2 in [18], if ∂D has a tangent at a
point ζ, then

arg [f̃(ζ)− f̃(z)]− arg [ζ − z] → const as z → ζ .

After the change of variables ξ := f̃(ζ) and w := f̃(z), we have that

arg [ξ − w]− arg [f̃−1(ξ)− f̃−1(w)] → const as w → ξ .

In other words, the conformal images of sectors in D with a vertex at ξ is asymptotically
the same as sectors in D with a vertex at ζ. Thus, nontangential paths in D are
transformed under f̃−1 into nontangential paths in D.
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Recall that firstly the almost smooth Jordan curve ∂D has a tangent q.e., secondly
by Remark 6 the mappings f∗ and f−1

∗ are Hölder continuous, and thirdly by Remark 3
they transform sets of logarithmic capacity zero into sets of logarithmic capacity zero.
Consequently, (33) implies the desired conclusion. �

Finally, by Theorem 2 in [16], Proposition 3 and the Poisson formula, we come to
the following result on the existence, regularity and representation of solutions for the
Dirichlet problem to the Poisson equation in the Jordan domains. We assume here that
the charge density g is extended by zero outside of D in the next theorem.

Theorem 4. Let D be a Jordan domain in C with the almost smooth boundary
satisfying the quasihyperbolic boundary condition, a function φ : ∂D → R be measurable
with respect to logarithmic capacity and let a continuous function Φ correspond to φ by
Remark 6. Suppose that a function g : D → R is in the class Lp(D) for p > 1. Then
the following function in D

U := Ng − DN∗
g

+ LΦ , N∗
g := Ng|∂D , (34)

belongs to the class W 2,p
loc (D), satisfies the Poisson equation △U = g a.e. in D and has

the angular limit
lim
z→ζ

U(z) = φ(ζ) q.e. on ∂D . (35)

Moreover, U ∈ W 1,q
loc (D) for some q > 2 and U is locally Hölder continuous.

Furthermore, U ∈ C1,α
loc (D) with α = (p− 2)/p if g ∈ Lp(D) for p > 2.

Remark 7. Note that by the Luzin result, see also Theorem 3 in [26], the statement
of Theorem 4 is valid in terms of the length measure on rectifiable ∂D. Indeed, by the
Riesz theorem length f−1

∗ (E) = 0 whenever E ⊂ ∂D with |E| = 0, see e.g. Theorem
II.C.1 and Theorems II.D.2 in [18]. Conversely, by the Lavrentiev theorem |f∗(E)| = 0
whenever E ⊂ ∂D and length E = 0, see [20], see also the point III.1.5 in [25].
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В. Гутлянский, В. Рязанов, Э. Якубов
Задача Дирихле для уравнений Пуассона в жордановых областях.

Прежде всего, мы изучаем задачу Дирихле для уравнений Пуассона △u(z) = g(z) с g ∈ Lp,
p > 1, и непрерывными граничными данными φ : ∂D → R в произвольных жордановых обла-
стях D ⊂ C и доказываем существование непрерывных решений u этой задачи в классе W 2,p

loc .
Кроме того, u ∈ W 1,q

loc для некоторого q > 2 и u локально непрерывны по Гельдеру. Более то-
го, u ∈ C1,α

loc с α = (p − 2)/p, если p > 2. Затем, на этой основе и применяя подход Лере–
Шаудера, мы получаем аналогичные результаты для задачи Дирихле с непрерывными гранич-
ными данными в произвольных жордановых областях для квазилинейных уравнений Пуассона
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вида △u(z) = h(z) · f(u(z)) с теми же предположениями о функции h как выше для g и непре-
рывных функций f : R → R, которые либо ограничены, либо с неубывающим |f | от |t|, таких,
что f(t)/t → 0 при t → ∞. Мы также приводим здесь приложения к математической физике,
которые относятся к задачам диффузии с абсорбцией, плазме и горению. В дополнение, мы рас-
сматриваем задачу Дирихле для уравнений Пуассона в единичном круге D ⊂ C с произвольными
граничными данными φ : ∂D → R, которые измеримы относительно логарифмической емкости.
Здесь мы устанавливаем существование неклассических решений этой проблемы в терминах уг-
ловых пределов в D п.в. на ∂D относительно логарифмической емкости с теми же локальными
свойствами как и выше. Наконец, мы распространяем эти результаты на почти гладкие жорда-
новы области D в C с квазигиперболическим граничным условием по Герингу–Мартио.

Ключевые слова: задача Дирихле, квазилинейные уравнения Пуассона, логарифмический по-
тенциал, логарифмическая емкость, угловые пределы.

В. Гутлянський, В. Рязанов, Е. Якубов
Задача Дiрихле для рiвнянь Пуасона у жорданових областях.

Перш за все ми вивчаємо задачу Дiрихле для рiвнянь Пуасона △u(z) = g(z) с g ∈ Lp, p > 1, та
неперервними граничними даними φ : ∂D → R в довiльних жорданових областях D ⊂ C та дово-
димо iснування неперервних рiшень u цiєї задачi в класi W 2,p

loc . Крiм цього, u ∈W 1,q
loc для деякого

q > 2 та u локально неперервнi за Гельдером. Бiльш того, u ∈ C1,α
loc з α = (p − 2)/p, якщо p > 2.

Потiм, на цiй основi, застосовуючи пiдхiд Лере–Шаудера, ми отримуємо аналогiчнi результати
для задачi Дiрихле з неперервними граничними даними в довiльних жорданових областях для
квазiлiнiйних рiвнянь Пуасона виду △u(z) = h(z) · f(u(z)) з тими же припущеннями про функцiї
h як вище для g та неперервних функцiй f : R → R, якi або обмеженi, або з неспадним |f | вiд
|t|, таких, що f(t)/t → 0 при t → ∞. Ми також наводимо тут додатки до математичної фiзики,
якi вiдносяться до задач дифузiї з абсорбцiєю, плазмi та горiнню. На додаток, ми розглядаємо
задачу Дiрихле для рiвнянь Пуасона в одиничному колi D ⊂ C з довiльними граничними даними
φ : ∂D → R, якi вимiрнi вiдносно логарифмiчної ємностi. Тут ми встановлюємо iснування некла-
сичних рiшень цiєї проблеми у термiнах кутових границь у D п.в. на ∂D вiдносно логарiфмiчної
ємностi з тими ж локальними властивостями як i вище. Нарештi, ми поширюємо цi результати
на майже гладкi жордановi областi D в C з квазiгiперболiчною граничною умовою за Герингом–
Мартiо.

Ключовi слова: задача Дiрихле, квазiлiнiйнi рiвняння Пуасона, логарифмiчна ємнiсть, куто-
вi межи.
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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ЭКСТРЕМАЛЬНОГО РАЗБИЕНИЯ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ

В данной работе рассматривается максимум произведения внутренних радиусов n непересека-
ющихся областей, которые содержат точки расширенной комплексной плоскости, и степени γ
внутреннего радиуса области, что содержит нулевую точку. Найдено неравенство для внутрен-
него радиуса области, что содержит точку ноль. Основной результат работы обобщает аналогич-
ные результаты работ [1, 2] на случай произвольного расположения систем точек на C.
MSC: 30C75.
Ключевые слова: внутренний радиус области, непересекающиеся области, функция Грина,
трансфинитный диаметр, теорема о минимизации площади, неравенство Коши.

Предметом изучения данной работы являются экстремальные задачи о нена-
легающих областях со свободными полюсами на комплексной плоскости. Многие
такие задачи сводятся к определению максимума произведения внутренних радиу-
сов на системах попарно неналегающих областей, удовлетворяющих определенным
условиям (см., например, [1–13]).

Пусть C – комплексная плоскость, C = C
∪
{∞} – одноточечная компактифи-

кация комплексной плоскости или сфера Римана, N, R – множество натуральных
и вещественных чисел, соответственно, R+ = (0,∞). Величина r(B, a) обозначает
внутренний радиус области B ⊂ C, относительно точки a ∈ B. Внутренний радиус
области B связан с обобщенной функцией Грина gB(z, a) области B соотношени-
ями

gB(z, a) = − ln |z − a|+ ln r(B, a) + o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,∞) + o(1), z → ∞.

Систему точек An := { ak ∈ C, k = 1, n}, n ∈ N, n > 2, назовем n-лучевой, если
|ak| ∈ R+ при k = 1, n и 0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Введем обозначения

an+1 := a1, αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
,

αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Автор выражает благодарность профессору А.К. Бахтину за постановку задачи и полезные
комментарии.

The publication contains the results of studies conducted by President’s of Ukraine grant for
competitive projects F75/30308 of the State Fund for Fundamental Research.
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Некоторые оценки для экстремального разбиения комплексной плоскости

В данной работе мы исследуем максимум функционала

In(γ) = rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) , (1)

где B0, B1, B2,...,Bn, n > 2, – произвольная система взаимно непересекающихся
областей, An := {ak}nk=1 – произвольная система разных точек на C \ {0}, a0 = 0,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, γ ∈ (0, n].

Следующая теорема обобщает аналогичные результаты работ [1, 2] на случай
произвольного расположения систем точек на комплексной плоскости.

Теорема. Пусть n > 2, γ ∈ (0, n), ∆ ∈ R+ и An := {ak}nk=1 – произвольная
система разных точек на C \ {0}. Тогда для любого набора взаимно непересекаю-
щихся областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0 такого, что In(γ) > ∆,
справедливо неравенство

r (B0, 0) 6 n
− n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ ·

(
n∏
k=1

|ak|

) 2
n−γ

. (2)

Доказательство. Аналогично работам [1,2], пусть d(G) — трансфинитный диа-
метр компактного множества G ⊂ C. Тогда справедливо соотношение

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞
)
=

1

d(C \B+
0 )

6 1

d(
n∪
k=1

B
+
k )

, (3)

где B+ = {z; 1z ∈ B}.
В силу известной теоремы Пойа [3, с.28], [4, с.34], справедливо неравенство

µG 6 πd2(G),

где µG обозначает лебегову меру компактного множества G. Отсюда имеем, что

d(G) >
(
1

π
µG

) 1
2

.

Тогда из (3) следует, что

r (B0, 0) 6
1

d(
n∪
k=1

B
+
k )

6 1√
1
πµ(

n∪
k=1

B
+
k )

=

[
1

π

n∑
k=1

µB
+
k

]− 1
2

. (4)

Для ограниченной области D, a ∈ D рассмотрим класс всех регулярных функций
ψ(z), ψ(a) = 0, ψ′(a) = 1, заданных в области D и площадь образа области D при
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отображении произвольной функцией ψ(z). Из теоремы о минимизации площади
[4, с.34] получаем, что ∫∫

B

|ψ′(z)|2dxdy > πr2 (D, a) . (5)

Полагая ψ1(z) = (z − a) из (5) следует, что

S(D) = µ(D) > πr2 (D, a) . (6)

Из неравенства (4) непосредственно вытекает, что

r (B0, 0) 6
[
1

π

n∑
k=1

µB
+
k

]− 1
2

6
[
1

π

n∑
k=1

µB+
k

]− 1
2

6
[

n∑
k=1

r2
(
B+
k , a

+
k

)]− 1
2

.

Отсюда
r (B0, 0) 6

1[
n∑
k=1

r2
(
B+
k , a

+
k

)] 1
2

.

С учетом соотношения

r
(
B+
k , a

+
k

)
=
r (Bk, ak)

|ak|2
приходим к неравенству

r (B0, 0) 6

 1
n∑
k=1

r2(Bk,ak)
|ak|4


1
2

. (7)

Отсюда и из предположения теоремы вытекает соотношение

∆ < rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) 6

n∏
k=1

r (Bk, ak)[
n∑
k=1

r2(Bk,ak)
|ak|4

] γ
2

.

Таким образом,
n∏
k=1

r (Bk, ak) > ∆ ·

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2

. (8)

Из неравенства Коши получаем неравенство

1

n

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
>
[

n∏
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
n

.
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Отсюда, имеем

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2

>

n[ n∏
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
n


γ
2

>

> n
γ
2

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2γ
n
[

n∏
k=1

r (Bk, ak)

] γ
n

. (9)

Из (8) и (9) следует, что

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2

> n
γ
2

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2γ
n

∆[ n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2


γ
n

=

= n
γ
2∆

γ
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2γ
n
[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ2
2n

.

Таким образом,

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
> n ·∆

2
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 4
n
[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
n

.

И наконец получаем, что[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

]n−γ
n

> n ·∆
2
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 4
n

.

Тогда

[
n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
2

>

n∆ 2
n

[
n∏
k=1

|ak|

]− 4
n


n

2(n−γ)

= n
n

2(n−γ)∆
1

n−γ

[
n∏
k=1

|ak|

]− 2
n−γ

.

Отсюда и из соотношения (7) следует неравенство теоремы

r (B0, 0) 6 n
− n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ

[
n∏
k=1

|ak|

] 2
n−γ

.

�
Если система точек An := {ak}nk=1 такая, что

n∏
k=1

|ak| 6 1, тогда получаем
следующее утверждение.
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Следствие. Пусть n > 2, γ ∈ (0, n), ∆ ∈ R+ и An := {ak}nk=1 – произвольная

система разных точек на C \ {0} такая, что
n∏
k=1

|ak| 6 1. Тогда для любого набора

взаимно непересекающихся областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0 такого,
что In(γ) > ∆, справедливо неравенство

r (B0, 0) 6 n
− n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ .
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I.V. Denega
Some estimates for extremal decomposition of the complex plane.

In geometric function theory of complex variable extremal problems on non-overlapping domains are
well-known classic direction. A lot of such problems are reduced to determination of the maximum of
product of inner radii on the system of non-overlapping domains satisfying a certain conditions. In

this paper, we consider the well-known problem of maximum of the functional rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ,

where B0,...,Bn are pairwise disjoint domains in C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n are different points of
the circle, γ ∈ (0, n], and r(B, a) is the inner radius of the domain B ⊂ C relative to the point a.
This problem was posed as an open problem in the Dubinin paper in 1994. Till now, this problem has
not been solved, though some partial solutions are available. In the paper an estimate for the inner
radius of the domain that contains the point zero is found. The main result of the paper generalizes
the analogous results of [1, 2] to the case of an arbitrary arrangement of systems of points on C.

Keywords: inner radius of domain, non-overlapping domains, the Green function, transfinite dia-
meter, theorem on minimizing of the area, the Cauchy inequality.

I.В. Денега
Деякi оцiнки для екстремального розбиття комплексної площини.

У данiй роботi розглядається максимум добутку внутрiшнiх радiусiв n неперетинних областей,
якi мiстять точки розширеної комплексної площинi, i ступеня γ внутрiшнього радiусу областi,
що мiстить точку нуль. Знайдено нерiвнiсть для внутрiшнього радiусу областi, що мiстить точку
нуль. Основний результат роботи узагальнює аналогiчнi результати робiт [1, 2] на випадок до-
вiльного розташування систем точок на C.

Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, областi, що не перетинаються, функцiя Грiна,
трансфiнiтний дiаметр, теорема про мiнiмiзацiю площi, нерiвнiсть Кошi.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ АНГАРМОНИЧЕСКИЕ ВОЗМУЩЕНИЯ
ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН ЛЯВА ПРИ ЖЕСТКОМ
ЗАКРЕПЛЕНИИ ВОЛНОВОДА

С использованием модели геометрически и физически нелинейного деформирования анизотроп-
ной упругой среды построено аналитическое решение задачи определения нелинейных ангармо-
нических возмущений, возникающих при распространении обобщенной упругой поверхностной
волны Лява. Рассматривается волновод, состоящий из слоя монокристалла класса m3m кубиче-
ской системы, жестко закрепленного по верхней грани, а по нижней грани идеально контакти-
рующего с монокристаллическим полупространством класса m3m кубической системы. Прове-
дены численные исследования характеристик нелинейных вторых гармоник для волн из низшей
ветви дисперсионного спектра поверхностных волн Лява применительно к слою из монокристал-
ла хлорида натрия на полупространстве из монокристалла кремния. Исследованы амплитудно-
частотные зависимости для кинематических характеристик упругих волновых смещений поверх-
ностных сдвиговых волн и их нелинейных вторых гармоник.
MSC: 74J05.
Ключевые слова: геометрическая и физическая нелинейность, ангармонические эффекты,
волны Лява, нелинейные вторые гармоники волн Лява, слой на полупространстве, анизотроп-
ные материалы, жесткое закрепление грани волновода.

1. Введение.
Проблема исследования поверхностных упругих волн в анизотропных по физи-

ко-механическим свойствам упругих волноводах, относится к числу ведущих про-
блем механики деформированного твердого тела и на сегодняшний день сохраня-
ет интерес в теоретическом и прикладном отношениях. Результаты исследования
этих проблем являются научной базой для таких технических отраслей как ультра-
акустическая дефектоскопия, ультразвуковой неразрушающий контроль, геоаку-
стика, акустоэлектроника. С другой стороны, фундаментальное значение исследо-
ваний по этим направлениям обусловлены логикой развития волновой механики
анизотропных деформируемых сред.

Большинство теоретических численно-аналитических исследований процессов
распространения упругих волн основывается на линейных моделях волновых про-
цессов. Вопросам анализа нелинейных эффектов при распространении волн малой
интенсивности в анизотропных средах посвящен ограниченный круг исследований.
Принципиально важная, актуальная в теоретическом и прикладном отношениях
проблема описания свойств нелинейных волн в упругих телах пространственно-
го геометрического строения остается на сегодняшний день открытой из-за чрез-
вычайной сложности неоднородных краевых задач, которые описывают данные
волновые эффекты.
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В данной работе описано построение и исследование решения задачи опре-
деления характеристик нелинейных вторых гармоник обобщенных поверхност-
ных волн Лява, которые распространяются в слое монокристалла хлорида натрия
класса m3m кубической системы, расположенном на кремниевом упругом полу-
пространстве аналогичного класса анизотропии, при жестком закреплении внеш-
ней грани слоя и идеальном физико-механическом контакте нижней грани слоя с
полупространством-подложкой.

2. Постановка и основные соотношения задачи.
Волновод отнесен к системе прямоугольных координат Ox1x2x3. Он состоит

из слоя V1 = {−∞ < x1, x2 < ∞,−h ≤ x3 ≤ 0} и полупространства-подложки
V2 = {−∞ < x1, x2 < ∞, 0 < x3 < ∞}. Рассматриваются кристаллографические
материалы класса m3m кубической системы, характеризуемые тремя независи-
мыми упругими постоянными второго порядка c

(p)
11 , c(p)12 , c(p)44 , шестью упругими

постоянными третьего порядка c
(p)
111, c

(p)
112, c

(p)
114, c

(p)
155, c

(p)
123, c

(p)
456 и плотностью ρ(p).

Кристаллографические направления компонент волновода коллинеарны. Приме-
няется переход к безразмерным координатным переменным и кинематическим ха-
рактеристикам: xj = x̃j/R∗, где R∗ = h; функции волновых упругих смещений
uj = ũj/u∗, где u∗ – максимальный уровень амплитуд.

Для анализа нелинейных ангармонических эффектов при распространении по-
верхностных волн Лява волн вдоль координатного направления Ox1 используется
модель физически и геометрически нелинейного динамического деформирования
материала, базирующаяся на представлении упругого потенциала U и механиче-
ских деформаций εjk в виде

U =
1

2
cjqrkεjqεrk +

1

6
cjqrklmεjqεrkεlm (j, q, r, k, l,m = 1, 3) (1)

εjk =
1

2
(ul,k + uk,j + ul,jul,k), (2)

где ur,k = ∂ur/∂xk, ur компоненты вектора волновых упругих перемещений.
Компоненты тензора механических напряжений σjd, представляются в виде

суммы линейных и нелинейных составляющих

σjd = σ
(l)
jd + σ

(n)
jd , (3)

где

σ
(l)
jd = cjdrkur,k, σ

(n)
jd =

1

2
cjdrkul,rul,k + cpdrkuj,pur,k +

1

2
cjdrklmur,kul,m. (4)

Уравнения движения для образующих рассматриваемую волноводную струк-
туру упругих сред при отсутствии объемных сил можно представить в тензорном
виде

ρü
(p)
j − σ

(p,l)
jd,d = σ

(p,n)
jd,d , (j = 1, 3). (5)
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В представлениях (5) и последующих соотношениях верхний индекс p у харак-
теристик напряженно-деформированного состояния указывает на то, что соответ-
ствующая характеристика относится к компоненте Vp рассматриваемого волново-
да.

3. Численно-аналитическое решение.
Используется концепция определения составляющих волнового поля в компо-

ненте Vp в виде отрезка разложения по степеням малого параметра uj = u
(l)
j +δu

(n)
j

где δ = u∗/R∗ << 1. На основе данного подхода рассматриваемая задача сводит-
ся к однородной спектральной задаче относительно комплексной вектор-функции
перемещений линейных волн Лява в рассматриваемой структуре и неоднородной
краевой задаче определения функции перемещений для нелинейных ангармониче-
ских возмущений (вторых гармоник волн Лява).

В рассматриваемой задаче о распространении линейных волн Лява в слое мо-
нокристалла класса m3m кубической системы на полупространстве из монокри-
сталла аналогичного класса кубической системы при условии идеального меха-
нического контакта компонент волновода и жесткого закрепления внешней грани
слоя линейные составляющие исследуемого волнового поля определяются из од-
нородной спектральной краевой задачи

σ
(p,l)
2j,j − ρpü

(p)
2 = 0, (p = 1, 2); (6)

(u
(1,l)
j )x3=−1 = 0, (u

(1,l)
j )x3=0 = (u

(2,l)
j )x3=0,

(σ
(1,l)
3j )x3=0 = (σ

(2,l)
3j )x3=0, (j = (1, 3)). (7)

Комплексные вектор-функции линейных волновых перемещений u⃗(p,l) характери-
зуются единственной ненулевой компонентой u(p,l)2 . Представления для u(p,l)2 с нор-
мирующим безразмерным параметром u

(0)
2 для компоненты Vp рассматриваемого

волновода имеют вид:

u
(l,1)
2 = u

(0)
2 (cos(α(1)x3)− c

(2)
44 α

(2)sin(α(1)x3)/(c
(1)
44 α

(1)))e−i(ωt−kqx1),

u
(l,1)
2 = u

(0)
2 e−α

(2)x3e−i(ωt−kqx1), (8)

α(1) = ((Ω1/c
(1)
44 )

1/2 − k2)1/2, α(2) = (k2 − (Ω2/c
(2)
44 )

1/2)1/2,

Ωp = (ρpR
2
∗ω

2/c∗)
1/2.

Дисперсионное соотношение, определяющее зависимость нормированного частот-
ного параметра Ω = Ω2 = (ρ2/ρ1)

1/2Ω1 и нормированного волнового числа kq для
обобщенных линейных волн Лява моды q в волноводе данного типа имеет вид

tg(kq(Ω
2
1/k

2
q − 1)1/2) = −c(1)44 (Ω

2
1/k

2
q − 1)1/2/c

(2)
44 (1− Ω2

2/k
2
q )

1/2. (9)
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Структура (8), (9) далее используется при определении соотношений задачи
поиска соответствующих нелинейных ангармонических возмущений для поверх-
ностных волн Лява. Соотношения второго приближения и краевые условия на
границах в рассматриваемом волноводе имеют вид:

(σ
(p,l)
ij.j )u⃗(p)=u⃗(p,n) − ρpü

(p,n)
i = −(σ

(p,n)
ij.j )u⃗(p)=u⃗(p,l) ; (10)

(σ
(1,l)
3i )u⃗(1)=u⃗(1,n) + (σ

(1,n)
3i )u⃗(1)=u⃗(1,l) =

= (σ
(2,l)
3i )u⃗(2)=u⃗(2,n) + (σ

(2,n)
3i )u⃗(2)=u⃗(2,l) , (11)

u
(2,n)
i = u

(1,n)
i (i = 1, 3) при x3 = 0,

u
(1,n)
i = 0 (i = 1, 3) при x3 = −1.

Компоненты комплексного вектора напряженности вторых гармоник опреде-
ляются из соотношений краевой задачи (10), (11) в аналитической форме методами
компьютерной алгебры. Из анализа структуры краевой задачи (10), (11) априори
выходит, что вторыми гармониками исследуемых линейных волн являются волны
P-SV типа, характеризующиеся ненулевыми компонентами u

(p,n)
1 и u

(p,n)
3 . Вторые

гармоники для компонент волновода представляются в виде суммы частного и
общего решения соответствующей неоднородной краевой задачи, скомпонованное
представление для которых имеет следующий вид компонент u(p,n)j (j = 1, j = 3):

u
(1,n)
1 = (u

(0)
2 )2(λ̃11cos(ζ

(1)
1 x3) + λ̃12cos(ζ

(1)
2 x3)) + µ̃11 sin(ζ

(1)
1 x3) + µ̃12 sin(ζ

(1)
2 x3)+

+ν1 + χ1 cos(2α
(1)x3) + ξ1 sin(2α

(1)x3)
)
exp(−2i(ωt− kx1)),

u
(1,n)
3 = (u

(0)
2 )2(λ̃31 sin(ζ

(1)
1 x3) + λ̃32 sin(ζ

(1)
2 x3) + µ̃31 cos(ζ

(1)
1 x3) + µ̃32 cos(ζ

(1)
2 x3)+

+ν3 + χ3 sin(2α
(1)x3) + ξ3 cos(2α

(1)x3))exp(−2i(ωt− kx1)), (12)

u
(2,n)
1 = (u

(0)
2 )2(β̃

(2)
11 exp(ζ

(2)
1 x3) + β̃

(2)
12 exp(ζ

(2)
2 x3)+

+γ1exp(2α
(2)x3))exp(−2i(ωt− kx1)),

u
(2,n)
3 = (u

(0)
2 )2(β̃

(2)
31 exp(ζ

(2)
1 x3) + β̃

(2)
32 exp(ζ

(2)
2 x3)+

+γ3exp(2α
(2)x3))exp(−2i(ωt− kx1)).

Коэффициенты λ̃ij , µ̃ij , β̃
(p)
ij в представлении общего решения и коэффициенты

νi, χi, ξi, γi в представлении частного решения получены в аналитической
форме методами компьютерной алгебры и имеют крайне громоздкие выражения.

4. Анализ численных результатов.
Численные исследования кинематических характеристик для нелинейных вто-

рых гармоник исследуемых поверхностных волн Лява реализованы для волновода,
состоящего из слоя V1 хлорида натрия, размещенного на кремниевом полупро-
странстве V2. Физико-механические свойства используемых материалов характе-
ризуются следующими независимыми упругими константами и плотностью [1]:
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монокристалл NaCl — c
(1)
11 = 4, 958c∗, c

(1)
12 = 1, 306c∗, c

(1)
44 = 1, 279c∗,

c
(1)
111 = −86, 36c∗, c

(1)
112 = −4, 96c∗, c

(1)
123 = 0, 93c∗, c

(1)
144 = 1, 32c∗,

c
(1)
456 = 0, 71c∗, c

(1)
155 = −5, 87c∗, ρ1 = 2, 1678ρ∗;

монокристалл Si — c
(2)
11 = 16, 7c∗, c

(2)
12 = 7, 9∗, c

(2)
44 = 6, 5c∗,

c
(2)
111 = −82, 5c∗, c

(2)
112 = −45, 1c∗, c

(2)
123 = −6, 4c∗, c

(2)
144 = 1, 2c∗,

c
(2)
456 = −6, 4c∗, c

(2)
155 = −31, 0c∗, ρ2 = 2, 33ρ∗;

Величины параметров c∗, ρ∗ составляют c∗ = 1010 (N/m2), ρ∗ = 103 (kg/m3).
Для сравнительного частотного анализа исследуемых нелинейных волновых

эффектов были рассчитаны распределения нормированных амплитуд упругих по-
перечных смещений |u(l)2 |/u(0)2 в линейных волнах Лява и в их вторых гармониках
|u(n)1 |/(u(0)2 )2 и |u(n)3 |/(u(0)2 )2 по толщинной координате волновода x3 в зоне, вклю-
чающей область слоя x3/h ∈ [−1; 0] и полупространства x3/h ∈ (0; 4].

Нормированные функции интенсивности сдвиговых колебаний |u(l)2 |/u(0)2 пред-
ставлены на рис. 1 для волн приведенных частот Ω(k1) ∈ {2; 3.15; 5}, которые
принадлежат нижней ветви дисперсионного спектра, определяемого соотношени-
ем (10). А распределение интенсивности их нелинейных ангармонических возму-
щений |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2, соответственно представлены на рис. 2 - рис. 4
для каждой из рассмотренных в работе частот Ω(k1).

Рис. 1. Распределение нормированных значений |u(l)
2 |/u(0)

2 для частот Ω = 2, Ω = 3.15, Ω = 5

Рис. 2. Распределение нормированных значений |u(n)
1 |/(u(0)

2 )2, |u(n)
3 |/(u(0)

2 )2 при Ω = 2

Следует подчеркнуть, что амплитуды нелинейных вторых гармоник пропор-
циональны квадрату нормирующего множителя u(0)2 , который для поверхностных
волн Лява с реальными параметрами интенсивности при δ << 1 является малой
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величиной. Таким образом, реальный уровень нелинейных ангармонических эф-
фектов может быть оценен при указании конкретного значения малой амплитуды
линейной поверхностной волны.

Рис. 3. Распределение нормированных значений |u(n)
1 |/(u(0)

2 )2, |u(n)
3 |/(u(0)

2 )2 при Ω = 3.15

Рис. 4. Распределение нормированных значений |u(n)
1 |/(u(0)

2 )2, |u(n)
3 |/(u(0)

2 )2 при Ω = 5

Рис.1 показывает распределение колебательных смещений в единственной для
линейной задачи о распространении волны Лява ненулевой компоненте |u(l)2 |/u(0)2 .
Прослеживается достижение максимума нормированной амплитуды |u(l)2 |/u(0)2 = 1
в зоне слоя и монотонное угасание смещений при отдалении от границы вглубь по-
лупространства. Однако при малом значении частоты Ω = 2 колебания проникают
на значительно более существенную глубину волновода (около 10 толщин слоя) по
сравнению с данными для других частот. Все же условие угасания колебаний при
x3− >∞ остается выполненным.

Значительно больший интерес представляет изучение свойств нелинейных вто-
рых гармоник, полученных благодаря учету геометрической и физической нели-
нейности компонент волновода. В распределениях |u(n)1 |/(u(0)2 )2, |u(n)3 |/(u(0)2 )2 об-
щим априорным свойством является угасание интенсивности волновых смещений
при отходе от границы контакта материалов волновода x3 = 0 вглубь полупро-
странства. На рис.2 (Ω = 2) максимальные значения амплитуд для |u(n)1 |/(u(0)2 )2

достигаются в зоне контакта материалов, а для |u(n)3 |/(u(0)2 )2 — в полупространстве
(при x3 ≈ 1). При росте частоты на рис.3, рис.4 (Ω = 3.15 и Ω = 5) колебательные
смещения для всех компонент сжимаются в зоне слоя лишь незначительно про-
никая в полупространство. Колебания характеризуются 2-3 пиками максимумов,
локализованных около внешней поверхности волновода, в срединной зоне слоя и
около границы контакта материалов. Для среднего из рассмотренных значений ча-
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стоты (рис.3 Ω = 3.15) стоит отметить значительный спад интенсивности амплитуд
|u(n)1 |/(u(0)2 )2 и |u(n)3 |/(u(0)2 )2 в 10 раз по сравнению с остальными представленны-
ми в работе результатами. С увеличением частоты Ω = 5 амплитуда |u(n)3 |/(u(0)2 )2

растет. На рис.4 наблюдается доминирование сдвиговой SV компоненты по отно-
шению к Р-продольной.
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N.V. Zhogoleva
Nonlinear anharmonic disturbances of elastic surface Love waves under rigid fixation of
the waveguide.

The model of geometrically and physically nonlinear deformation of anisotropic elastic medium is used
in this work. A theoretical numerical-analytic solution of the boundary value problem of determining
nonlinear anharmonic disturbances that are generated because of generalised Love wave propagation
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in a waveguide in the form of a single-crystal layer of the m3m class of a cubic system on the half-
space of a single-crystal material of m3m class of a cubic system is constructed. The elastic layer on
the top edge is rigidly fixed and on the bottom edge has ideal mechanical contact with the elastic
halfspace. Numerical investigations have been carried out for a combination of waveguide materials:
a layer of sodium chloride on the silicon half-space. Amplitude-frequency dependences for kinematic
characteristics of elastic wave displacements of Love waves and their nonlinear second harmonics are
researched and generalized.

Keywords: geometrical and physical nonlinearity, anharmonic effects, Love waves, nonlinear second
harmonics of Love waves, anisotropic layer on the anisotropic half-space, rigid fixation of the waveguide
edge.

Н.В. Жоголева
Нелiнiйнi ангармонiчнi збурення поверхневих хвиль Лява при жорскому закрiпленнi
хвилеводу.

Використовуючи модель геометрично та фiзично нелiнiйного деформування анiзотропного пруж-
ного середовища побудовано аналiтичний розв’язок задачi визначення нелiнiйних ангармонiчних
збурень, якi виникають при поширеннi узагальненої пружної поверхневої хвилi Лява. Розгля-
дається хвилевод, який складається з шару монокристала класа m3m кубiчної системи, жорстко
закрiпленого по верхнiй гранi, а по нижнiй гранi iдеально контактуючого з монокристалiчним пiв-
простором класа m3m кубiчної системи. Проведено числовi дослiдження характеристик нелiнiй-
них других гармонiк для хвиль з нижньої гiлки дисперсiйного спектру поверхневих хвиль Лява
стосовно до шару з монокристала хлориду натрiя на пiвпросторi з монокристала креминiя. До-
слiджено амплiтудно-частотнi залежностi для кiнематичних характеристик пружних хвильових
зсувiв поверхневих хвиль Лява та їх нелiнiйних других гармонiк.

Ключовi слова: геометрична та фiзична нелiнiйнiсть, ангармонiчнi ефекти, хвилi Лява,
нелiнiйнi другi гармонiки хвиль Лява, шар на пiвпросторi, анiзотропнi матерiали, жорстке
закрiплення гранi хвилеводу.
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СИНХРОНИЗАЦИЯ КОЛЕБАНИЙ СВЯЗАННЫХ ОСЦИЛЛЯТОРОВ
ВАН ДЕР ПОЛЯ ПО НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ

Ряд задач автоматического управления, в частности, синхронизация траекторий, задача слеже-
ния (tracking) связаны с синтезом алгоритмов управления динамическими системами, которые
представляют собой совокупность связанных между собой активных подсистем. В работе рас-
смотрена задача синхронизации колебаний для двух связанных осцилляторов Ван дер Поля.
Предполагается, что одна из подсистем зависит от внешнего управляющего воздействия. Приве-
дено решение задачи в виде обратной связи по состоянию. Во многих практических приложениях
теории управления полный вектор состояния системы неизвестен, а измерению доступны лишь
некоторые функции переменных состояния – выходы системы. Поэтому основная цель работы
– изучить возможность решения исходной задачи с помощью управления, в котором состояние
системы заменено на его оценку, полученную с помощью наблюдателя. Построен нелинейный на-
блюдатель, гарантирующий получение экспоненциальных оценок неизвестных компонент фазо-
вого вектора. Показано, что исходное управление совместно с уравнениями наблюдателя решает
задачу локальной синхронизации.
MSC: 34A60,34D20, 34N05.
Ключевые слова: синхронизация, нелинейный наблюдатель, инвариантные соотношения, ос-
циллятор Ван дер Поля.

1. Введение.
В данной статье изучается возможность использования принципа разделения

[1] в задаче синхронизации колебаний двух неидентичных осцилляторов Ван дер
Поля. Рассматривается ведуще–ведомая (master–slave) схема соединения осцилля-
торов. Предполагается, что ведомая подсистема зависит от внешнего управляю-
щего воздействия, осцилляторы связаны диссипативной и упругой связями, кроме
того фазовый вектор известен не полностью. Такого рода системы во многих прак-
тических приложениях физики, биологии используются в качестве приближенной
модели нелинейных циклических процессов, имеющих, вне зависимости от началь-
ных условий, устойчивый предельный цикл [2]. В частности [3–5], определение
характеристик и синхронизация колебаний для таких систем по результатам из-
мерения выходных сигналов в реальном масштабе времени является актуальной
проблемой многих медико-биологических исследований. Нелинейный наблюдатель
определения асимптотических оценок состояния и идентификатор параметров для
системы связанных осцилляторов Ван дер Поля предложены в работе [6].

В начале статьи сформулирована задача синхронизации для рассматриваемой
системы и приведено ее решение в виде обратной связи по состоянию. Целью ра-
боты является поиск синхронизирующего управления в виде обратной связи по
оценке состояния. Такая постановка актуальна, поскольку во многих практиче-
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ских приложениях теории управления типичной является ситуация, когда пол-
ный вектор состояния системы неизвестен, а измерению доступны лишь некоторые
функции переменных состояния – выходы системы. В этом случае можно попы-
таться использовать управление, которое получается из обратной связи заменой
состояния системы на его оценку, полученную с помощью построение наблюдате-
ля – специальной динамической системы, состояние которой с течением времени
приближается (асимптотически или экспоненциально) к состоянию исходной си-
стемы. Возникает вопрос о том, будет ли полученное таким образом управление
в виде обратной связи по оценке состояния решением исходной задачи. В теории
управления, в частности в задаче стабилизации динамических систем, подобные
вопросы составляет содержание известного принципа разделения [1].

В работе для решения задачи наблюдения использован аппарат метода инвари-
антных соотношений, который разработан в аналитической механике для поиска
точных решений задач динамики твердого тела [7]. Сама схема синтеза вспомо-
гательных инвариантных соотношений для построения нелинейного наблюдателя
описана в [8]. В соответствии с этим способом для рассматриваемой системы по-
строен некоторый аналог нелинейного наблюдателя, который обеспечивает получе-
ние экспоненциальных оценок фазового вектора. Установлено, что использование
в управлении вместо состояния системы его оценки при одновременном решении
задач наблюдения и синхронизации приводит к локальному решению рассматри-
ваемой задачи.

2. Синхронизация колебаний осцилляторов Ван дер Поля.
Рассмотрим уравнения движения двух осцилляторов Ван дер Поля, связан-

ных линейной упругой и диссипативной связью, при этом один из них является
управляемым

s̈1 − µ1(1− s1
2)ṡ1 + ω1

2s1 + α1(s1 − s2) + β1(ṡ1 − ṡ2) = 0,

s̈2 − µ2(1− s2
2)ṡ2 + ω2

2s2 + α2(s1 − s2) + β2(ṡ1 − ṡ2) + u = 0.
(1)

Здесь u – управление, переменные s1, s2 обозначают отклонения осцилляторов
от положения равновесия s1 = s2 = 0 в отсутствии управления, коэффициенты
µ1, µ2 характеризует нелинейное демпфирование. Случай µ1 = µ2 = u = 0 соответ-
ствует колебаниям двух связанных гармонических осцилляторов с собственными
частотами ω1, ω2, соответственно. Если упругая и диссипативная связи являются
механическими, то выполняться равенства α1 = −α2, β1 = −β2.

Системы вида (1) возникают во многих физических, медико-биологических
прикладных исследованиях, а также могут быть использованы в ряде устройств
в качестве упрощенной динамической модели сложных колебаний, имеющих пре-
дельный цикл. При этом различают модели с однонаправленной связью, когда па-
раметры αi или βi, i = 1, 2 равны нулю, и модели, учитывающие взаимное влияние
активных подсистем. Для некоторых из таких устройств актуальной является за-
дача синтеза управления в виде обратной связи, обеспечивающего синхронизацию
колебаний осцилляторов. В случае, если информация об их движении не является
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полной, возникает задача синтеза управления по выходу – известной информации
о колебаниях системы. Далее в качестве выхода будем рассматривать

y1 = s1, y2 = s2, (2)

т.е. будем предполагать, что значения отклонений s1(t), s2(t) в процессе движения
доступны измерению и известны как функции времени. Обозначив

x1 = s1, x2 = ṡ1, x3 = s2, x4 = ṡ2,

перепишем уравнения (1) в виде следующей системы

ẋ1 = x2, ẋ2 = −ω1
2x1 + µ1(1− x21)x2 + α1(x1 − x3) + β1(x2 − x4),

ẋ3 = x4, ẋ4 = −ω2
2x3 + µ2(1− x23)x4 + α2(x1 − x3) + β2(x2 − x4) + u,

y1 = s1, y2 = s2

(3)

Кроме того, будем считать, что колебания при используемом далее управлении
происходят в некоторой ограниченной области D фазового пространства

D = {(x1, x2, x3, x4) : x21 + x22 + x23 + x24 ≤M2} ⊆ R4.

Рассмотрим задачу управляемой синхронизации движений подсистем системы
(3) по известной информации. В качестве таковой будем использовать функции (2),
а также любые значения выражений, полученных с использований только лишь
значений функций выхода. В частности, далее будем считать известными решения
задачи Коши для любой систем дифференциальных уравнений

ż = F (z, y1, y2), z(0) = z0 ∈ Rn, (4)

которые ограничены и определены для t ∈ [0,∞).

Задача 1. Найти закон управления u(z(t), x1(t), x3(t)), при котором решения
подсистем системы (3) асимптотически стремятся друг к другу, т.е.

lim
t→∞

(x1(t)− x3(t)) = 0, lim
t→∞

(x2(t)− x4(t)) = 0.

Введем обозначения для отклонений соответствующих компонент фазовых век-
торов каждого из осцилляторов

e1(t) = x1(t)− x3(t), e2(t) = x2(t)− x4(t).

Отметим, что величина e1(t) является известной функцией времени, поэтому она
может быть использована как аргумент при синтезе закона управления, в отличие
от переменной e2(t), значения которой неизвестны.
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Перейдем от переменных x3, x4 к переменным e1, e2. С учетом сделанных обо-
значений уравнения (3) могут быть переписаны в виде

ẋ1 = x2, ẋ2 = R11 +R12x2 +R13e2,

ė1 = e2, ė2 = R21 +R22x2 +R23e2 − u,
(5)

коэффициенты которой зависят от известных величин x1(t), x3(t):

R11 = −ω1
2x1 + α1e1, R12 = µ1(1− x21) + β1, R13 = −β1,

R21 = µ1(1− x21)− µ2(1− x23) + (α1 − α2)e1,

R22 = ω2
2x1 − ω1

2x3 + (α1 − α2)e1, R23 = µ2(1− x23)− β1 + β2.

(6)

Для решения задачи 1 достаточно синтезировать управление u, обеспечиваю-
щее асимптотическое стремление к нулю отклонений e1(t), e2(t). Если бы все ком-
поненты фазового вектора системы (3) были известными, то таким управлением,
в частности, могло бы быть выражение

u = R21 +R22x2 +R23e2 − γ1e1 − γ2e2, (7)

где γ1, γ2 – некоторые постоянные.
Действительно, в этом случае подсистема системы (5), описывающий откло-

нение траекторий осцилляторов, становится системой однородных линейных диф-
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

ė1 = e2,

ė2 = γ1e1 + γ2e2.
(8)

Характеристическое уравнение системы (8) имеет вид

λ2 − γ2λ− γ1 = 0. (9)

Выбрав постоянные γ1, γ2 из условия: корни λ1, λ2 этого уравнения имеют раз-
личные отрицательные действительные части, получаем, что закон управления
(7) обеспечивает экспоненциальное стремление к нулю отклонений с показателем
затухания λ∗ = min(|Reλ1|, |Reλ2|).

3. Нелинейный наблюдатель.
Изучим возможность применения закона управления (7) в случае неполной

информации о движении. А именно, используем в формуле (7) вместо значений
переменных x2, e2 их оценки, полученные в результате решения следующей задачи
наблюдения:

Задача 2. Найти асимптотически точные оценки значения компонент x2(t), e2(t)
фазового вектора системы (5) по информации об x1(t), x3(t).

Задачу наблюдения будем решать с помощью метода синтеза инвариантных
соотношений [6]. Соответствующая схема состоит во введении конечных связей
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между известными и неизвестными переменными и последующем динамическим
расширением исходных уравнений таким образом, чтобы эти связи стали инвари-
антными соотношениями для расширенной системы дифференциальных уравне-
ний.

Согласно такому подходу на первом шаге представим неизвестные компоненты
фазового вектора системы (7) в виде:

e2 = Φ(e1) + η1, η̇1 = v1(η1, η2, x1, e1),

x2 = Ψ(x1) + η2, η̇2 = v2(η1, η2, x1, e1).
(10)

Отметим, что в результате такого представления исходная система (5) рас-
ширена двумя (по числу неизвестных) дифференциальными уравнениями относи-
тельно переменных η1, η2. Далее будем предполагать, что подлежащие синтезу и
неопределенные пока функции Φ,Ψ, v1, v2 должны будут удовлетворять следую-
щим ограничениям:

– функции Φ,Ψ дифференцируемы и ограниченны в рассматриваемой области;
– правые части вспомогательных дифференциальных уравнений v1, v2 удовле-

творяют условиям, достаточным для продолжимости их решений на интервал
t ∈ [0,∞).

Обозначив невязку от соответствующих соотношений через ε1, ε2, в общем слу-
чае имеем:

e2 = Φ(e1) + η1 + ε1, x2 = Ψ(x1) + η2 + ε2. (11)

Дифференцируя эти равенства, получаем, что дифференциальные уравнения для
отклонений ε1, ε2, при условии, что вспомогательные функции v1, v2 равны

v1 = R21 +R22(Ψ + η2) + (R23 − Φ′
e1)(Φ + η1)− u,

v2 = R11 + (R12 −Ψ′
x1)(Ψ + η2) +R13(Φ + η1),

(12)

имеют вид

ε̇1 = −(R23 − Φ′
e1)ε1 +R22ε2,

ε̇2 = R12ε1 + (R12 −Ψ′
x1)ε2,

(13)

Уравнения (13) допускают тривиальное решение ε1 = ε2 = 0. Следовательно,
соотношения

e2 = Φ(e1) + η1, x2 = Ψ(x1) + η2,

с учетом (12), для некоторых решений системы (5) выполняются тождественно.
Отметим, что это утверждение верно для любых дифференцируемых функций
Φ(e1),Ψ(x1) и любого допустимого управления u, при которых решения вспомога-
тельных дифференциальных уравнений существуют.

На втором шаге определим свободные функции Φ(e1),Ψ(x1) из условий асимп-
тотической устойчивости тривиального решения ε1 = ε2 = 0. Пусть

R12 −Ψ′
x1 = −λ, R23 − Φ′

e1 = λ,

60



Синхронизация колебаний связанных осцилляторов Ван дер Поля по неполной информации

где λ – некоторая положительная постоянная. С учетом обозначений (12) перепи-
шем эти равенства:

Ψ′
x1 = µ1(1− x21) + λ, Φ′

e1 = µ2(1− x23) + λ, (14)

В качестве функций, которые удовлетворяют последним соотношениям возьмем

Ψ(x1) = (µ1 + λ)x1 + µ1
x31
3
, Φ(e1) = [µ2(1− x23) + λ]e1, (15)

Таким образом, можно утверждать, что при выбранных Φ(e1),Ψ(x1), ошибки
ε1(t), ε2(t), возникающие при определении неизвестных x2(t), e2(t) по формулам
(11), удовлетворяют системе дифференциальных уравнений

ε̇1 = −λε1 +R22ε2,

ε̇2 = R13ε1 − λε2,
(16)

Покажем, что нулевое решение (16) при некоторых λ становится асимптоти-
чески устойчивым. Для этого рассмотрим в качестве функции Ляпунова положи-
тельно определенную функцию

V =
1

2
(ε21 + ε22)

и оценим ее производную, взятую в силу системы (16)

dV

dt
= −λ(ε21 + ε22) + (R13 +R22)ε1ε2 ≤

(
−λ+

|R13|+ |R22|
2

)
(ε21 + ε22).

В соответствии со сделанным ранее предположением амплитуды колебаний ос-
цилляторов Ван дер Поля ограничены. Пусть

R∗ = sup
t∈[0,∞)

{|R13|+ |R22|} = sup
t∈[0,∞)

|β1 + µ1(1− x21)− µ2(1− x23)|.

Тогда, при λ > R∗ функция V становится отрицательно определенной, что явля-
ется достаточным условием для асимптотической устойчивости нулевого решения
(16).

В итоге, мы получили соотношения, которые решают задачу наблюдения неиз-
вестных компонент фазового вектора исходной системы (5)

e2 = [µ2(1− x23) + λ]e1 + η1 + ε1, x2 = (µ1 + λ)x1 + µ1
x3

3
+ η2 + ε2, (17)

где правые части дифференциальных уравнений относительно η1, η2 определены
формулами (12). При этом оценки (17) являются экспоненциальными, так как

εi(t) = O(exp{(R∗ − λ)t}), i = 1, 2. (18)
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4. Синхронизация по выходу.
Используем в законе управления (7) вместо переменных x2, e2 их приближен-

ные оценки x̂2, ê2, вычисленные по формулам

x̂2 = Ψ(x1) + η2, ê2 = Φ(e1) + η1,

т.е. x̂2 = x2 − ε2, ê2 = e2 − ε1. В результате применения управления (7) с такими
аргументами в дифференциальных уравнениях для отклонений траекторий двух
осцилляторов (8) возникают ошибки: e1(t) + δ1(t), e2(t) + δ2(t). Соответствующие
возмущения удовлетворяют уравнениям:

δ̇1 = δ2,

δ̇2 = γ1δ1 + γ2δ2 −R23ε1 −R22ε2.
(19)

Отметим, что при наличии возмущений формально задача синхронизации не
имеет решения, поскольку тривиальное решение δ1 = δ2 = 0 не удовлетворяет
системе (19).

В общем же случае, при одновременном решении задач наблюдения и синхро-
низации, уравнения для отклонений имеют вид

δ̇1 = δ2,

δ̇2 = γ1δ1 + γ2δ2 −R23ε1 −R22ε2,

ε̇1 = −λε1 +R22ε2,

ε̇2 = −λε2,

(20)

Последняя система линейных дифференциальных уравнений допускает триви-
альное решение δ1 = δ2 = ε1 = ε2 = 0. Поэтому одновременное решение задачи на-
блюдения и синхронизации может, в принципе, решить задачу 1. В частности, для
этого достаточно выбрать параметры γ1, γ2, λ из условий асимптотической устой-
чивости положения равновесия системы (20). Для формирование ограничений на
выбор этих параметров воспользуемся теоремой [9].

Теорема. Пусть для системы линейных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами ẋ = Ax выполнено:

а) каждое решение системы стремится к нулю при t→ ∞;
б) в системе ż = Az + f(z) вектор функция f(z) непрерывна в некоторой

окрестности z = 0;
в) ∥f(z)∥

∥z∥ → 0 при z → 0.
Тогда каждое решение z(t, z0), где z(0, z0) = z0, стремится к нулю для доста-

точно малых ∥z0∥.
Введем в рассмотрение векторы δ = (δ1, δ2)

T , ε = (ε1, ε2)
T , z = (δT , εT )T , где T

означает операцию транспонирования. Матрица A и вектор-функция f(z) в нашем
случае имеют вид
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A =


0 1 0 0
γ1 γ2 0 0
0 0 −λ 0
0 0 0 −λ

 , f =


0

−R23ε1 −R22ε2
R22ε2
0

 .

Очевидно, что условия а) и б) теоремы выполнены. Действительно, все соб-
ственные значения матрицы A имеют отрицательные действительные части, а
функция f(z) является линейной однородной функцией z. Рассмотрим теперь
условие в). В качестве нормы вектора будем использовать сумму абсолютных ве-
личин всех его компонент. Тогда

∥z∥ = |δ1|+ |δ2|+ |ε1|+ |ε2|, ∥f(z)∥ = |R23ε1 −R22ε2|+ |R22ε2|.

Оценим выражение ∥f(z)∥
∥z∥ . Пусть M некоторая положительная константа, кото-

рая мажорирует максимальные значения ограниченных функций |R23|, |R22|. Име-
ем:

∥f(z)∥
∥z∥

=
|R23ε1 −R22ε2|+ |R22ε2|

∥z∥
≤ |R23||ε1|+ 2|R22||ε2|

∥z∥
≤ 2M

∥ε∥
∥ε∥+ ∥δ∥

.

Для выполнения условия в) теоремы, достаточно выбрать параметры γ1, γ2, λ
так, чтобы

lim
t→∞

∥ε∥
∥δ∥

= 0. (21)

В соответствии с (18), норма числителя этого частного ∥ε∥ = O(exp{(R∗ − λ)t}).
Следовательно, в случае экспоненциального стремления к нулю величины ∥δ∥, ее
показатель затухания должен быть строго меньше λ−R∗.

Чтобы выполнить это условие достаточно потребовать, чтобы коэффициенты
γ1, γ2 характеристического уравнения (9) были таковы, что

0 < λ∗ = min(|Reλ1|, |Reλ2|) < λ−R∗. (22)

Действительно, система дифференциальных уравнений (20) является каскад-
ной, переменные ε не зависят δ и их значения могут быть рассмотрены как внеш-
нее воздействие на подсистему, состоящей из первых двух уравнений (20). Общее
решение этой подсистемы имеет вид

δ(t) = ∆(t)δ0 +

∫ t

0
∆(t− τ)f1(τ)dτ, δ(0) = δ0, (23)

где ∆ – матрица фундаментальных решений системы линейных однородных урав-
нений (8), имеющая собственные значения λ1, λ2, а внешнее воздействие задано
вектор-функцией f1(t) = (0, −R23(t)ε1(t)−R22(t)ε2(t))

T .
Поскольку показатель затухания первого слагаемого (23) удовлетворяет нера-

венству (22), то вне зависимости от второго слагаемого (23) показатель затухания
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их суммы эту величину может только лишь уменьшить. Следовательно, условие в)
теоремы выполнено и тривиальное решение системы (20) обладает свойством ло-
кальной асимптотической устойчивости. Тем самым установлено, что отклонения
траекторий двух осцилляторов ∥e+δ∥ при достаточно малых начальных значениях
∥δ∥, ∥ε∥ стремятся к нулю с ростом t.

В итоге можно сформулировать следующее
Утверждение. Пусть постоянные γ1, γ2, λ таковы, что выполнено неравен-

ство (22). Тогда управление

u = −γ1e1 +R22(Ψ(x1) + η2) + (R23 − γ2)(Φ(e1) + η1) +R21 (24)

где

Ψ(x1) = (µ1 + λ)x1 + µ1
x31
3
, Φ(e1) = [µ2(1− x23) + λ]e1,

а переменные η1, η2 – произвольное решение задачи Коши для системы дифферен-
циальных уравнений

η̇1 = R21 +R22(Ψ + η2) + (R23 − Φ′
e1)(Φ + η1)− u,

η̇2 = R11 +R12(Ψ + η2)−Ψ′
x1(Ψ + η2),

решает, по крайней мере, локально, Задачу 1 для системы (5).
Как уже было отмечено, система (20) имеет каскадную структуру, из вида

которой следует, что решение задачи наблюдения не зависит от решения задачи
синхронизации. Поэтому, с целью уменьшения начального значения ∥z(0)∥, задачу
можно разбить на два этапа. На первом из них начать решать задачу наблюдения
при произвольном допустимом управлении, например, при u = 0, обеспечивая тем
самым малость значений ∥ε∥. На втором этапе, начиная с некоторого момента
времени, принятого далее за начальный момент, начинать решать одновременно
Задачу 1 и Задачу 2 с управлением (24).
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N.V. Zhogoleva, V.F. Shcherbak
Synchronization of oscillations for coupled Van der Pol oscillators by output.

A number of automatic control tasks, in particular, the synchronization of trajectories, the tracking
task, control by a reference system are associated with the synthesis of control algorithms for dynamic
cascade systems, which are a set of interconnected active subsystems. In this paper, the oscillation
synchronization problem is considered for two Van der Pol coupled oscillators. It is assumed that
the driven subsystem depends on the external control action, in addition, the phase vector is not
fully known. On the first step the solution of the problem of synchronization in the form of state
feedback is written. The aim of the work is to find the synchronizing control in the form of feedback
on the state estimation. Such a formulation is relevant, since for many practical applications of control
theory, a typical situation is when the complete state vector of the system is unknown and only some
of the functions of the state variables – the outputs of the system are accessible to measurement.
One can try to use the control law obtained from feedback by replacing the state with its estimate
obtained by observer – a special dynamical system whose state eventually approaches (asymptotically
or exponentially) to the state of the original system. In this case a question arises whether such control
will be solving the synchronization problem. In mathematical control theory, in particular for the
stabilization problem of dynamical systems, similar questions constitute the content of the known
principle of separation. For the observation problem solving the apparatus of the method of synthesis
of auxiliary invariant relations for constructing a nonlinear observer was used. In accordance with this
approach a nonlinear observer is constructed for the system under consideration, which ensures the
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exponential estimates of the phase vector. It is further shown that the use in the control law instead
of the state of the system of its evaluation under simultaneously solving the problems of observation
and synchronization leads to the local solution of the problem under consideration.

Keywords: synchronization, nonlinear observer, invariant relations, Van der Pol oscillator.

Н.В. Жоголева, В.Ф. Щербак
Синхронiзацiя коливань зв’язаних осциляторiв Ван дер Поля за неповною iнфор-
маiєю.

Ряд задач автоматичного управлiння, зокрема, синхронiзацiя траєкторiй, стеження (tracking) за
еталоною системою тощо пов’язанi з синтезом алгоритмiв керування динамiчними системами,
якi представляють собою сукупнiсть пов’язаних мiж собою активних пiдсистем. В роботi розгля-
нуто задачу синхронiзацiї коливань для двох пов’язаних мiж собою осциляторiв Ван дер Поля.
Передбачається, що одна з пiдсистем залежить вiд зовнiшнього керування. Наведено рiшення
задачi синхронiзацiї для вихiдної системи у виглядi зворотного зв’язку за станом. У багатьох
практичних додатках теорiї управлiння повний вектор стану системи є невiдомим, а вимiру до-
ступнi лише деякi функцiї змiнних стану – виходи системи. Тому основний змiст роботи – вивчити
можливiсть використання закону керування, в якому стан системи замiнено на його оцiнку, отри-
ману за допомогою спостерiгача. Побудований нелiнiйний спостерiгач, який гарантує отримання
експоненцiйних оцiнок невiдомих компонент фазового вектора. Показано, що одночасне рiшення
задач спостереження та синхронiзацiї вирiшує локально вихiдну задачу.

Ключовi слова: синхронiзацiя, нелiнiйний спостерiгач, iнварiантнi спiввiдношення, осциля-
тор Ван дер Поля.
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ПРО СПРОЩЕННЯ ЧАСТОТНОГО РIВНЯННЯ ВЛАСНИХ
ОСЕСИМЕТРИЧНИХ КОЛИВАНЬ IДЕАЛЬНОЇ РIДИНИ В
ЖОРСТКОМУ ЦИЛIНДРИЧНОМУ РЕЗЕРВУАРI
З ПРУЖНИМИ ОСНОВАМИ

Проведено спрощення ранiше отриманого частотного рiвняння власних осесиметричних коли-
вань важкої iдеальної нестисливої рiдини в жорсткому цилiндричному резервуарi з пружними
основами у виглядi тонких кругових пластин. Усунено особливiсть в частотному рiвняннi при
збiгу масових характеристик пластин. Розглянуто довiльнi способи закрiплення контурiв пла-
стин i рiзнi граничнi випадки виродження пластин в мембрани та абсолютно жорсткi, випадок
вiдсутностi верхньої пластини (рiдина з вiльною поверхнею), а також випадок невагомостi. Пока-
зано, що частотний спектр сумiсних осесиметричних коливань пружних основ та iдеальної рiдини
складається з двох наборiв частот, що вiдповiдають коливанням верхньої та нижньої пружних
основ, i додаткової частоти коливань стовпа рiдини як одного цiлого.
MSC: 74F10.
Ключовi слова: гiдропружнiсть, круговi пружнi пластини, iдеальна нестислива рiдина, осе-
симетричнi коливання.

1. Вступ.
В статтi [1] розглянуто задачу про власнi осесиметричнi коливання важкої

iдеальної нестисливої рiдини в жорсткому цилiндричному резервуарi з пружни-
ми основами у виглядi тонких iзотропних кругових пластин. Частотне рiвняння
представлено у виглядi визначника п’ятого порядку, що має особливiсть при збiгу
масових характеристик пластин. Розглянуто рiзнi граничнi випадки виродження
пластин в мембрани, в абсолютно жорсткi, а також випадок вiдсутностi верхньої
пластини (випадок наявностi вiльної поверхi в рiдини). Ця задача була узагальне-
на в статтi [2] на випадок коаксиального цилiндра з пружними основами у виглядi
кiльцевих пластин з довiльними способами закрiплення контурiв, а в статтi [3] –
на випадок двошарової рiдини. В роботах [4] розглянуто окремi задачi, аналогiчнi
задачi [1] у випадку невагомостi, а в [5] – у випадку вiдсутностi верхної пластини
(випадок наявностi вiльної поверхi в рiдини). Стаття [6] присвячена дослiдженню
впливу перевантаження на осесиметричнi коливання iдеальної рiдини в жорстко-
му цилiндричному резервуарi з закрiпленою на вiльнiй поверхi рiдини мембраною.
Iснує велика кiлькiсть робiт, в яких в лiнiйнiй та нелiнiйнiй постановках дослiд-
жено коливання вiльної поверхнi iдеальної рiдини в круговому резервуарi з пруж-
ним дном, наприклад, [7–9]. Поздовжнi (симетричнi) та поперечнi (несиметричнi)

Роботу виконано вiдповiдно до програми фундаментальних дослiджень Мiнiстерства освiти
i науки України (проект № 0116U002522).
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коливання пластини або мембрани на вiльнiй поверхнi iдеальної рiдини в круго-
вому резервуарi з абсолютно жорсткою нижньою основою докладно дослiджено
в статтi [10]. Аналiтично аналiзуються сумiснi гiдропружнi частоти нестисливої
та нев’язкої рiдини в круговому цилiндричному резервуарi з гнучкою мембраною
чи пружною пластиною на вiльнiй поверхнi. Близькою за темою до нашої стат-
тi є робота [11], в якiй дослiджуються коливання однорiдної iдеальної рiдини в
цилiндричному резервуарi з однаковими пружними основами у виглядi кругових
пластин. В нiй запропоновано аналiтичний метод, заснований на розкладаннi в
ряд Фур’є-Бесселя та методi Релея–Рiтца. Для випадку пластини розглянуто рiзнi
граничнi умови. У данiй статтi проведено спрощення частотного рiвняння, отри-
маного в [1]. Воно представлено у виглядi визначника четвертого порядку, усунено
особливiсть в частотному рiвняннi при збiгу масових характеристик пластин, роз-
глянуто довiльнi способи закрiплення контурiв пластин, граничнi випадки вирод-
ження пластин в абсолютно жорсткi, а також випадок невагомостi. Показано, що
частотний спектр сумiсних осесиметричних коливань пружних основ та iдеальної
рiдини складається з двох наборiв частот, що вiдповiдають коливанням верхньої
та нижньої пружних основ i додаткової частоти коливань стовпа рiдини як одного
цiлого. Проведенi числовi дослiдження впливу способiв закрiплення пластин на
частотний спектр.

2. Постановка задачi.

Рис. 1. Постановка задачi.

Розглянемо сумiснi коливання пружних основ i важкої iдеальної нестисливої
рiдини з густиною ρ, що повнiстю заповнює прямий круговий цилiндричний резер-
вуар висоти h i радiуса a з жорсткою боковою поверхнею (рис. 1). Основи резер-
вуара представляють собою круговi iзотропнi пластини зi згинальними жорстко-
стями Di, на якi впливають розтягуючi зусилля Ti в серединнiй площинi (i = 1, 2).
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Iндекс i = 1 вiдповiдає верхнiй основi, а i = 2 – нижнiй основi. Цилiндричну систе-
му координат Orθz розмiстимо так, щоби площина Orθ знаходилась на однаковiй
вiдстанi вiд основ, а вiсь Oz була спрямована за вiссю цилiндра протилежно до
вектора прискорення сили тяжiння g⃗. Задачу будемо розглядати в лiнiйнiй поста-
новцi, вважаючи рух рiдини потенцiальним, а сумiснi коливання пластин i рiдини
– безвiдривними.

Рiвняння руху механiчної системи, що розглядається, мають вигляд [1–5,12]:

k01
∂2W1

∂t2
+D1∆

2
2W1 − T1∆2W1 + ρgW1 = ρ

(
Q− ∂Φ

∂t

∣∣∣∣
z=h

2

− g
h

2

)
− gk01, (1)

k02
∂2W2

∂t2
+D2∆

2
2W2 − T2∆2W2 − ρgW2 = −ρ

(
Q− ∂Φ

∂t

∣∣∣∣
z=−h

2

+ g
h

2

)
− gk02, (2)

∆Φ = 0

з урахуванням наступних граничних умов:

∂Φ

∂r

∣∣∣∣
γ

= 0,
∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=h

2

=
∂W1

∂t
,

∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=−h

2

=
∂W2

∂t
, (3)

(Lip [Wi])|γ = 0 (i = 1, 2, p = 1, 2), (4)

1

S

∫
S

W1dS =
1

S

∫
S

W2dS. (5)

Тут k0i = ρ0ih0i;Wi, ρ0i i h0i – вiдповiдно прогин, густина та товщина i-ої пластини;

Φ – потенцiал швидкостей рiдини; Q – довiльна функцiя часу; ∆2 i ∆ = ∆2 +
∂2

∂z2
– вiдповiдно двомiрний та тримiрний оператори Лапласа; S – кругова область, а
γ – її контур (r = a).

3. Виведення статичної крайової задачi та частотного рiвняння сумiс-
них коливань пружних основ i рiдини.

Розглянемо задачу про власнi сумiснi коливання пружних пластин i рiдини.
Для цього представимо прогини пластин у виглядi суми статичного та динамiчного
прогинiв i покладемо Wi(r, t) = eiωtwi(r)+W

st
i (r), ρ (Q− ȧ0) = Q̃eiωt+g(ρh2 +k01)+

C, ρȧ1 h2 = w̃eiωt. Рiвняння (1)–(2) та граничнi умови (4)–(5) матимуть вигляд:

Di∆
2
2wi − Ti∆2wi −

[
k0iω

2 + (−1)iρg
]
wi =

= ρω2
∞∑
n=1

w̃inψn + (−1)i+1Q̃− w̃ (i = 1, 2) ,
(6)

(Lip [wi])|γ = 0 (i = 1, 2, p = 1, 2), (7)
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w =
2

a2

a∫
0

rw1 d r =
2

a2

a∫
0

rw2 d r, (8)

де W st
i (r) – статичний прогин пластин, ∆2 =

d2

dr2
+

1

r

d

dr
,

w̃1n =
w1n coshκn − w2n

kn sinhκn
, w̃2n =

w2n coshκn − w1n

kn sinhκn
, w̃ = −ρω2h

2
w,

win =
2π

N2
n

a∫
0

rwiψn d r, (9)

Розв’язання статичної задачi зводиться до наступної крайової задачi:

D1∆
2
2W

st
1 − T1∆2W

st
1 + ρgW st

1 = C − g

(
ρ
h

2
+ k01

)
,

D2∆
2
2W

st
2 − T2∆2W

st
2 − ρgW st

2 = −C − g

(
ρ
h

2
+ k02

)
,(

Lip
[
W st
i

])∣∣
γ
= 0,

a∫
0

rW st
1 d r =

a∫
0

rW st
2 d r.

(10)

Тут невiдомi функцiї W st
i та константа C. Розв’язок крайової задачi (10) наведено

в статтi [12].
Розв’язок кожного рiвняння (6) будемо шукати у виглядi суми загального

розв’язку однорiдного рiвняння та частинного розв’язку неоднорiдного [1–6,12,13]:

wi =

2∑
k=1

w0
ikA

0
ik + ρω2

∞∑
n=1

w̃in
din

ψn + k̃0i

[
Q̃+ (−1)i+1ρω2h

2
w

]
(i = 1, 2), (11)

де

k̃0i =
1

ρg + (−1)ik0iω2

(
ω2 ̸= ρg

k01

)
, din =

(
Dik

2
n + Ti

)
k2n−

[
k0iω

2 + (−1)iρg
]
̸= 0,

A0
ik (i, k = 1, 2), win, Q̃ i w – невiдомi константи.

Пiдставивши (11) в умову (9) i розв’язавши систему двох лiнiйних рiвнянь
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вiдносно w1n i w2n, остаточно отримаємо:

w1 =
2∑

k=1

[(
w0
1k +

∞∑
n=1

a11nE
0
1knψn

)
A0

1k +

( ∞∑
n=1

a12nE
0
2knψn

)
A0

2k

]
+

+ k̃01

(
Q̃+ ρω2h

2
w

)
,

w2 =
2∑

k=1

[( ∞∑
n=1

a21nE
0
1knψn

)
A0

1k +

(
w0
2k +

∞∑
n=1

a22nE
0
2knψn

)
A0

2k

]
+

+ k̃02

(
Q̃− ρω2h

2
w

)
.

(12)

Тут

a11n = ω2ρ
kn cothκnd2n − ω2ρ

∆n
, a12n = −ω2knbnd2n

∆n
,

a21n = −ω2knbnd1n
∆n

, a22n = ω2ρ
kn cothκnd1n − ω2ρ

∆n
,

∆n =
(
knd1n − ω2ρ cothκn

) (
knd2n − ω2ρ cothκn

)
− ω4b2n =

= k2nd1nd2n − ω2ρkn cothκn (d1n + d2n) + ω4ρ2, bn =
ρ

sinhκn
,

(13)

E0
ikn =

2π

N2
n

a∫
0

rw0
ikψn d r. (14)

Так, наприклад, при T2 = ∞ коефiцiєнт a11n матиме вигляд:

a11n =
ω2ρ

knd1n tanhκn − ω2ρ

i збiгається з аналогiчним спiввiдношенням з роботи [13].

4. Частотне рiвняння сумiсних симетричних (поздовжнiх) коливань
iдеальної рiдини та пружних основ.

Для отримання частотного рiвняння симетричних коливань рiдини та пружних
основ необхiдно мати ще два рiвняння для невiдомих Q̃ i w. Для цього, пiдставивши
(12) в (8), отримаємо систему:

k̃01Q+ k̃1w = −
2∑

k=1

w̃0
1kA

0
1k,

k̃02Q+ k̃2w = −
2∑

k=1

w̃0
2kA

0
2k,
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з якої знайдемо Q i w:

Q =
1

∆

(
−k̃2

2∑
k=1

w̃0
1kA

0
1k + k̃1

2∑
k=1

w̃0
2kA

0
2k

)
,

w =
1

∆

(
k̃02

2∑
k=1

w̃0
1kA

0
1k − k̃01

2∑
k=1

w̃0
2kA

0
2k

)
,

(15)

де k̃1 = k̃01ρ
h
2ω

2 − 1, k̃2 = −k̃02ρh2ω
2 − 1, ∆ = k̃01k̃2 − k̃02k̃1,

w̃0
ik =

2

a2

a∫
0

rw0
ik d r. (16)

Пiдставивши (15) в (12), остаточно отримаємо:

w1 =

2∑
k=1

[(
w0
1k + α1w̃

0
1k +

∞∑
n=1

a11nE
0
1knψn

)
A0

1k+

+

(
α2w̃

0
2k +

∞∑
n=1

a12nE
0
2knψn

)
A0

2k

]
,

w2 =
2∑

k=1

[(
β1w̃

0
1k +

∞∑
n=1

a21nE
0
1knψn

)
A0

1k+

+

(
w0
2k + β2w̃

0
2k +

∞∑
n=1

a22nE
0
2knψn

)
A0

2k

]
.

(17)

Тут

α1 = −
k02 + ρ

(
h+ g

/
ω2
)

k12
, α2 =

k02 + ρg
/
ω2

k12
,

β1 =
k01 − ρg

/
ω2

k12
, β2 = −

k01 + ρ
(
h− g

/
ω2
)

k12
,

k12 = k01 + k02 + ρh.

Таким чином, форми коливань пружних пластин мають вигляд (17).
З умов закрiплення пластин (7) витiкає частотне рiвняння власних сумiсних

осесиметричних коливань двошарової рiдини та пружних основ:∣∣∣∥Cqr∥4
q,r=1

∣∣∣ = 0, (18)
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де

C1,k = L0
1k1 + α1w̃

0
1kL

0
11 +

∞∑
n=1

a11nE
0
1knL1n1,

C1,k+2 = α2w̃
0
2kL

0
11 +

∞∑
n=1

a12nE
0
2knL1n1,

C2,k = L0
1k2 + α1w̃

0
1kL

0
12 +

∞∑
n=1

a11nE
0
1knL1n2,

C2,k+2 = α2w̃
0
2kL

0
12 +

∞∑
n=1

a12nE
0
2knL1n2,

C3,k = β1w̃
0
1kL

0
21 +

∞∑
n=1

a21nE
0
1knL2n1,

C3,k+2 = L0
2k1 + β2w̃

0
2kL

0
21 +

∞∑
n=1

a22nE
0
2knL2n1,

C4,k = β1w̃
0
1kL

0
22 +

∞∑
n=1

a21nE
0
1knL2n2,

C4,k+2 = L0
2k2 + β2w̃

0
2kL

0
22 +

∞∑
n=1

a22nE
0
2knL2n2 (k = 1, 2).

(19)

Тут
L0
ikp =

(
Lip
[
w0
ik

])∣∣
γ
, Linp = (Lip [ψn])|γ , L0

ip = (Lip [1])|γ .

Частотний спектр сумiсних симетричних коливань буде складатися з двох на-
борiв частот, що вiдповiдають коливанням пружних основ, i додаткової частоти
коливань стовпа рiдини як одного цiлого.

У статтi [1] було отримано у виглядi визначника п’ятого порядку рiвняння,
аналогiчне рiвнянню (18). Якщо привести визначник п’ятого порядку до визнач-
ника четвертого порядку, то цi рiвняння збiгаються. Слiд зазначити, що рiвняння
роботи [1] мало особливiсть при збiгу масових характеристик пластин (k01 = k02).
У рiвняннi (18) цю особливiсть було усунуто.

Випишемо оператори Lip i значення функцiй Linp, L0
ip для рiзних способiв

закрiплення пружних пластин, а саме закрiпленого, опертого та вiльного кон-
турiв [14]: у випадку закрiпленого контуру

Li1 ≡ 1, Li2 =
d

dr
, Lin1 = 1, Lin2 = 0, L0

i1 = 1, L0
i2 = 0,

у випадку опертого контуру

Li1 ≡ 1, Li2 =
d2

dr2
+
νi
r

d

dr
, Lin1 = 1, Lin2 = −ξ

2
n

a2
, L0

i1 = 1, L0
i2 = 0,
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у випадку вiльного контуру

Li1 =
d2

dr2
+
νi
r

d

dr
, Li2 =

d3

dr3
+

1

r

d2

dr2
− 1

r2
d

dr
,

Lin1 = −ξ
2
n

a2
, Lin2 = 0, L0

i1 = 0, L0
i2 = 0,

де νi – коефiцiєнт Пуасона матерiалу i-ої пластини.
У випадку невагомостi (g = 0) частотне рiвняння (18) за однакових умов за-

крiплення верхньої та нижньої пластин буде симетричне вiдносно iндексiв 1 i 2,
що має фiзичне обґрунтування i пiдтверджує правильнiсть виведених рiвнянь.

Якщо нижня або верхня пластина стає абсолютно жорсткою, то вiдповiдно
w2 ≡ 0 (w̃0

2k ≡ 0) або w1 ≡ 0 (w̃0
1k ≡ 0). Переходячи до границi в рiвняннях (13)

при T2 → ∞ або T1 → ∞, вiдповiдно отримаємо a21n → 0, a22n → 0 або a11n → 0,
a12n → 0.

Рiвняння симетричних коливань (18) при T2 = ∞ мають вигляд:∣∣∣∥Cqr∥1,2
q,r=1,2

∣∣∣ = 0, (20)

а при T1 = ∞ – ∣∣∣∥Cqr∥3,4
q,r=3,4

∣∣∣ = 0. (21)

У випадку симетричних коливань в коефiцiєнтах (19) слiд покладати α1 = −1
при T2 = ∞ та β2 = −1 при T1 = ∞ . Це випливає iз значень цих коефiцiєнтiв у
формулах (17) вiдповiдно при k02 = ∞ та k01 = ∞.

Рiвняння (20) збiгається з аналогiчним рiвнянням роботи [13].
У випадку вiдсутностi верхньої пластини та виродження нижньої пластини

в мембрану, з визначника рiвняння (18) необхiдно викреслити перший, другий i
четвертий рядки та перший, другий i четвертий стовпцi:

L0
211 + β2w̃

0
21L

0
21 +

∞∑
n=1

a22nE
0
21nL2n1 = 0. (22)

Частотний спектр рiвняння (22) буде складатися з трьох наборiв частот, що
вiдповiдають коливанням вiльної поверхнi рiдини та пружного дна i коливанням
стовпа рiдини як одного цiлого. Це можна побачити з рiвняння (22), у випадку
закрiпленого контуру, вже при n = 1. З урахуванням одного члена ряду воно
зводиться до рiвняння третього ступеня вiдносно ω2.
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Yu.M. Kononov, Yu.O. Dzhukha
On the simplification of a frequency equation of the natural axially symmetric oscillations
of a perfect liquid in a rigid cylindrical reservoir with elastic bases.

We have simplified the previously received frequency equation of the natural axially symmetric oscil-
lations of a heavy perfect incompressible liquid in a rigid cylindrical reservoir with elastic bases in the
form of thin circular plates. The singularity in the frequency equation in the case of the coincidence
of mass characteristics of the plates was removed. We have considered arbitrary methods of fixing
the contours of the plates and different limiting cases: the degeneration of plates into membranes,
absolutely rigid plates, the absence of upper plate (free surface on the liquid), and the case of zero
gravity. It has been shown that the frequency spectrum of the coupled axially symmetric oscillations
of elastic bases and the ideal liquid consists of two sets of frequencies, corresponding to oscillations of
the upper and lower elastic bases, and additional oscillation frequency of a liquid column as a whole.

Keywords: hydroelasticity, circular elastic plates, ideal incompressible liquid, axially symmetric
oscillations.

Ю.Н. Кононов, Ю.А. Джуха
Про упрощение частотного уравнения собственных осесимметричных колебаний иде-
альной жидкости в жестком цилиндрическом резервуаре с упругими основаниями.

Проведено упрощение ранее полученного частотного уравнения собственных осесимметричных
колебаний тяжелой идеальной несжимаемой жидкости в жестком цилиндрическом резервуаре
с упругими основаниями в виде тонких круговых пластин. Устранена особенность в частотном
уравнении при совпадении массовых характеристик пластин. Рассмотрены произвольные спо-
собы закрепления контуров пластин и различные предельные случаи вырождения пластин в
мембраны и абсолютно жесткие, случай отсутствия верхней пластины (жидкость со свободной
поверхностью), а также случай невесомости. Показано, что частотный спектр совместных осе-
симметричных колебаний упругих оснований и идеальной жидкости состоит из двух наборов
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частот, соответствующих колебаниям верхнего и нижнего упругих оснований, и дополнительной
частоты колебаний столба жидкости как одного целого.

Ключевые слова: гидроупругость, круговые упругие пластины, идеальная несжимаемая жид-
кость, осесимметричные колебания.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕВЫРОЖДЕННЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ

В статье предложены оригинальные условия разрешимости, а также схема нахождения решений
нелинейной нетеровой дифференциально-алгебраической краевой задачи. При этом существен-
но использована техника псевдообращения матриц по Муру–Пенроузу. Поставленная в статье
задача продолжает исследование условий разрешимости, а также схем нахождения решений
нелинейных нетеровых краевых задач, приведенных в монографиях А. Пуанкаре, А.М. Ляпу-
нова, И.Г. Малкина, Дж. Хейла, Ю.А. Рябова, А.М. Самойленко, Н.В. Азбелева, В.П. Макси-
мова, Л.Ф. Рахматуллиной и А.А. Бойчука. Исследован общий случай, когда линейный ограни-
ченный оператор, соответствующий однородной части линейной нетеровой дифференциально-
алгебраической краевой задачи, не имеет обратного. Найдены достаточные условия приводимо-
сти дифференциально-алгебраического уравнения к системе, объединяющей дифференциальное
и алгебраическое уравнение. Таким образом, дифференциально-алгебраическая краевая задача
приводится к нелинейной нетеровой краевой задаче для системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Изучен случай наличия простых корней уравнения для порождающих амплитуд.
Для нахождения решений поставленной задачи в критическом случае получены конструктивные
необходимые и достаточные условия существования, а также построена сходящаяся итераци-
онная схема. Предложенные условия разрешимости, а также схема нахождения решений нели-
нейной нетеровой дифференциально-алгебраической краевой задачи подробно проиллюстриро-
ваны на примере нелинейной нетеровой дифференциально-алгебраической краевой задачи для
уравнения типа Дюффинга. Для контроля скорости сходимости итерационной схемы к точно-
му решению дифференциально-алгебраической краевой задачи для уравнения типа Дюффинга
использованы невязки полученных приближений в уравнении типа Дюффинга в пространстве
непрерывных функций.
MSC: 34B15.
Ключевые слова: нелинейная нетерова дифференциально-алгебраическая краевая задача, кри-
тический случай, уравнение типа Дюффинга.

1. Линейные краевые задачи для невырожденных дифференциаль-
но-алгебраических систем.

Исследуем задачу о построении решений

z(t) ∈ C1[a, b]

линейной дифференциально-алгебраической краевой задачи

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), ℓz(·) = α, α ∈ Rk; (1)

здесь
A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] := C[a, b]⊗ Rm×n

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Украины
(номер государственной регистрации 0118U003390).
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— непрерывные матрицы, f(t) ∈ C[a, b] — непрерывный вектор-столбец; ℓz(·) —
линейный ограниченный функционал:

ℓz(·) : C[a, b] → Rk.

Матрицу A(t) предполагаем, вообще говоря, прямоугольной: m ̸= n, либо квад-
ратной, но вырожденной. Исследованию дифференциально-алгебраических урав-
нений при помощи центральной канонической формы и совершенных пар и тро-
ек матриц посвящены монографии [1–6]. В статьях [7, 8] предложена серия до-
статочных условий разрешимости, а также конструкция обобщенного оператора
Грина задачи Коши для линейной дифференциально-алгебраической системы (1)
без использования центральной канонической формы и совершенных пар и троек
матриц. Существенным отличием дифференциально-алгебраической системы (1)
является бесконечномерность пространства ее решений [4], [9, c. 959]. В статье [10]
предложены условия разрешимости, а также конструкции обобщенного оператора
Грина краевой задачи линейной дифференциально-алгебраической системы (1).

При условии [7,8, 10]

PA∗(t) = 0, A+(t)B(t) ∈ Cn×n[a; b], A+(t)f(t) ∈ C[a; b] (2)

система (1) разрешима относительно производной

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)); (3)

здесь
rank A(t) := σ0 = m ≤ n.

Кроме того
F0(t, ν0(t)) := A+(t)f(t) + PAρ0 (t)ν0(t),

A+(t) — псевдообратная (по Муру – Пенроузу), PA∗(t) — ортопроектор [14]:

PA∗(t) : Rm → N(A∗(t)),

PAρ0 (t) — (n × ρ0)− матрица, составленная из ρ0 линейно-независимых столбцов
(n× n)− матрицы-ортопроектора

PA(t) : Rn → N(A(t)).

Обозначим X0(t) нормальную фундаментальную матрицу

X ′
0(t) = A+(t)B(t)X0(t), X0(a) = In

системы обыкновенных дифференциальных уравнений (3). Заметим, что нормаль-
ная фундаментальная матрица X0(t) невырождена. При условии (2) система (3),
а следовательно и система (1), имеет решение вида

z(t, c) = X0(t)c+X0(t)

∫ t

a
X−1

0 (s)F0(s, ν0(s)) ds, c ∈ Rn.
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По аналогии с классификацией импульсных краевых задач [10–12] случай (2) бу-
дем называть невырожденным. Подставляя общее решение

z(t, c) = X0(t)c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn

задачи Коши z(a) = c для дифференциально-алгебраического уравнения (1) в
краевое условие (1), приходим к линейному алгебраическому уравнению

Qc = α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·). (4)

Уравнение (4) разрешимо тогда и только тогда, когда

PQ∗
d

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

= 0. (5)

Здесь PQ∗ — ортопроектор: Rk → N(Q∗); матрица PQ∗
d

составлена из d линейно
независимых строк ортопроектора PQ∗ , кроме того Q := ℓX0(·) ∈ Rk×n. При усло-
вии (5) и только при нем общее решение уравнения (4)

c = Q+

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}
+ PQr cr, cr ∈ Rr

определяет общее решение краевой задачи (1)

z(t, cr) = Xr(t)cr +X0(t)Q
+

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}
+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t).

Здесь PQ — матрица-ортопроектор: Rn → N(Q); матрица PQr ∈ Rn×r составлена
из r линейно независимых столбцов ортопроектора PQ. Таким образом, доказана
следующая лемма.

Лемма. При условии (2) система (1) имеет решение вида

z(t, c) = X0(t)c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn

При условии (5) и только при нем для фиксированной непрерывной вектор-функции
ν0(t) ∈ C[a, b] общее решение дифференциально-алгебраической краевой задачи (1)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

определяет обобщенный оператор Грина дифференциально-алгебраической краевой
задачи (1)

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) := X0(t)Q

+

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}
+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t).
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2. Нелинейные краевые задачи для невырожденных дифференциаль-
но-алгебраических систем.

Исследуем задачу о построении решений

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C1[0, ε0]

нелинейной дифференциально-алгебраической краевой задачи

A(t)z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, t, ε), (6)

ℓz(·, ε) = α. (7)

Решения нетеровой (n ̸= k) краевой задачи (6), (7) ищем в малой окрестности
решения z0(t) ∈ C1[a, b] порождающей задачи

A(t)z′0(t) = B(t)z0(t) + f(t), ℓz0(·) = α. (8)

Здесь
A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b]

— непрерывные матрицы, f(t) ∈ C[a, b] — непрерывный вектор; Z(z, t, ε) — нели-
нейная функция, непрерывно дифференцируемая по неизвестной z(t) в малой
окрестности решения порождающей задачи, непрерывная по t ∈ [a, b] и непре-
рывная по малому параметру; ℓz(·, ε) — линейный векторный функционал:

ℓz(·, ε) : C[a, b] → Rk.

Нелинейная дифференциально-алгебраическая краевая задача (6) обобщает мно-
гочисленные постановки нелинейных нетеровых краевых задач [13,14]. Предполо-
жим, что порождающая краевая задача (8) невырождена, при этом система (6)
разрешима относительно производной

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)) + εA+(t)Z(z, t, ε). (9)

Общее решение порождающей дифференциально-алгебраической краевой задачи
(8) для фиксированной непрерывной вектор-функции ν0(t) ∈ C[a, b] имеет вид

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Решения краевой задачи (7), (9) ищем в малой окрестности решения порождающей
задачи:

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε).

Фиксируя одну из констант cr ∈ Rr, для нахождения вектора

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C1[0, ε0], x(t, 0) ≡ 0
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аналогично [14], приходим к задаче

x′ = A+(t)B(t)x+ εA+(t)Z(z0 + x, t, ε), ℓx(·, ε) = 0. (10)

3. Критический случай.
Предположим, что для дифференциально-алгебраической краевой задачи (6),

(7) имеет место критический случай (PQ∗ ̸= 0). Предположим также, что диф-
ференциально-алгебраическое уравнение (8) невырождено. При этом порождаю-
щая задача (8) разрешима тогда и только тогда, когда выполнено условие (5) и для
фиксированной непрерывной вектор-функции ν0(t) ∈ C[a, b] имеет r− линейно-
независимых решений

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

В критическом случае в малой окрестности решения порождающей задачи краевая
задача (7), (9) разрешима тогда и только тогда, когда

PQ∗
d
ℓK

[
Z(z(s, ε), s, ε), ν0(s)

]
(·) = 0 (11)

и для фиксированной непрерывной вектор-функции ν0(t) ∈ C[a, b] имеет r− линейно-
независимых решений

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Предположим также, что нелинейная дифференциально-алгебраическая краевая
задача (6), (7) имеет решение, при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) =
z0(t, c

∗
r). При дополнительном условии

A+(·)Z(z, ·, ε) ∈ C[a; b], A+(t)Z(·, t, ε) ∈ C[||z − z0|| < q] (12)

для существования решений нелинейной дифференциально-алгебраической крае-
вой задачи (6), (7) необходимо выполняется условие

F (c∗r) := PQ∗
d
ℓK

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0), ν0(s)

]
(·) = 0. (13)

Фиксируя одно из решений c∗r ∈ Rr уравнения (13), решение

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε)

дифференциально-алгебраической краевой задачи (6), (7) ищем в окрестности по-
рождающего решения

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t).
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Таким образом, аналогично [14], приходим к задаче

x′(t, ε) = A+(t)B(t)x(t, ε) + εA+(t)Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε), (14)

ℓx(·, ε) = 0. (15)

Решения дифференциально-алгебраической краевой задачи (14), (15) при этом
определяет операторная система [14,15]

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = G

[
A+(s)Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε); ν0(s); ε

]
(t).

Используя непрерывную дифференцируемость по первому аргументу функции
Z(z0(t, c

∗
r)+x(t, ε), t, ε) в окрестности порождающего решения, разлагаем эту функ-

цию в окрестности точек x = 0 и ε = 0 :

Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)+

+A1(t)x(t, ε) +R(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε), (16)

где A1(t) = Z ′
z(z0(t, c

∗
r), t, 0). Остаток R(z0(t, c∗r)+ x(t, ε), t, ε) разложения функции

Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) при условии Z ′

ε(z0(t, c
∗
r), t, 0) ≡ 0 более высокого порядка

малости по x и ε в окрестности точек x = 0 и ε = 0, чем первые два члена
разложения, поэтому

R(z, t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂R(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.

При условии PB∗
0
= 0 по меньшей мере одно решение краевой задачи (14), (15)

определяет операторная система

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

B0 cr(ε) = PQ∗
d
ℓK

[
A1(s)x

(1)(s, ε) +R(z(s, ε), s, ε)

]
(·),

x(1)(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); ν0(s);α

]
(t),

эквивалентная задаче о построении решения системы уравнений (14), удовлетво-
ряющих краевому условию (15); здесь

B0 = PQ∗
d
ℓK

[
A1(s)Xr(s), ν0(s)

]
(·)
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— постоянная (d × r) – матрица. Для построения решений этой операторной си-
стемы применим [14,15] метод простых итераций; таким образом получаем итера-
ционную схему

xk+1(t, ε) = Xr(t)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(t, ε),

crk+1
(ε) = B−1

0 PQ∗
d
ℓK

[
A1(s)c

(1)
rk+1

(s, ε)+ (17)

+R(z0(s, c
∗
r) + xrk+1

(s, ε), s, ε)

]
(·), k = 0, 1, 2, ... ,

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r) + xk(s, ε), s, ε); ν0(s);α

]
(t).

Достаточные условие существования решения нелинейной дифференциально-алге-
браической краевой задачи (6), (7) в критическом случае определяет следующая
теорема.

Теорема. Предположим, что дифференциально-алгебраическое уравнение (8)
невырождено. В критическом случае (PQ∗ ̸= 0) порождающая задача (8) разре-
шима тогда и только тогда, когда выполнено условие (5) и для фиксированной
непрерывной вектор-функции ν0(t) ∈ C[a, b] имеет r− линейно-независимых ре-
шений

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

При условии PB∗
0
= 0 для каждого корня c∗r ∈ Rr уравнения (13) для порождаю-

щих амплитуд при условии PB∗
0
= 0 и дополнительном условии (12) нелинейная

дифференциально-алгебраическая краевая задача (6), (7) имеет по меньшей мере
одно решение, при ε = 0 обращающееся в порождающее z(t, 0) = z0(t, c

∗
r). Для

построения решений
z(t, ε) = z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

нелинейной дифференциально-алгебраической краевой задачи (6), (7) применима
сходящаяся при ε ∈ [0, ε∗] итерационная схема (17).

Доказанная теорема обобщает соответствующие утверждения [14] на случай
нелинейной невырожденной дифференциально-алгебраической краевой задачи (6),
(7) в критическом случае.

Пример. Требованиям доказанной теоремы удовлетворяет нелинейная диф-
ференциально-алгебраическая краевая задача для уравнения типа Дюффинга

A(t) z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, ε), ℓz(·, ε) = 0, (18)

где

A(t) :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, B(t) :=

(
0 1 0
−1 0 1

)
,
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кроме того

f(t) :=

(
0

cos 3t

)
, ℓz(·, ε) := Υ (z(0, ε)− z(2π, ε)).

z(t, ε) :=

 za(t, ε)
zb(t, ε)
zc(t, ε)

 , Υ :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, Z(z(t, ε), t, ε) :=

(
0

z3a(t, ε)

)
.

Поскольку условие (2) выполнено, постольку система (18) невырождена и име-
ет решение вида

z(t, c) = X0(t)c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ R3,

где

X0(t) =

 cos t sin t 1− cos t
− sin t cos t sin t

0 0 1

 , K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

8

 cos t− cos 3t
sin 3t− sin t

0

 .

В данном случае матрица A(t) прямоугольная, при этом

ρ0 = 1 ̸= 0, PA(t) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , PAρ0 (t) =

 0
0
1

 ,

поэтому найденное решение зависит от произвольной непрерывной скалярной функ-
ции; в данном случае ν0(t) := 0. Общее решение однородной части для порожда-
ющей задачи (18) определяет матрица

Q = 0, PQ = PQr = I3, PQ∗ = I2.

Таким образом, дифференциально-алгебраическая краевая задача (18) представ-
ляет критический случай, при этом выполнено условие разрешимости (5). Общее
решение неоднородной части для порождающей задачи (18)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

определяет обобщенный оператор Грина

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) = K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

8

 cos t− cos 3t
3 sin 3t− sin t

0

 ,

а также матрица Xr(t) = X0(t). В случае нелинейной дифференциально-алгебра-
ической краевой задачи (18) уравнение (13) имеет решение

c∗r = −1

8

 1
0
0

 ,
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которому соответствует решение порождающей задачи

z(t, c∗r) =
1

8

 − cos 3t
3 sin 3t

0

 ,

а также матрица полного ранга

B0 =
3π

128

(
0 1 0
−1 0 1

)
.

Поскольку выполнено условие PB∗
0
= 0, постольку по меньшей мере одно реше-

ние нелинейной дифференциально-алгебраической краевой задачи (18) определяет
итерационная схема (17). Таким образом, находим

z1(t, ε) =

 z1a(t, ε)
z1b(t, ε)
z1c(t, ε)

 ,

где

z1a(t, ε) =
ε

327 680

(
31ε− 124 ε cos t− 40 960 cos 3t+ 60 ε cos 3t+ 2 ε cos 9t

)
,

x1b(t, ε) =
2 ε

327 680

(
62 ε sin t+ 61 440 sin 3t− 90 ε sin 3t− 9 ε sin 9t

)
.

x1c(t, ε) =
31 ε

327 680
.

Аналогично находим

z2(t, ε) =

 z2a(t, ε)
z2b(t, ε)
z2c(t, ε)

 ,

где

z2a(t, ε) =
31 ε

327 680
+

37 059 ε2

18 790 481 920
− 2 343 800 971 ε3

275 152 784 850 944 000
+

+
1 150 416 221 963 ε4

36 402 933 558 007 771 955 200
−31 ε cos t

81 920
− 129 ε2 cos t

117 440 512
+

755 013 771 ε3 cos t

68 788 196 212 736 000
−

− 3 054 692 099 539 ε4 cos t

91 007 333 895 019 429 888 000
− 961 ε3 cos 2t

214 748 364 800
− 961 ε4 cos 2t

4 398 046 511 104 000
−

−cos 3t

8
+

3 ε cos 3t

16 384
− 273 ε2 cos 3t

335 544 320
+

34 233 ε3 cos 3t

6 871 947 673 600
− 311 981 ε4 cos 3t

70 368 744 177 664 000
−

− 961 ε3 cos 4t

1 073 741 824 000
+

2 883 ε4 cos 4t

2 199 023 255 552 000
+

31 ε2 cos 5t

167 772 160
− 279 ε4 cos 5t

703 687 441 776 640
−

− 93 ε4 cos 6t

1 468 006 400
+

2 883 ε4 cos 6t

15 032 385 536 000
− 279 ε4 cos 6t

1 924 145 348 608 000
+

31 ε2 cos 7t

335 544 320
−
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− 961 ε3 cos 7t

3 435 973 836 800
+

13 919 ε4 cos 7t

70 368 744 177 664 000
+

961 ε4 cos 8t

92 358 976 733 184 000
+

cos 9t

163 840
−

− 3 ε2 cos 9t

104 857 600
+

153 ε3 cos 9t

3 435 973 836 800
− 1 167 ε4 cos 9t

28 147 497 671 065 600
+

961 ε4 cos 10t

145 135 534 866 432 000
−

+− 31 ε3 cos 11t

8 589 934 592 000
− 31 ε4 cos 11t

175 921 860 444 160 000
+

93 ε3 cos 12t

61 418 032 332 800
−

− 279 ε4 cos 12t

125 784 130 217 574 400
− 31 ε3 cos 13t

12 025 908 428 800
+

93 ε2 cos 13t

24 629 060 462 182 400
−

− 3 ε3 cos 15t

9 395 240 960
+

183 ε4 cos 15t

192 414 534 860 800
− 279 ε4 cos 15t

394 064 967 394 918 400
+

+
31 ε4 cos 17t

844 424 930 131 968 000
− 93 ε4 cos 18t

5 682 276 092 346 368 000
+

31 ε4 cos 19t

1 055 531 162 664 960 000
+

+
3 ε3 cos 21t

377 957 122 048 000
− 9 ε4 cos 21t

774 056 185 954 304 000
− ε4 cos 27t

12 807 111 440 334 848 000
−

−93π ε2 sin t

20 971 520
− 93 ε2t sin t

20 971 520
+

2 697π ε3 sin t

429 496 729 600
+

2 697t ε3 sin t

429 496 729 600
−

− 441 471π ε4 sin t

17 592 186 044 416 000
− 441 471 t ε4 sin t

17 592 186 044 416 000
,

x2b(t, ε) = −93π ε2 cos t

20 971 520
− 93 ε2 cos t

20 971 520
+

2 697π ε3 cos t

429 496 729 600
+

2 697t ε3 cos t

429 496 729 600
−

− 441 471π ε4 cos t

17 592 186 044 416 000
− 441 471 t ε4 cos t

17 592 186 044 416 000
+

31 ε sin t

81 920
− 1 959 ε2 sin t

587 202 560
−

− 323 062 251 ε3 sin t

68 788 196 212 736 000
+

770 888 449 411 ε4 sin t

91 007 333 895 019 429 888 000
+

961 ε3 sin 2t

107 374 182 400
−

− 961 ε4 sin 2t

2 199 023 255 552 000
+

3 sin 3t

8
− 9 ε sin 3t

16 384
+

819 ε2 sin 3t

335 544 320
− 102 699 ε3 sin 3t

6 871 947 673 600
+

+
935 943 ε4 sin 3t

70 368 744 177 664 000
+

961 ε3 sin 4t

268 435 456 000
− 2 883 ε4 sin 4t

549 755 813 888 000
− 31 ε2 sin 5t

33 554 432
+

+
279 ε4 sin 5t

140 737 488 355 328
+

279 ε2 sin 6t

734 003 200
− 8 649 ε3 sin 6t

7 516 192 768 000
+

837 ε4 sin 6t

962 072 674 304 000
−

− 217 ε2 sin 7t

335 544 320
+

6 727 ε3 sin 7t

3 435 973 836 800
− 97 433 ε4 sin 7t

70 368 744 177 664 000
− 961 ε4 sin 8t

11 544 872 091 648 000
−

−9 ε sin 9t

163 840
+

27 ε2 sin 9t

104 857 600
− 1 377 ε3 sin 9t

3 435 973 836 800
+

10503 ε4 sin 9t

28 147 497 671 065 600
−

− 961 ε4 sin 10t

14 513 553 486 643 200
+

341 ε3 sin 11t

8 589 934 592 000
+

341 ε4 sin 11t

175 921 860 444 160 000
−

− 279 ε3 sin 12t

15 354 508 083 200
+

837 ε4 sin 12t

31 446 032 554 393 600
+

403 ε3 sin 13t

12 025 908 428 800
−
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− 1 209 ε4 sin 13t

24 629 060 462 182 400
+

9 ε2 sin 15t

1 879 048 192
− 549 ε3 sin 15t

38 482 906 972 160
−

− 837 ε4 sin 15t

78 812 993 478 983 680
− 527 ε4 sin 17t

844 424 930 131 968 000
+

837 ε4 sin 18t

2 841 138 046 173 184 000
−

− 589 ε4 sin 19t

1 055 531 162 664 960 000
− 63 ε3 sin 21t

377 957 122 048 000
+

+
189 ε4 sin 21t

774 056 185 954 304 000
+

27 ε4 sin 27t

12 807 111 440 334 848 000
.

x2c(t, ε) =
31 ε

327 680
− 921 ε2

3 758 096 384
−

− 556 415 371 ε3

275 152 784 850 944 000
+

1 032 284 380 167 ε4

182 014 667 790 038 859 776 000
.

Для оценки точности найденных приближений к решению нелинейной диффе-
ренциально-алгебраической краевой задачи (18) определим невязки ∆k(ε) нулево-
го и первого приближения к решению краевой задачи (18). Положив ε := 0, 1 , k =
0, 1, 2, имеем

∆0(0, 1) ≈ 0, 000 195 312, ∆1(0, 1) ≈ 2, 23 935× 10−7,

∆2(0, 1) ≈ 1, 62 572× 10−9.

Аналогично, имеем

∆0(0, 01) ≈ 0, 0000 195 312, ∆1(0, 01) ≈ 2, 24 013× 10−9,

∆2(0, 01) ≈ 1.62 658× 10−12.

Отметим также, что нулевое и первое приближения к решению краевой задачи (18)
в точности удовлетворяет краевому условию. В то же время, второе приближения
к решению краевой задачи (18) содержит невязку в краевом условии

ℓz2(·, ε) =
93π ε2

10 485 760
− 2 697π ε3

214 748 364 800
+

441 471π ε4

8 796 093 022 208 000
,

вызванную линеаризацией условия разрешимости (11), использованной при на-
хождении вектора cr2(ε). Избежать невязки в краевом условии для второго при-
ближения к решению краевой задачи (18) можно при нахождении вектора cr2(ε)
непосредственно из условия разрешимости (11), в данном случае, нелинейного
уравнения, аналогично [18,19].
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O.V. Nesmelova
Nonlinear boundary value problems for nondegenerate differential-algebraic systems.

The article proposes original solvability conditions and the scheme for finding solutions of the nonlinear
Noetherian differential-algebraic boundary value problem. And we use the matrix pseudo-inversion
technique of Moore–Penrose. The posed problem in the article continues the study of conditions of
solvability and schemes for finding solutions of the nonlinear Noetherian boundary-value problems given
in the monographs by A. Poincare, A.M. Lyapunov, I.G. Malkin, J. Hale, Yu.A. Ryabov, A.M. Samoy-
lenko, N.V. Azbelev, V.P. Maksimov, L.F. Rakhmatullina and A.A. Boychuk. We studied a general
case, when a linear bounded operator corresponding to the homogeneous part of the linear Noetherian
differential-algebraic boundary value problem has no inverse. Sufficient conditions for reducibility of
the differential algebraic equation to the system uniting a differential and algebraic equation are
found. Thus, the differential-algebraic boundary value problem is reduced to the nonlinear Noetherian
boundary value problem for the system of ordinary differential equations. We studied the case of
the presence of simple roots of the equation for generating amplitudes. Constructive necessary and
sufficient conditions of existence were obtained to find solutions to the problem in the critical case,
and the converging iterative scheme was constructed. The proposed solvability conditions, and the
scheme for finding solutions of the nonlinear Noetherian differential-algebraic boundary value problem
are illustrated in detail by the example from the nonlinear Noetherian differential-algebraic boundary
value problem for Duffing type equations. For control of the rate of the iterative scheme convergence to
the exact solution of the differential-algebraic boundary value problem for the Duffing type equation,
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we used the residuals of the obtained approximations in the Duffing type equation in the space of
continuous functions.

Keywords: nonlinear Noetherian differential-algebraic boundary value problem, critical case, Duffing
type equation.

О.В. Нєсмєлова
Нелiнiйнi крайовi задачi для невироджених диференцiально-алгебраїчних систем.

У статтi запропоновано оригiнальнi умови розв’язностi, а також схема знаходження розв’язкiв
нелiнiйної нетерової диференцiально-алгебраїчної крайової задачi. При цьому iстотно викори-
стано технiку псевдообернення матриць по Муру–Пенроузу. Поставлена в статтi задача продов-
жує дослiдження умов розв’язностi, а також схем знаходження розв’язкiв нелiнiйних нетерових
крайових задач, наведених у монографiях А. Пуанкаре, О.М. Ляпунова, I.Г. Малкiна, Дж. Хейла,
Ю.О. Рябова, А.М. Самойленко, М.В. Азбелева, В.П. Максiмова, Л.Ф. Рахматуллiної та О.А. Бой-
чука. Дослiджено загальний випадок, коли лiнiйний обмежений оператор, який вiдповiдає од-
норiднiй частини лiнiйної нетерової диференцiально-алгебраїчної крайової задачi, не має обер-
неного. Знайдено достатнi умови звiдностi диференцiально-алгебраїчного рiвняння до системи,
яка об’єднує диференцiальне та алгебраїчне рiвняння. Таким чином, диференцiально-алгебраїчна
крайова задача зводиться до нелiнiйної нетерової крайової задачi для системи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Вивчено випадок наявностi простих коренiв рiвняння для породжуючих
амплiтуд. Для знаходження розв’язкiв поставленої задачi в критичному випадку отриманi кон-
структивнi необхiднi i достатнi умови iснування, а також побудована збiжна iтерацiйна схема.
Запропонованi умови розв’язностi, а також схема знаходження розв’язкiв нелiнiйної нетерової
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi, детально проiлюстрованi на прикладi нелiнiйної
нетерової диференцiально-алгебраїчної крайової задачi для рiвняння типу Дюффiнга. Дослiдже-
на в статтi нелiнiйна нетерова диференцiально-алгебраїчна крайова задача для рiвняння Дюф-
фiнга не є диференцiальною, на вiдмiну вiд найбiльш вивчених крайових задач для звичайних
диференцiальних рiвнянь, а також традицiйних постановок перiодичних крайових задач для ди-
ференцiальних рiвнянь Дюффiнга, Льєнара i Ван дер Поля. Для контролю швидкостi збiжностi
iтерацiйної схеми до точного розв’язку диференцiально-алгебраїчної крайової задачi для рiвнян-
ня типу Дюффiнга використанi нев’язки отриманих наближень в рiвняннi типу Дюффiнга в
просторi неперервних функцiй.

Ключовi слова: нелiнiйна нетерова диференцiально-алгебраїчна крайова задача, критичний
випадок, рiвняння типу Дюффiнга.
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ УКЛОНЕНИЙ
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СРЕДНИХ РЯДОВ ФУРЬЕ
НА КЛАССАХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ
ФУНКЦИЙ

Работа касается вопросов приближения в равномерной метрике периодических функций мно-
гих переменных тригонометрическими полиномами, которые порождаются линейными метода-
ми суммирования рядов Фурье. Рассматриваются классы ψ–дифференцируемых периодических
функций многих переменных, которые позволяют по-отдельности учитывать свойства обычных и
смешанных частных производных, и задающиеся по аналогии с классами ψ–дифференцируемых
периодических функций одной переменной. Получены интегральные представления прямоуголь-
ных линейных средних рядов Фурье на классах ψ–дифференцируемых периодических функций
многих переменных. Полученные формулы могут быть полезными для дальнейшего исследо-
вания аппроксимативных свойств различных линейных прямоугольных методов на классах ψ–
дифференцируемых периодических функций многих переменных с целью получения решения
соответствующих задач Колмогорова–Никольского.
MSC: 42A10.
Ключевые слова: обобщенная производная, классы дифференцируемых функций, линейные пря-
моугольные методы.

1. Введение.
Наиболее простым и естественным примером линейного процесса аппрокси-

мации непрерывных периодических функций действительной переменной может
служить приближение этих функций элементами последовательностей частичных
сумм ряда Фурье. Вместе с тем, значительное число работ этого напрвления посвя-
щено изучению аппроксимативных свойств других методов приближения, которые
для функции f порождаются некоторыми преобразованиями частичных сумм ее
ряда Фурье. Методы исследования интегральных представлений уклонений при-
ближающих полиномов на классах периодических функций действительной пере-
менной возникли и получили свое развитие благодаря работам С. М. Никольского,
С. Б. Стечкина, С. А. Теляковского, А. И. Степанца и др. В работах [1, 2] можно
найти библиографию по вопросам этой тематики.

В тоже время вопросы приближения классов периодических дифференциру-
емых функций многих переменных изучены в меньшей степени. Формулы для
интегральных представлений уклонений прямоугольных линейных средних рядов
Фурье на классах периодических дифференцируемых функций многих перемен-
ных были опубликованы в работах [3, 4] без доказательств, а также в некоторых
других малодоступных источниках. Данная работа посвящена доказательству упо-
мянутых формул, которые приводятся здесь с некоторыми изменениями и допол-
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нениями, необходимыми для дальнейшего изложения.
Классы ψ–дифференцируемых периодических функций многих переменных

будем определять следуя работе [3] (также [4]). Пусть Rm — евклидово простран-

ство с елементами x⃗ = (x1, x2, . . . , xm), T
m =

m∏
i=1

[−π;π] — m-мерный куб с ребром

2π. Введем обозначения подмножеств из Rm элементов с целочисленными компо-
нентами:

Nm =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, i = 1, 2, . . . ,m

}
,

Nm
∗ =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N∗ = N ∪ {0}, i = 1, 2, . . . ,m

}
,

Nm
i =

{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ N, xj ∈ N∗, i ̸= j

}
,

Em =
{
x⃗ ∈ Rm|xi ∈ {0; 1}, i = 1, 2, . . . ,m

}
.

Пусть L(Tm) — множество 2π-периодических по каждой переменной суммируе-
мых на Tm функций f(x⃗) = f(x1, x2, . . . , xm) и f ∈ L(Tm). Каждой паре элементов
s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm

∗ можно поставить в соответствие величину

as⃗
k⃗
(f) =

1

πm

∫
Tm

f(x⃗)
m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Величины as⃗
k⃗
(f), s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm

∗ являются коэффициентами Фурье функции
f ∈ L(Tm) [6].

Каждому вектору k⃗ ∈ Nm
∗ соответствует основная гармоника функции f(x⃗)

A
k⃗
(f ; x⃗) =

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

m∏
i=1

cos
(
kixi −

siπ

2

)
и гармоники, сопряженные по переменным xi, i = 1, 2...,m

Ae⃗i
k⃗
(f ; x⃗)=

∑
s⃗∈Em

as⃗
k⃗
(f)

∏
j∈m\{i}

cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
cos

(
kixi −

(si + 1)π

2

)
.

Ряд Фурье функции f(x⃗) определяется следующим соотношением [6]

S[f ] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
A
k⃗
(f ; x⃗),

в котором q(k⃗) — количество нулевых компонент вектора k⃗.
Пусть f ∈ L(Tm), ψij(k), Ψij(k), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2 — фиксированные

наборы систем чисел, k ∈ N∗,

ψi(k) =
√
ψ2
i1(k) + ψ2

i2(k), Ψi(k) =
√

Ψ2
i1(k) + Ψ2

i2(k)
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и выполнены условия ψi(k) ̸= 0, Ψi(k) ̸= 0, k ∈ N, ψi1(0) = 1, Ψi1(0) = 1, ψi2(0) = 0,
Ψi2(0) = 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Если ряд ∑
k⃗∈Nm

i

1

2q(k⃗)ψ
2
i (ki)

[
ψi1(ki)Ak⃗(f ; x⃗)− ψi2(ki)A

e⃗i
k⃗
(f ; x⃗)

]
является рядом Фурье некоторой функции φ(x⃗) ∈ L(Tm), то эта функция обозна-

чается символом fψi(x⃗) = ∂ψif(x⃗)
∂xi

и называется ψi-производной функции f(x⃗) по
переменной xi, i = 1, 2, . . . ,m.

Пусть m = {1, 2, . . . ,m}. Для фиксированного r-элементного множества µ(r) ⊂
m, µ(r) = {i1, i2, . . . , ir}, смешанной Ψµ-производной по переменным xi, i ∈ µ(r),
по аналогии с определением обыкновенной смешанной частной производной, на-
зывается функция fΨµ(x⃗), которая задается соотношением

fΨµ(x⃗) =
∂Ψir∂Ψir−1 . . . ∂Ψi1f(x⃗)

∂xir∂xir−1 . . . ∂xi1
.

Множество непрерывных функций f ∈ L(Tm) таких, что для любого µ ⊆ m

существуют Ψµ-производные, обозначается символом Cmψ.
Классы ψ–дифференцируемых функций при m = 1 впервые были рассмотрены

в работах А.И. Степанца (см., напр., [1, 2]), а при m > 1 — в работах Р.А. Ласурии
[7] (также [6]). В одномерном случае при соответствующем выборе параметров,
классы Cmψ совпадают с известными классами Вейля, классами Соболева W l

p,
классами сверток с фиксированными ядрами.

Прямоугольные линейные средние рядов Фурье определяются
следующим образом. Пусть Λ = {Λ1,Λ2, . . . ,Λm} — фиксированный набор бес-
конечных треугольных числовых матриц Λi = {λ(ni)ki

}, i = 1, 2, . . . ,m, λ
(ni)
0 = 1,

λ
(ni)
ki

= 0 при ki ≥ ni. Обозначим λ
(n⃗)

k⃗
=

m∏
i=1

λ
(ni)
ki

и Gn⃗ =
m∏
i=1

[0;ni − 1] — прямо-

угольный параллелепипед, соответствующий вектору n⃗ ∈ Nm. Каждой функции
f ∈ L(Tm) можно поставить в соответствие многочлен

Un⃗(f ; x⃗; Λ) =
∑
k⃗∈Gn⃗

2−q(k⃗)λ
(n⃗)

k⃗
A
k⃗
(f ; x⃗).

При условии λ(n⃗)
k⃗

≡ 1, k⃗ ∈ Gn⃗, полиномы Un⃗(f ; x⃗; Λ) являются прямоугольными
суммами Фурье Sn⃗(f ; x⃗) порядка n⃗.

Пусть p⃗ = (p1, p2, ..., pm), pi ∈ N, pi ≤ ni, i = 1, 2, ...,m. Если элементы λ
(n⃗)

k⃗
,

n⃗ ∈ Nm, задаются соотношениями

λ
(ni)
ki

=

{
1, 0 ≤ ki ≤ ni − pi − 1,
1− ki−ni+pi

pi
, ni − pi ≤ ki ≤ ni − 1, i = 1, 2, . . . ,m,
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то полиномы Un⃗(f ; x⃗; Λ) называются прямоугольными суммами Валле Пуссена и
обозначаются Vn⃗,p⃗(f ; x⃗) .

В виде полиномов Un⃗(f ; x⃗; Λ) также задаются прямоугольные методы Фавара
(λ(ni)ki

= kiπ
2ni

ctg kiπ2ni
, i = 1, 2, ...,m), Рогозинского (λ(ni)ki

= cos kiπ2ni
, i = 1, 2, ...,m) и др.

Величины
δn⃗(f ; x⃗; Λ) = f(x⃗)− Un⃗(f ; x⃗; Λ)

определяют уклонения прямоугольных линейных средних рядов Фурье от функ-
ции f ∈ L(Tm).

Интегральные представления для величин δn⃗(f ; x⃗; Λ) в одномерном случае бы-
ли получены А.И. Степанцом (см., напр., [2]). В настоящей работе доказаны форму-
лы для интегральных представлений величин δn⃗(f ; x⃗; Λ) при произвольном m ≥ 1.

2. Результат.
Для i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2 обозначим

τ
(ni)
k,j =

{
(1− λ

(ni)
k )ψij(k), 1 ≤ k ≤ ni,

ψij(k), k ≥ ni,
(1)

T
(ni)
k,j =

{
(1− λ

(ni)
k )Ψij(k), 1 ≤ k ≤ ni,

Ψij(k), k ≥ ni.,
(2)

В принятых обозначениях справедливо следующее утверждение.

Теорема. Пусть системы чисел τ (ni)k,j , T
(ni)
k,j , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2 определены

соотношениями (1), (2) и удовлетворяют условиям

∞∑
k=0

τ
(ni)
k,j cos

(
kti −

j − 1

2
π

)
<∞, (3)

∞∑
k=0

T
(ni)
k,j cos

(
kti −

j − 1

2
π

)
<∞. (4)

Тогда для любой функции f ∈ Cmψ во всех точках x⃗ ∈ Tm имеет место
равенство

δn⃗(f ; x⃗; Λ) =
m∑
i=1

1

π

π∫
−π

fψi
(
x⃗− tie⃗i

) ∞∑
k=0

(
τ
(ni)
k,1 cos kti + τ

(ni)
k,2 sin kti

)
dti+

+

m∑
r=2

(−1)r+1
∑

µ(r)⊂m

1

πr

∫
T r

fΨµ
(
x⃗−

∑
j∈µ(r)

tj e⃗j

)
×

×
∏

j∈µ(r)

∞∑
νj=0

(
T
(nj)
νj ,1

cos νjtj + T
(nj)
νj ,2

sin νjtj
)
dtj . (5)
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Доказательство.
Имеем

δn⃗(f ; x⃗; Λ) = f(x⃗)−
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)
λ
(n⃗)

k⃗
A
k⃗
(f ; x⃗) =

= f(x⃗)−
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

m∏
i=1

λ
(ni)
ki

A
k⃗
(f ; x⃗).

Тогда

S[δn⃗] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

(
1−

m∏
i=1

λ
(ni)
ki

)
A
k⃗
(f ; x⃗). (6)

Используя метод математической индукции можно показать, что имеет место
равенство

1−
m∏
i=1

λ
(ni)
ki

=
m∑
i=1

(−1)i+1
∑

µ(i)⊂m

∏
j∈µ(i)

(
1− λ

(nj)
kj

)
.

Учитывая это соотношение и (6), имеем

S[δn⃗] =
∑
k⃗∈Nm

∗

1

2q(k⃗)

 m∑
i=1

(−1)i+1
∑

µ(i)⊂m

∏
j∈µ(i)

(
1− λ

(nj)
kj

)A
k⃗
(f ; x⃗) =

=

m∑
i=1

∑
k⃗∈Nm

i

1

2q(k⃗)

(
1− λ

(ni)
ki

)
A
k⃗
(f ; x⃗)+

+

m∑
i=2

(−1)i+1
∑

µ(i)⊂m

∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k⃗)

∏
j∈µ(i)

(
1− λ

(nj)
kj

)
A
k⃗
(f ; x⃗)

df
=

=

m∑
i=1

Si(f ; x⃗) +

m∑
i=2

(−1)i+1
∑

µ(i)⊂m

Sµ(f ; x⃗). (7)

Далее воспользуемся схемой доказательства, предложенной в работе [1, c. 53–
54]. Рассмотрим функции

Iψi(x⃗) = 1

π

π∫
−π

fψi
(
x⃗− tie⃗i

) ∞∑
k=0

(
τ
(ni)
k,1 cos kti + τ

(ni)
k,2 sin kti

)
dti,

IΨµ(x⃗) =
1

πr

∫
T r

fΨµ
(
x⃗−

∑
i∈µ(r)

tie⃗i

)
×
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×
∏

j∈µ(r)

∞∑
νj=0

(
T
(nj)
νj ,1

cos νjtj + T
(nj)
νj ,2

sin νjtj
)
dtj .

Найдем коэффициенты Фурье этих функций. На основании (3) в следующем
интеграле можно изменить порядок интегрирования

as⃗
k⃗
(Iψi) = 1

πm

∫
Tm

1

π

π∫
−π

fψi
(
x⃗− tie⃗i

) ∞∑
k=0

(
τ
(ni)
k,1 cos kti + τ

(ni)
k,2 sin kti

)
dti×

×
m∏
j=1

cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj =

π∫
−π

1

πm

∫
Tm

fψi(x⃗)
1

π

∞∑
k=0

(
τ
(ni)
k,1 cos kti+

+τ
(ni)
k,2 sin kti

) m∏
j=1,j ̸=i

cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
cos
(
ki
(
xi + ti

)
− siπ

2

)
dxi dti =

=

π∫
−π

1

πm

∫
Tm

fψi(x⃗)
1

π

∞∑
k=0

(
τ
(ni)
k,1 cos kti + τ

(ni)
k,2 sin kti

)
×

×
m∏

j=1,j ̸=i
cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
×

×
(
cos
(
kixi −

siπ

2

)
cos kiti − sin

(
kixi −

siπ

2

)
sin kiti

)
dxj dxi dti =

=

π∫
−π

1

πm

∫
Tm

fψi(x⃗)

m∏
j=1

cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj×

× 1

π

∞∑
k=0

(
τ
(ni)
k,1 cos kti + τ

(ni)
k,2 sin kti

)
cos kiti dti−

−
π∫

−π

1

πm

∫
Tm

fψi(x⃗)
m∏

j=1,j ̸=i
cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj sin

(
kixi −

siπ

2

)
×

× 1

π

∞∑
k=0

(
τ
(ni)
k,1 cos kti + τ

(ni)
k,2 sin kti

)
sin kiti dti.

На основании определения величины as⃗
k⃗
(f) имеем

as⃗
k⃗

(
fψi
)

=
1

πm

∫
Tm

fψi(x⃗)
m∏
j=1

cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj ,

97



О.А. Новиков, О.Г. Ровенская

a
s⃗+(−1)si e⃗i

k⃗

(
fψi
)

=
1

πm

∫
Tm

fψi(x⃗)

m∏
j=1,j ̸=i

cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj×

× cos

(
kixi −

(si + (−1)si)π

2

)
dxi =

1

πm

∫
Tm

fψi(x⃗)×

×
m∏

j=1,j ̸=i
cos
(
kjxj −

sjπ

2

)
dxj(−1)si sin

(
kixi −

siπ

2

)
dxi.

Тогда

as⃗
k⃗

(
Iψi
)

= as⃗
k⃗

(
fψi
) π∫

−π

1

π

∞∑
k=0

τ
(ni)
k,1 cos kti cos kiti dti+

+

π∫
−π

1

π

∞∑
k=0

τ
(ni)
k,2 sin kti cos kti dti

−

−(−1)sia
s⃗+(−1)si e⃗i

k⃗

(
fψi
) π∫

−π

1

π

∞∑
k=0

τ
(ni)
k,1 cos kti sin kiti dti+

+

π∫
−π

1

π

∞∑
k=0

τ
(ni)
k,2 sin kti sin kiti dti

 . (8)

Воспользуемся формулами

π∫
−π

1

π

∞∑
k=0

τ
(ni)
k,j cos

(
kti +

j − 1

2
π

)
cos

(
kiti +

j − 1

2
π

)
dti = τ

(ni)
ki,j

, (9)

π∫
−π

1

π

∞∑
k=0

τ
(ni)
k,j cos

(
kti +

j − 1

2
π

)
sin

(
kiti +

j − 1

2
π

)
dti = 0, j = 1, 2. (10)

Объединяя соотношения (8)–(10), имеем

as⃗
k⃗

(
Iψi
)

= as⃗
k⃗

(
fψi
)
τ
(ni)
ki,1

+ (−1)sia
s⃗+(−1)si e⃗i

k⃗

(
fψi
)
τ
(ni)
ki,2

=

=
(
1− λ

(ni)
ki

)(
ψi1(ki)a

s⃗
k⃗

(
fψi
)
+ (−1)siψi2(ki)a

s⃗+(−1)si e⃗i

k⃗
(fψi)

)
=

=
(
1− λ

(ni)
ki

)
as⃗
k⃗
(f), s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm

i , (11)

as⃗
k⃗

(
Iψi
)

= 0, s⃗ ∈ Em, ki = 0.
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На основании равенства (11) делаем вывод о том, что

S

[
Iψi
]
=
∑
k⃗∈Ni

1

2q(k⃗)

(
1− λ

(ni)
ki

)
A
k⃗
(f ; x⃗) = Si(f ; x⃗). (12)

Аналогично найдем коэффициенты Фурье функции IΨµ(x⃗), µ(r) ⊂ m.

На основании (4) можем изменить порядок интегрирования в следующем ин-
теграле

as⃗
k⃗

(
IΨµ

)
=

1

πm

∫
Tm

1

πr

∫
T r

fΨµ
(
x⃗−

∑
i∈µ(r)

tie⃗i

)
×

×
∏

j∈µ(r)

∞∑
νj=0

(
T
(nj)
νj ,1

cos νjtj+T
(nj)
νj ,2

sin νjtj
)
dtj

m∏
p=1

cos
(
kpxp −

spπ

2

)
dxp=

=

∫
T r

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

p∈m\µ(r)

cos
(
kpxp −

spπ

2

)
×

×
∏
i∈µ(r)

cos
(
ki(xi + ti)−

siπ

2

) m∏
p=1

dxp
1

πr

∏
j∈µ(r)

∞∑
νj=0

(
T
(nj)
νj ,1

cos νjtj+

+T
(nj)
νj ,2

sin νjtj
)
dtj =

∫
T r

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

p∈m\µ(r)

cos
(
kpxp −

spπ

2

)
×

×
∏
i∈µ(r)

(
cos
(
kixi −

siπ

2

)
cos kiti − sin

(
kixi −

siπ

2

)
sin kiti

) m∏
p=1

dxp×

× 1

πr

∏
j∈µ(r)

∞∑
νj=0

(
T
(nj)
νj ,1

cos νjtj + T
(nj)
νj ,2

sin νjtj
)
dtj .

Поскольку ∏
j∈µ(r)

(aj − bj) =
∑
ς⊂µ(r)

∏
p∈µ(r)\ς

ap
∏
j∈ς

(−bj),

то
as⃗
k⃗

(
IΨµ

)
=

∫
T r

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

p∈m\µ(r)

cos
(
kpxp −

spπ

2

)
×

×
∑
ς⊂µ(r)

 ∏
p∈µ(r)\ς

cos
(
kpxp −

spπ

2

)
cos kpxp×

×
∏
i∈ς

(
− sin

(
kixi −

siπ

2

)
sin kiti

)) m∏
p=1

dxp×
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× 1

πr

∏
j∈µ(r)

∞∑
νj=0

(
T
(nj)
νj ,1

cos νjtj + T
(nj)
νj ,2

sin νjtj
)
dtj =

=
∑
ς⊂µ(r)

∫
T r

1

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

p∈m\ς

cos
(
kpxp −

spπ

2

)
dxp×

×
∏
i∈ς

sin
(
kixi −

siπ

2

)
dxi×

× 1

πr

∏
j∈µ(r)\ς

∞∑
νj=0

(
T
(nj)
νj ,1

cos νjtj + T
(nj)
νj ,2

sin νjtj
)
dtj×

× cos kjtj
∏
γ∈ς

∞∑
νγ=0

(T
(nγ)
νγ ,1

cos νγtγ + T
(nγ)
νγ ,2

sin νγtγ) sin kγtγ dtγ(−1)|ς|

 .
Используя определение, имеем для s⃗ ∈ Em, k⃗ ∈ Nm

∗ , ς ⊂ µ(r)

a
s⃗+

∑
p∈ς

(−1)sp e⃗p

k⃗

(
fΨµ

)
=

=
(−1)

∑
p∈ς

sp

πm

∫
Tm

fΨµ(x⃗)
∏

p∈m\ς

cos
(
kpxp −

spπ

2

)
dxp×

×
∏
i∈ς

sin
(
kixi −

siπ

2

)
dxi, k⃗ ∈ Nm

µ ,

a
s⃗+

∑
p∈ς

(−1)sp e⃗p

k⃗

(
fΨµ

)
= 0, k⃗ ∈ Nm

∗ \Nm
µ .

Объединяя равенства (9), (10) получим

as⃗
k⃗

(
IΨµ

)
=
∑
ς⊂µ(r)

(−1)

∑
p∈ς

sp
a
s⃗+

∑
p∈ς

(−1)sp e⃗p

k⃗

(
fΨµ

)
×

×
∏

j∈µ(r)\ς

T
(nj)
kj ,1

∏
γ∈ς

T
(nγ)
kγ ,2

, k⃗ ∈ Nm
µ ,

as⃗
k⃗

(
IΨµ

)
= 0, k⃗ ∈ Nm

∗ \Nm
µ .

Поскольку

as⃗
k⃗
(f)=

∑
ς⊂µ(r)

∏
i∈µ(r)\ς

Ψi1(ki)
∏
j∈ς

(−Ψj2(kj))(−1)

∑
ν∈ς

sν
a
s⃗+

∑
ν∈ς

(−1)sν e⃗ν

k⃗

(
fΨµ
)
,
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то для k⃗ ∈ Nm
µ , s⃗ ∈ Em имеет место

as⃗
k⃗

(
IΨµ

)
=
∏

j∈µ(r)

(
1− λ

(nj)
kj

) ∑
ς⊂µ(r)

∏
j∈µ(r)\ς

Ψj,1(kj)
∏
γ∈ς

Ψγ,2(kγ)×

×(−1)

∑
p∈ς

sp
a
s⃗+

∑
p∈ς

(−1)sp e⃗p

k⃗

(
fΨµ

)
=
∏

j∈µ(r)

(
1− λ

(nj)
kj

)
as⃗
k⃗
(f).

Значит
A
k⃗

(
IΨµ , x⃗

)
=
∏

j∈µ(r)

(
1− λ

(nj)
kj

)
A
k⃗
(f ; x⃗), k⃗ ∈ Nm

µ .

Таким образом, с учетом (7) получаем

S

[
IΨµ

]
=
∑
k⃗∈Nm

µ

1

2q(k)

∏
j∈µ(r)

(
1− λ

(nj)
kj

)
A
k⃗
(f ; x⃗) = Sµ(f ; x⃗). (13)

На основании соотношений (7), (12), (13), получим

S

[
δn⃗

]
=

m∑
i=1

S

[
Iψi
]
+

m∑
i=2

(−1)i+1
∑

µ(r)⊂m

S

[
IΨµ

]
=

= S

[ m∑
i=1

Iψi(f, x⃗) +
m∑
i=2

(−1)i+1
∑

µ(r)⊂m

IΨµ(f, x⃗)

]
.

Отсюда для любой функции f ∈ Cmψ выполняется равенство

δn⃗(f ; x⃗; Λ) =

m∑
i=1

Iψi(f ; x⃗) +
m∑
i=2

(−1)i+1
∑

µ(r)⊂m

IΨµ(f ; x⃗),

которое с учетом определения функций Iψi(x⃗), i = 1, 2, . . . ,m, и IΨµ(x⃗), µ(r) ⊂ m
совпадает с равенством (5). Теорема доказана. �

Формула (5) может быть полезной для изучения асимптотического поведения
верхних граней уклонений прямоугольных линейных средних рядов Фурье, на
классах дифференцируемых периодических функций многих переменных, позво-
ляющих по отдельности учитывать свойства частных и смешанных ψ-производных.
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O.O. Novikov, O.G. Rovenska
Integral presentation of deviations of rectangular linear means of Fourier series on classes
of periodic differentiable functions.

The paper deals with the problems of approximation in a uniform metric of periodic functions of
many variables by trigonometric polynomials, which are generated by linear methods of summation of
Fourier series. Questions of asymptotic behavior of the upper bounds of deviations of linear operators
generated by the use of linear methods of summation of Fourier series on the classes of periodic
differentiable functions are studied in many works. Methods of investigation of integral representations
of deviations of polynomials on the classes of periodic differentiable functions of real variable originated
and received its development through the works of S.M. Nikol’skii, S.B. Stechkin, N.P.Korneichuk,
V.K. Dzadik, A.I. Stepanets, etc. Along with the study of approximation by linear methods of classes
of functions of one variable, are studied similar problems of approximation by linear methods of classes
of functions of many variables. In addition to the approximative properties of rectangular Fourier
sums, are studied approximative properties of other approximation methods: the rectangular sums of
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Интегральные представления уклонений прямоугольных линейных средних рядов Фурье

Valle Poussin, Zigmund, Rogozinsky, Favar. In this paper we consider the classes of ψ–differentiable
periodic functions of many variables, allowing separately to take into account the properties of partial
and mixed ψ–derivatives, and given by analogy with the classes of ψ–differentiable periodic functions
of one variable. Integral representations of rectangular linear means of Fourier series on classes of ψ–
differentiable periodic functions of many variables are obtained. The obtained formulas can be useful
for further investigation of the approximative properties of various linear rectangular methods on
the classes ψ-differentiable periodic functions of many variables in order to obtain a solution to the
corresponding Kolmogorov-Nikolsky problems.

Keywords: generalized derivative, classes of differentiable functions, linear rectangular methods.

О.О. Новiков, О.Г. Ровенська
Iнтегральнi представлення вiдхилень прямокутних лiнiйних середнiх рядiв Фур’є на
класах перiодичних диференцiйовних функцiй.

Робота стосується питань наближення у рiвномiрнiй метрицi перiодичних функцiй багатьох змiн-
них тригонометричними полiномами, що породжуються прямокутними лiнiйними методами пiд-
сумовування рядiв Фур’є. Вивчаються класи ψ–диференцiйовних перiодичних функцiй багатьох
змiнних, що дозволяють окремо враховувати властивостi звичайних та мiшаних частинних по-
хiдних, i якi визначаються подiбно до класiв ψ–диференцiйовних функцiй однiєї змiнної. Одер-
жано iнтегральнi представлення прямокутних лiнiйних середнiх рядiв Фур’є на класах ψ–дифе-
ренцiйовних перiодичних функцiй багатьох змiнних. Одержанi формули можуть бути корисними
для подальших дослiджень апроксимативних властивостей рiзних лiнiйних прямокутних мето-
дiв на класах ψ–диференцiйовних перiодичних функцiй багатьох змiнних з метою одержання
розв’язку вiдповiдних задач Колмогорова–Нiкольського.

Ключовi слова: узагальнена похiдна, класи диференцiйовних функцiй, лiнiйнi прямокутнi ме-
тоди.
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В статье найдены условия на комплексную коэффициент уравнений Бельтрами с вырождением
условия равномерной эллиптичности в единичном круге, при которых обобщенные гомеоморф-
ные решения непрерывны по Гёльдеру на границе. Результаты имеют прикладное значение при
исследовании различных краевых задач для уравнений Бельтрами.
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Ключевые слова: непрерывность по Гёльдеру, уравнения Бельтрами, вырождение равномер-
ной эллиптичности.

1. Введение.
В серии недавних работ, при изучении краевых задач Гильберта, Дирихле,

Неймана, Пуанкаре и Римана с произвольными измеримыми граничными данны-
ми для уравнения Бельтрами и обобщений уравнений Лапласа в анизотропных и
неоднородных средах, использовалась логарифмическая ёмкость, см., например,
[2–7]. Как хорошо известно, логарифмическая ёмкость совпадает с так называе-
мым трансфинитным диаметром множества. Из этой геометрической характери-
стики следует, что множества нулевой ёмкости и, как следствие, функции изме-
римые относительно логарифмической ёмкости инвариантны при отображениях
непрерывных по Гёльдеру. Это обстоятельство является мотивировкой нашего ис-
следования.

В дальнейшем, D — область в комплексной плоскости C, т.е. связное открытое
подмножество C. Пусть µ(z) : D → C — измеримая функция с |µ(z)| < 1 п.в. (почти
всюду) в D. Уравнением Бельтрами называется уравнение вида

fz̄ = µ(z) fz, (1)

где fz̄ = ∂f = (fx + ify)/2, fz = ∂f = (fx − ify)/2, z = x + iy, fx и fy частные
производные f по x и y, соответственно. Функция µ называется комплексным
коэффициентом, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

(2)

дилатационным отношением уравнения (1). Уравнение Бельтрами (1) называется
вырожденным, если ess supKµ = ∞.
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Существование гомеоморфных решений класса Соболева W 1,1
loc было недавно

установлено для многих вырожденных уравнений Бельтрами при соответствую-
щих условиях на дилатационное отношение Kµ, см., напр., монографии [1] и [11]
с дальнейшими ссылками в них.

2. Определения и предварительные замечания.
Прежде всего, напомним некоторые определения. Борелева функция ρ : C −→

[0,∞] называется допустимой для семейства Γ кривых γ в C, пишут ρ ∈ admΓ,
если ∫

γ

ρ(z) |dz| > 1 (3)

для всех γ ∈ Γ. Cooтветственно, модулем семейства кривых Γ в C называется
величина

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
C

ρ2(z) dm(z) , (4)

где m обозначает меру Лебега в C.
Далее C = C ∪ {∞} — одноточечная компактификация комплексной плоско-

сти C. В дальнейшем, в расширенной комплексной плоскости C мы используем
сферическую (хордальную) метрику

h(z, ζ) : = |π(z)− π(ζ)| , (5)

где π — стереографическая проекция пространства C на сферу S2(12e3,
1
2) в R3, т.е.

h(z, ζ) =
|z − ζ|√

1 + |z|2
√

1 + |ζ|2
, z ̸= ∞ ̸= ζ, (6)

h(z,∞) =
1√

1 + |z|2
. (7)

Отметим, что h(z, ζ) 6 1 , и h(z, ζ) 6 |z−ζ| . Сферический (хордальный) диаметр
множества E ⊂ C есть величина

h(E) = sup
z,ζ∈E

h(z, ζ) . (8)

В дальнейшем также используются следующие стандартные обозначения для
кругов, окружностей и колец в комплексной плоскости:

D := D(0, 1) , D(z0, r) := {z ∈ C : |z − z0| < r} ,

S(z0, r) := {z ∈ C : |z − z0| = r}, A(z0, r1, r2) := {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2} .
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Пусть Q : D → [0 ,∞] – измеримая по Лебегу функция. Следуя работе [13],
говорим, что гомеоморфизм f : D → C является кольцевым Q-гомеоморфизмом в
точке z0 ∈ D, если соотношение

M (∆ (fS1, fS2, fD)) 6
∫
A

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) , (9)

где S i = S(z0, ri), i = 1, 2, выполнено для любого кольца A = A(z0, r1, r2), 0 <
r1 < r2 < d0 = dist (z0 , ∂D) и каждой измеримой функции η : (r1, r2) −→ [0,∞],
такой, что

r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (10)

Говорят, что гомеоморфизм f : D → C является кольцевым Q-гомеоморфизмом в
области D, если условие (9) выполнено для всех точек z0 ∈ D .

Следующее утверждение можно найти либо в работе [10], теорема 3.1, либо в
монографии [9], теорема 5.3, смотри также [8], теорема 1.

Предложение 1. Пусть D и D′ — области в C, и f : D → D′ — гомеоморфное
решение класса W 1,1

loc уравнения Бельтрами (1) c Kµ ∈ L1
loc(D). Тогда f является

кольцевым Q-гомеоморфизмом в каждой точке z0 ∈ D с Q(z) = Kµ(z).

Из следствия 7.4 работы [12] непосредственно вытекает следующее утвержде-
ние.

Предложение 2. Пусть µ : D → C — измеримая в D функция с |µ(z)| < 1 п.в.
и f : D → D — гомеоморфное решение уравнения Бельтрами (1) класса Соболева
W 1,1

loc . Если для всех ζ ∈ ∂D выполнено условие

lim sup
ε→0

−
∫
D∩D(ζ,ε)

Kµ(z) dm(z) <∞ , (11)

то f имеет гомеоморфное продолжение f : D → D.

3. Некоторые вспомогательные предложения.
Предложение 3. Пусть D и D′ — области в C, Q : D → [0,∞] — измеримая

функция, и пусть f : D → D′ — кольцевой Q-гомеоморфизм в точке z0 ∈ D и
h(C \ f(D)) > ∆ > 0. Если для некоторого ε0 ∈ (0,dist(z0, ∂D)) и всех ε ∈ (0, ε0)∫
A(z0,ε,ε0)

Q(z)ψ2(|z − z0|) dm(z) 6 C · I(ε) , 0 < I(ε) :=

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ , (12)

для некоторой измеримой функции ψ(t) : (0,∞) → [0,∞], то

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆
exp

{
−2π

C
I (|z − z0|)

}
(13)
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для всех z ∈ D(z0, ε0). (См. следствие 4.1 в [10]).

Выбирая в предыдущем предложении ψ(t) = 1
t , приходим к следующему ре-

зультату.

Предложение 4. Пусть D и D′ — области в C, Q : D → [0,∞] — измеримая
функция, и пусть f : D → D′ — кольцевой Q-гомеоморфизм в точке z0 ∈ D и
h(C \ f(D)) > ∆ > 0. Если для некоторого ε0 ∈ (0,dist(z0, ∂D)) и всех ε ∈ (0, ε0)∫

A(z0,ε,ε0)

Q(z)

|z − z0|2
dm(z) 6 C ln

(ε0
ε

)
, (14)

то для всех z ∈ D(z0, ε0)

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆
ε
−2π/C
0 |z − z0|2π/C . (15)

Лемма 1. Пусть Q : C → [0,∞] — измеримая функция и для δ0 ∈ (0, 1) и
C∗ > 0

sup
r∈(0,δ0)

−
∫
D(z0,r)

Q(z) dm(z) < C∗ ∀ z0 ∈ ∂D . (16)

Тогда для всех ε ∈ (0, ε0), где ε0 = min{1
2 , δ

2
0},∫

A(z0,ε,ε0)

Q(z) dm(z)

|z − z0|2
6 4πC∗

ln 2
ln

1

ε
∀ z0 ∈ ∂D . (17)

Доказательство. Пусть εk := 2−k+1ε0, Ak := {z ∈ C : εk+1 6 |z − z0| < εk},
Dk := D(z0, εk) и N — натуральное число такое, что ε ∈ [εN+1, εN ). Заметим, что

A(z0, ε, ε0) ⊂ A(z0, εN+1, ε0) =

N∪
k=1

Ak ,
1

|z − z0|2
6 1

ε2k+1

∀ z ∈ Ak .

Таким образом, имеем, что

η(ε) :=

∫
A(z0,ε,ε0)

Q(z)

|z − z0|2
dm(z) 6

∫
A(z0,εN+1,ε0)

Q(z)

|z − z0|2
dm(z) =

N∑
k=1

∫
Ak

Q(z)

|z − z0|2
dm(z) 6

6
N∑
k=1

m(Dk)

ε2k+1

−
∫
Dk

Q(z) dm(z) 6 4π

N∑
k=1

−
∫
Dk

Q(z) dm(z) 6 4πNC∗ . (18)

Поскольку ε0 ∈ (0, 2−1) и ε < εN по выбору N, то

N < N + log2

(
1

2ε0

)
= log2

1

εN
< log2

1

ε
=

ln 1
ε

ln 2
. (19)
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Комбинируя оценки (18) и (19), получаем (17). �
4. Основная лемма.
Лемма 2. Пусть µ : D → C — измеримая функция с |µ(z)| < 1 п.в. в D,

и f : D → D — гомеоморфное решение уравнения Бельтрами (1) класса Соболева
W 1,1

loc , такое что f(0) = 0 и f(1) = 1. Если Kµ ∈ L1(D) и, для некоторых ε0 ∈ (0, 1)
и C ∈ [1,∞),

sup
ε∈(0,ε0)

−
∫
D∩D(ζ,ε)

Kµ(z) dm(z) < C ∀ ζ ∈ ∂D , (20)

то f имеет гомеоморфное продолжение на ∂D и

|f(z2)− f(z1)| 6 64 ε−α0 |z2 − z1|α ∀ z1, z2 ∈ ∂D , |z2 − z1| < δ0 := min

{
1

2
, ε20

}
(21)

где α = log 2
68C .

Доказательство. В силу предложения 1, отображение f допускает гомеоморф-
ное продолжение f : D → D. Продолжим f по симметрии во внешность круга D.
Тогда

F (z) =

{
f(z), |z| < 1 ,

1/f (1/z), |z| > 1 .
(22)

Элементарные вычисления также показывают, что комплексная характеристика
отображения F имеет вид:

µF (z) =

{
µ(z), |z| < 1 ,

z2

z2
µ (1/z), |z| > 1 .

(23)

Покажем, что F ∈W 1,1(D). Для этого заметим, что

|Fz| 6 |Fz| 6 |Fz|+ |Fz| 6 K
1
2
µF (z) J

1
2
F (z) . (24)

Отсюда ∫
D

|Fz| dm(z) 6
∫
D

K
1
2
µF (z) J

1
2
F (z) dm(z) . (25)

Далее, применяя неравенство Гельдера, получаем

∫
D

|Fz| dm(z) 6

∫
D

Kµ(z) dm(z)

 1
2

.

∫
D

JF (z) dm(z)

 1
2

. (26)

В силу гомеоморфности отображения F , имеем∫
D

JF (z) dm(z) 6 m(F (D)) = π . (27)
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Учитывая условие Kµ ∈ L1(D), из оценок (26) и (27) следует, что

∫
D

|Fz| dm(z) 6

π ∫
D

Kµ(z) dm(z)

 1
2

<∞ . (28)

Покажем, теперь, что F ∈ W 1,1(DR) для любого R > 1, где DR := D(0, R).
Действительно, по аддитивности интеграла Лебега, имеем равенство∫

|z|6R

|Fz| dm(z) =

∫
D

|Fz| dm(z) +

∫
16|z|6R

|Fz| dm(z) . (29)

В силу (28),
∫
D

|Fz| dm(z) <∞. Осталось показать, что
∫

1<|z|6R
|Fz| dm(z) <∞.

Заметим, что в силу гомеоморфности отображения F∫
16|z|6R

JF (z) dm(z) 6
∫
DR

JF (z) dm(z) 6 m(F (DR)) <∞ . (30)

Далее, покажем, что
∫

16|z|6R
KµF (z) dm(z) < ∞. Сделав замену переменных

w = 1
z , преобразуем этот интеграл к виду:∫

16|z|6R

KµF (z) dm(z) =

∫
16|z|6R

Kµ

(
1

z

)
dm(z) =

∫
1/R6|z|61

Kµ(w)
dm(w)

|w|4
. (31)

Следовательно,∫
16|z|6R

KµF (z) dm(z) =

∫
1/R6|z|61

Kµ(w)
dm(w)

|w|4
6 R4

∫
D

Kµ(w)dm(w) <∞ . (32)

Применяя неравенство Гёльдера и оценки (30), (32), получаем∫
16|z|6R

|Fz| dm(z) 6
∫

16|z|6R

K
1
2
µF (z) J

1
2
F (z) dm(z) 6 (33)

6

 ∫
16|z|6R

KµF (z) dm(z)


1
2
 ∫
16|z|6R

JF (z) dm(z)


1
2

< ∞ . (34)

Таким, образом мы показали, что F ∈W 1,1
loc (C).
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Теперь, давайте оценим интеграл
∫

D(ζ,ε)

KF (z) dm(z) при ε ∈ (0, ε0). Для этого

последний интеграл разобьем на две части:∫
D(ζ,ε)

KµF (z) dm(z) =

∫
D∩D(ζ,ε)

KµF (z) dm(z) +

∫
D(ζ,ε)\D

KµF (z) dm(z) . (35)

Сделав замену переменных w = 1
z , преобразуем второй интеграл к виду:∫

D(ζ,ε)\D

KµF (z) dm(z) =

∫
D(ζ,ε)\D

Kµ

(
1

z

)
dm(z) =

∫
D(ζ,ε)∩D

Kµ (w)
dm(w)

|w|4
. (36)

Далее, легко проверить, что выполняется следующее неравенство:

max
w∈D(ζ,ε)∩D

1

|w|4
< 16

для всех ε ∈
(
0, 12
)
. Действительно,

max
|w−ζ|=ε

1

|w|2
= max

φ∈[0,2π)

1

|ζ + εeiφ|2
= max

φ∈[0,2π)

1

|ζ|2 + 2εRe(ζe−iφ) + ε2
=

= max
φ∈[0,2π)

1

1 + 2ε cos(φ− α) + ε2
=

1

(1− ε)2
< 4 ,

где w = ζ + εeiφ, ζ = eiϑ.
Таким образом, получаем

∫
D(ζ,ε)\D

KµF (z) dm(z)6 max
w∈D(ζ,ε)∩D

1

|w|4

∫
D(ζ,ε)∩D

Kµ (w) dm(w)<16

∫
D(ζ,ε)∩D

Kµ (w) dm(w).

Учитывая последнюю оценку и равенство (35), имеем, что∫
D(ζ,ε)

KµF (z) dm(z) < 17

∫
D(ζ,ε)∩D

Kµ (w) dm(w) .

Поэтому, в силу условия (20), видим, что

sup
ε∈(0,ε0)

−
∫
D(ζ,ε)

KµF (z) dm(z) < 17 sup
ε∈(0,ε0)

m (D ∩D(ζ, ε))

πε2
−
∫
D∩D(ζ,ε)

Kµ(z)dm(z) < 17C .

Далее, применяя лемму 1 при C ′ = 17C, получаем оценку∫
A(z0,ε,ε0)

KFµ(z) dm(z)

|z − z0|2
6 68πC

log 2

(
log

1

ε

)
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для всех z0 ∈ ∂D.
Кроме того, учитывая оценку

log 1
ε

log
(
ε0
ε

) = 1 +
log 1

ε0

log
(
ε0
ε

) < 2

для всех ε ∈ (0, δ0), приходим к оценке∫
A(z0,ε,ε0)

KF (z) dm(z)
|z−z0|2

log
(
ε0
ε

) 6 68πC

log 2

log 1
ε

log
(
ε0
ε

) 6 136πC

log 2
.

Наконец, при ε := |z2 − z1| из предложения 4 следует оценка

h(f(z1), f(z2)) 6 32 ε−α0 |z1 − z2|α , где α = log 2
68C , (37)

и, поскольку z1 и z2 ∈ ∂D, имеем, что

|f(z1)− f(z2)| 6 64 ε−α0 |z1 − z2|α . (38)

5. Основной результат.
Теорема 1. Пусть µ : D → D — измеримая функция и f : D → D — гомео-

морфное решение уравнения Бельтрами (1) класса W 1,1
loc . Если Kµ ∈ L1(D) и, для

некоторых ε0 ∈ (0, 1) и C ∈ [1,∞),

sup
ε∈(0,ε0)

−
∫
D∩D(ζ,ε)

Kµ(z) dm(z) < C ∀ ζ ∈ ∂D , (39)

то f имеет гомеоморфное продолжение на ∂D, которое непрерывно там по Гёльдеру.

Доказательство. Действительно, применяя в образе дробно-линейное отоб-
ражение γ расширенной комплексной плоскости C на себя, γ(D) = D, переводя-
щее f(0) в 0 и f(1) в 1, можем считать, что f(0) = 0 и f(1) = 1. Далее, при
|z1 − z2| > δ0, имеем тривиальную оценку

|f(z2)− f(z1)| 6 2 =
2

δα0
δα0 6 2

δα0
|z1 − z2|α (40)

и, выбирая L := max{ 2
δα0
, 64 ε−α0 }, получаем по лемме 2, что

|f(z2)− f(z1)| 6 L |z1 − z2|α

для всех z1 и z2 ∈ ∂D.
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V.I. Ryazanov, R.R. Salimov
On Hölder continuity of solutions of the Beltrami equations on the boundary.
In the present paper, it is found conditions on the complex coefficient of the Beltrami equations
with the degeneration of the uniform ellipticity in the unit disk under which their generalized
homeomorphic solutions are continuous by Hölder on the boundary. These results can be applied
to the investigations of various boundary value problems for the Beltrami equations. In a series
of recent papers, under the study of the boundary value problems of Dirichlet, Hilbert, Neumann,
Poincare and Riemann with arbitrary measurable boundary data for the Beltrami equations as
well as for the generalizations of the Laplace equation in anisotropic and inhomogeneous media,
it was applied the logarithmic capacity, see e.g. Gutlyanskii V., Ryazanov V., Yefimushkin A. On
the boundary value problems for quasiconformal functions in the plane // Ukr. Mat. Visn. – 2015.
– 12, no. 3. – P. 363–389; transl. in J. Math. Sci. (N.Y.) – 2016. – 214, no. 2. – P. 200–219;
Gutlyanskii V., Ryazanov V., Yefimushkin A. On a new approach to the study of plane boundary-
value problems // Dopov. Nats. Akad. Nauk Ukr. Mat. Prirodozn. Tekh. Nauki. – 2017. – No. 4. – P.
12–18; Yefimushkin A. On Neumann and Poincare Problems in A-harmonic Analysis // Advances
in Analysis. – 2016. – 1, no. 2. – P. 114–120; Efimushkin A., Ryazanov V. On the Riemann-Hilbert
problem for the Beltrami equations in quasidisks // Ukr. Mat. Visn. – 2015. – 12, no. 2. – P.
190–209; transl. in J. Math. Sci. (N.Y.) – 2015. – 211, no. 5. – P. 646–659; Yefimushkin A., Ryazanov
V. On the Riemann–Hilbert Problem for the Beltrami Equations // Contemp. Math. - 2016. - 667.
- P. 299-316; Gutlyanskii V., Ryazanov V., Yakubov E., Yefimushkin A. On Hilbert problem for
Beltrami equation in quasihyperbolic domains // ArXiv.org: 1807.09578v3 [math.CV] 1 Nov 2018,
28 pp. As well known, the logarithmic capacity of a set coincides with the so–called transfinite
diameter of the set. This geometric characteristic implies that sets of logarithmic capacity zero and,
as a consequence, measurable functions with respect to logarithmic capacity are invariant under
mappings that are continuous by Hölder. That circumstance is a motivation of our research. Let D
be a domain in the complex plane C and let µ : D → C be a measurable function with |µ(z)| < 1
a.e. The equation of the form fz̄ = µ(z)fz where fz̄ = ∂̄f = (fx+ ify)/2, fz = ∂f = (fx− ify)/2,
z = x + iy, fx and fy are partial derivatives of the function f in x and y, respectively, is said to
be a Beltrami equation. The function µ is called its complex coefficient, and Kµ(z) = 1+|µ(z)|

1−|µ(z)| is
called its dilatation quotient. The Beltrami equation is said to be degenerate if ess supKµ(z) = ∞.
The existence of homeomorphic solutions in the Sobolev class W 1,1

loc has been recently established
for many degenerate Beltrami equations under the corresponding conditions on the dilatation
quotient Kµ, see e.g. the monograph Gutlyanskii V., Ryazanov V., Srebro U., Yakubov E. The
Beltrami equation. A geometric approach. Developments in Mathematics, 26. Springer, New York,
2012 and the further references therein. The main theorem of the paper, Theorem 1, states that a
homeomorphic solution f : D → D in the Sobolev class W 1,1

loc of the Beltrami equation in the unit
disk D has a homeomorphic extension to the boundary that is Hölder continuous if Kµ ∈ L1(D)
and, for some ε0 ∈ (0, 1) and C ∈ [1,∞),

sup
ε∈(0,ε0)

−
∫
D∩D(ζ,ε)

Kµ(z) dm(z) < C ∀ ζ ∈ ∂D
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where D(ζ, ε) = {z ∈ C : |z − ζ| < ε}.

Keywords: continuity by Hölder, Beltrami equations, degeneration of uniform ellipticity.
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Щодо неперервностi по Гьольдеру рiшень рiвнянь Бельтрамi на межi.

У статтi знайденi умови на комплексну коефiцiєнт рiвнянь Бельтрами з виродженням умови рiв-
номiрної елiптичностi в одиничному колi, при яких узагальненi гомеоморфнi рiшення неперервнi
по Гьольдеру на межi. Результати мають прикладне значення при дослiдженнi рiзних крайових
задач для рiвнянь Бельтрамi.
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Рассмотрен некоторый класс гомеоморфизмов областей евклидового пространства, более общих,
чем пространственные квазиконформные отображения. Для указанных гомеоморфизмов полу-
чены теоремы о локальном поведении соответствующих им обратных отображений в заданной
области. В частности, доказано, что семейства отображений, обратные к которым удовлетворяют
неравенству типа Полецкого, равностепенно непрерывны в заданной области, если мажоранта,
относящаяся к этому неравенству, интегрируема.
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1. Введение.
Настоящая статья посвящена изучению отображений, обратные к которым удо-

влетворяют неравенству типа Полецкого, см. соотношение (8.5) в [1], см. также [2–
6]. Изучение таких отображений в случае, когда функция Q1 в (8.5) ограничена,
бессодержательно: если f удовлетворяет (8.5) при Q1(x) 6 K ≡ const, то тогда f
– квазиконформно; в то же время, f −1 также квазиконформно по следствию 13.3
в [2]. Значит, мы не выходим за пределы изучаемого класса при переходе к обрат-
ному отображению и их отдельное исследование смысла не имеет. Ситуация суще-
ственно изменится, если мы рассмотрим некоторый более общий класс гомеомор-
физмов. В качестве примера, рассмотрим последовательность fm : Bn → B(0, 2),
определённую следующим образом:

fm(x) =

{
1+|x|α

|x| · x , 1/m 6 |x| 6 1,
1+(1/m)α

(1/m) · x , 0 < |x| < 1/m ,

В этом случае, можно положить Q1(x) =
(
1+|x|α
α|x|α

)n−1
∈ L1(Bn) (см. рассуждения

из предложения 6.3 в [1]). Нетрудно убедиться, что

gm(y) := f−1
m (y) =

{
y
|y|(|y| − 1)1/α , 1 + 1/mα 6 |y| < 2,

(1/m)
1+(1/m)α · y , 0 < |y| < 1 + 1/mα .

Можно показать, что Q1, соответствующая отображениям gm, имеет вид

Q1(y) =

{
|y|

α(|y|−1) , 1 + 1/mα 6 |y| < 2,

1 , 0 < |y| < 1 + 1/mα .
(1)
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Нетрудно также проверить, что функция Q1 в (1) не интегрируема в B(0, 2), и
что какой-либо другой интегрируемой функции Q1, которая также подходила бы
к отображениям gm в смысле соотношения (8.5) из [1], не существует.

Исследования, проведённые ниже, касаются локального поведения отображе-
ний, обратные к которым удовлетворяют условию (8.5) из [1], где Q1 – интегриру-
емая функция. Основные определения и обозначения, используемые ниже, могут
быть найдены в монографиях [1] и [2], и потому опускаются. Пусть M обозначает
модуль семейств кривых (см. [2]), а dm(x) соответствует мере Лебега в Rn. До-
пустим, что в области D ⊂ Rn, n > 2, задано отображение f : D → Rn, и оно
удовлетворяет неравенству вида

M(f(Γ)) 6
∫
D

Q(x) · ρn(x) dm(x) ∀ ρ ∈ admΓ (2)

гдеQ : D → [1,∞] – некоторая (заданная) фиксированная функция (см., напр., [3]).
Напомним, что ρ ∈ admΓ в том и только том случае, если∫

γ

ρ(x)|dx| > 1 ∀ γ ∈ Γ .

В частности, все конформные и квазиконформные отображения удовлетворяют
неравенству (2), где функция Q будет равна 1 или некоторой постоянной, соответ-
ственно (см., напр., теоремы 4.6 и 6.10 в [4]).

Пусть E, F ⊂ Rn – произвольные множества. В дальнейшем всюду символом
Γ(E,F,D) мы обозначаем семейство всех кривых γ : [a, b] → Rn, которые соеди-
няют E и F в D, т.е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при t ∈ (a, b). Напомним, что
область D ⊂ Rn называется локально связной в точке x0 ∈ ∂D, если для любой
окрестности U точки x0 найдется окрестность V ⊂ U точки x0 такая, что V ∩D
связно. Область D локально связна на ∂D, если D локально связна в каждой точ-
ке x0 ∈ ∂D. Граница области D называется слабо плоской в точке x0 ∈ ∂D, если
для каждого P > 0 и для любой окрестности U точки x0 найдётся окрестность
V ⊂ U этой же точки такая, что M(Γ(E,F,D)) > P для произвольных конти-
нуумов E,F ⊂ D, пересекающих ∂U и ∂V. Граница области D называется слабо
плоской, если соответствующее свойство выполнено в каждой точке границы D.

Для областей D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, и произвольной измеримой по Лебегу функ-
ции Q : Rn → [1,∞], Q(x) ≡ 0 при x ̸∈ D, обозначим через RQ(D,D

′) семейство
всех отображений g : D ′ → D таких, что f = g−1 – гомеоморфизм области D на
D ′ с условием (2). Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Предположим, что D и D ′ – компакты в Rn. Если Q ∈ L1(D),
то семейство RQ(D,D

′) равностепенно непрерывно в D ′.
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2. Вспомогательные сведения.
Как обычно, для кривой γ : I → Rn полагаем:

|γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b] : γ(t) = x} ,

при этом, |γ| называется носителем (образом) γ.

Следующая лемма содержит в себе утверждение о том, что всякие внутренние
точки произвольной области являются слабо плоскими.

Лемма 1. Пусть D – область в Rn, n > 2, и x0 ∈ D. Тогда для каждого P > 0
и для любой окрестности U точки x0 найдётся окрестность V ⊂ U этой же
точки такая, что M(Γ(E,F,D)) > P для произвольных континуумов E,F ⊂ D,
пересекающих ∂U и ∂V.

Доказательство. Пусть U – произвольная окрестность точки x0. Выберем
ε0 > 0 так, чтобы B(x0, ε0) ⊂ D ∩ U. Пусть cn – положительная постоянная,
определённая в соотношении (10.11) в [2], а число ε ∈ (0, ε0) настолько мало, что
cn · log ε0

ε > P. Положим V := B(x0, ε). Пусть E,F – произвольные континуумы,
пересекающие ∂U и ∂V, тогда также E и F пересекают S(x0, ε0) и ∂V (см. теоре-
му 1.I.5.46 в [7]). Необходимое заключение вытекает на основании разд. 10.12 в [2],
поскольку M(Γ(E,F,D)) > cn · log ε0

ε > P. �
3. Доказательство теоремы 1.
Проведём доказательство теоремы 1 от противного. Предположим, что се-

мейство RQ(D,D
′) не является равностепенно непрерывным в некоторой точке

y0 ∈ D ′, другими словами, найдутся y0 ∈ D ′ и ε0 > 0, такие что для любого m ∈ N
существует элемент ym ∈ D ′, |ym − y0| < 1/m, и гомеоморфизм gm ∈ RQ(D,D

′),
для которых

|gm(ym)− gm(y0)| > ε0 . (3)

Проведём через точки gm(ym) и gm(y0) прямую r = rm(t) = gm(y0) + (gm(ym) −
gm(y0))t, −∞ < t < ∞ (см. рисунок 1). Заметим, что указанная прямая r = rm(t)
при t > 1 обязана пересекать область D ввиду теоремы 1.I.5.46 в [7], поскольку
областьD ограничена; таким образом, существует tm1 > 1 такое, что rm(tm1 ) = xm1 ∈
∂D. Не ограничивая общности, можно считать, что rm(t) ∈ D при всех t ∈ [1, tm1 ),
тогда отрезок γm1 (t) = gm(y0) + (gm(ym) − gm(y0))t, t ∈ [1, tm1 ], принадлежит D
при всех t ∈ [1, tm1 ), γm1 (tm1 ) = xm1 ∈ ∂D и γm1 (1) = gm(ym). Ввиду аналогичных
соображений, найдутся tm2 < 0 и отрезок γm2 (t) = gm(y0) + (gm(ym) − gm(y0))t,
t ∈ [tm2 , 0], такие, что γm2 (tm2 ) = xm2 ∈ ∂D, γm2 (0) = gm(y0) и γm2 (t) принадлежит
D при всех t ∈ (tm2 , 0]. Положим fm := g−1

m . Так как fm – гомеоморфизм, то
при каждом фиксированном m ∈ N предельные множества C(fm, xm1 ) и C(fm, xm2 )
отображений fm в соответствующих граничных точках xm1 , x

m
2 ∈ ∂D лежат на

∂D ′ (см. предложение 13.5 в [1]). Следовательно, найдётся точка zm1 ∈ D ∩ |γm1 |
такая, что dist (fm(z

m
1 ), ∂D ′) < 1/m. Так как D ′ – компакт, то можно считать,

что последовательность fm(zm1 ) → p1 ∈ ∂D ′ при m → ∞. Аналогично, найдётся
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Рис. 1. К доказательству теоремы 1

последовательность zm2 ∈ D∩|γm2 | такая, что dist (fm(z
m
2 ), ∂D ′) < 1/m и fm(zm2 ) →

p2 ∈ ∂D ′ при m→ ∞.

Пусть Pm – часть отрезка γm1 , заключённая между точек gm(ym) и zm1 , а Qm
– часть отрезка γm2 , заключённая между точек gm(y0) и zm2 . По построению и
ввиду (3), dist (Pm, Qm) > ε0 > 0. Пусть Γm = Γ(Pm, Qm, D), тогда функция

ρ(x) =

{ 1
ε0
, x ∈ D,

0, x /∈ D

является допустимой для семейства Γm, поскольку для произвольной (локально
спрямляемой) кривой γ ∈ Γm выполнено

∫
γ
ρ(x)|dx| > l(γ)

ε0
> 1 (где l(γ) обознача-

ет длину кривой γ). Поскольку по условию отображения fm удовлетворяют (2),
получаем:

M(fm(Γm)) 6
1

εn0

∫
D

Q(x) dm(x) := c <∞ , (4)

т.к.Q ∈ L1(D). С другой стороны, diam fm(Pm) > |ym−fm(zm1 )| > (1/2)·|y0−p1| > 0
и diam fm(Qm) > |y0 − fm(z

m
2 )| > (1/2) · |y0 − p2| > 0 при больших m ∈ N, кроме

того,
dist (fm(Pm), fm(Qm)) 6 |ym − y0| → 0, m→ ∞ .

Тогда ввиду леммы 1 M(fm(Γm)) = M(fm(Pm), fm(Qm), D
′)
m→∞→ ∞, что проти-

воречит соотношению (4). Полученное противоречие указывает на ошибочность
предположения в (3), что и завершает доказательство теоремы. 2
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E.A. Sevost’yanov, S.A. Skvortsov
On local behavior of one class of inverse mappings.

As is known, the local behavior of maps is one of the most important problems of analysis. This,
in particular, relates to the study of mappings with bounded and finite distortion, which have been
actively studied recently. As for this work, here we solve the problem of the behavior of maps, the inverse
of which satisfies the Poletsky inequality. The main result is the statement about the equicontinuity of
the indicated mappings inside the domain in the case when the majorant corresponding to the distortion
of the module under the mapping is integrable in the original domain. It should be emphasized that the
proof of this result is largely geometric, at the same time, it uses only the conditions of boundedness
of the direct and mapped domains and does not involve any requirements on their boundaries. The
study of families of mappings inverse to a given class may turn out to be trivial if we are talking about
quasiconformal mappings. In the latter case, we do not go beyond the limits of the class under study in
the transition to inverse maps. Nevertheless, when studying mappings with unbounded characteristic,
this question is quite substantial, as simple examples of the corresponding classes show. The idea of the
proof of the main result is based on the fact that the inner points of an arbitrary domain are weakly
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flat. The last statement can be called the Väisälä lemma, which was established in his monograph
and related to families of curves joining two continua between the plates of a spherical condenser. The
proof is also based on the fact that the module of families of curves joining two converging continua in
a good domain must tend to infinity. In this case, the neighborhood of some inner point of the mapped
domain serves as ”good” region, in which we check the equicontinuity of the inverse family of maps.
The results of this article are applicable to many other classes of mappings such as mappings with a
finite distortion in the sense of Iwaniec, Sobolev classes on the plane and in space, and so on.

Keywords: quasiconformal mappings, moduli of families of curves.

Є.О. Севостьянов, С.О. Скворцов
Про локальну поведiнку одного класу обернених вiдображень.

Розглянуто деякий клас гомеоморфiзмiв областей евклiдового простору, бiльш загальних, нiж
просторовi квазiконформнi вiдображення. Для вказаних гомеоморфiзмiв отримано теореми про
локальну поведiнку вiдповiдних до них обернених вiдображень у заданiй областi. Зокрема, дове-
дено, що сiм’ї вiдображень, оберненi до яких задовольняють нерiвнiсть Полецького, одностайно
неперервнi в заданiй областi, якщо мажоранта, що вiдноситься до цiєї нерiвностi, iнтегровна.
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ВЗАИМОСВЯЗИ МЕЖДУ ПЕРЕСЕЧЕНИЕМ, ОБЪЕДИНЕНИЕМ
И ДРУГИМИ СИГНАТУРНЫМИ ОПЕРАЦИЯМИ В ТАБЛИЧНЫХ
АЛГЕБРАХ

В настоящее время реляционные базы данных, математическая модель которых была предложе-
на Э. Коддом, остаются наиболее распространенными. Табличные алгебры построены на основе
реляционных алгебр Э. Кодда, существенно их развивают и составляют теоретический фунда-
мент языков запросов современных табличных баз данных. В реляционных и табличных алгебрах
актуальной является задача эквивалентного преобразования выражений с целью их минимиза-
ции или приведения к стандартному виду; она является одним из этапов оптимизации запросов,
ее решение может значительно уменьшить время обработки информации в реляционных систе-
мах управления базами данных. Для решения этой задачи используются взаимосвязи между
табличными операциями. На сегодня установлено значительное количество таких взаимосвязей,
большинство из которых для общего случая выполняются в виде включений. Автором были
найдены критерии перехода некоторых таких включений в равенства. В настоящей работе рас-
смотрены взаимосвязи пересечения и объединения таблиц с другими сигнатурными операциями
табличных алгебр: разностью, селекцией, проекцией, насыщением, активным дополнением, со-
единением, переименованием атрибутов.
MSC: 68P15.
Ключевые слова: пересечение, объединение, базы данных, табличные алгебры.

1. Введение.
В настоящее время системы управления базами данных широко используются

во многих сферах деятельности человека. Наиболее распространенными остают-
ся реляционные (табличные) базы данных, основанные на реляционных моделях
Э. Кодда [1]. Реляционные алгебры построены на базе теории множеств и отноше-
ний и являются основанием логики работы реляционных баз данных. Табличные
алгебры, введенные В.Н. Редько и Д.Б. Буем [2], построены на основе реляци-
онных алгебр Кодда, существенно их развивают и дополняют. Они составляют
теоретический фундамент языков запросов современных табличных баз данных.
Элементы носителя табличной алгебры уточняют реляционные структуры дан-
ных, а сигнатурные операции построены на базе основных табличных манипуля-
ций в реляционных алгебрах и SQL-подобных языках.

Одной из актуальных задач в реляционных и табличных алгебрах является
задача эквивалентного преобразования выражений с целью их упрощения / ми-
нимизации или приведения к стандартному виду; она является одним из этапов
оптимизации запросов [3], ее решение может значительно уменьшить время об-
работки информации в реляционных системах управления базами данных. Для
решения этой задачи используются взаимосвязи между основными табличными
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операциями. Можно выделить пять видов взаимосвязей между табличными опе-
рациями: а) выражение одной операции через другие;
б) перестановочность (для двух унарных операций);
в) дистрибутивность (для двух бинарных или для бинарной и унарной операций);
г) аналоги известных свойств из теории множеств (для пересечения, объединения,
разности таблиц).
д) коммутативность, ассоциативность, идемпотентность (для бинарных операций).

На сегодня [4] установлено значительное количество таких взаимосвязей, боль-
шинство из которых для общего случая выполняются в виде включений. Автором
были найдены критерии перехода некоторых таких включений в равенства. Эти
критерии выражаются в терминах активных доменов таблиц и являются есте-
ственными. В настоящей работе рассмотрены взаимосвязи пересечения и объеди-
нения таблиц с сигнатурными операциями табличных алгебр: разностью, селек-
цией, проекцией, насыщением, активным дополнением, соединением, переимено-
ванием атрибутов.

2. Основные определения.
Далее рассмотрим основные определения из теории табличных алгебр, а также

укажем некоторые отличия между табличными и реляционными алгебрами Кодда.
Зафиксируем некоторое непустое множество A = {A1, . . . , An}, элементы кото-

рого называются атрибутами. Произвольное конечное подмножество R = {A′
1, . . . ,

A′
k} ⊆ A назовем схемой, причем схема может являться пустым множеством. Стро-

кой (кортежом в реляционных алгебрах Кодда) s схемы R (s(R)) называется мно-
жество пар s = {(A′

1, d1), . . . , (A
′
k, dk)}, проекция которого по первой компоненте

равна R. Таблицей (отношением в реляционных алгебрах Кодда) схемы R (T (R))
называется конечное множество строк схемы R. Выделяют две особые таблицы:
таблицу Tε = {ε}, где ε – пустая строка, при этом схема таблицы Tε является пу-
стым множеством, и таблицу T∅ = ∅ – пустое множество строк произвольной (в
том числе и непустой) схемы.

Так же, как и в теории множеств, вводится понятие подтаблицы: таблица T1(R)
является подтаблицей таблицы T2(R) (обозначается T1 ⊆ T2), если выполняется
импликация: ∀s(R)s ∈ T1 ⇒ s ∈ T2. Кроме того, для любой таблицы T (R) вы-
полняется T∅ ⊆ T (R); если одновременно выполняются T1 ⊆ T2 и T2 ⊆ T1, то
T1 = T2. Для удобства и уменьшения размера выражений, содержащих табличные
операции, в основном мы не будем указывать явно схемы таблиц.

Далее в работе рассматриваем таблицы схемы R. На множестве всех таких
таблиц введены такие параметрические операции:
1) пересечение

∩
R

двух таблиц схемы R – таблица, состоящая из тех и только тех

строк, которые принадлежат одновременно обеим исходным таблицам;
2) объединение

∪
R

двух таблиц схемы R – таблица, состоящая из тех и только тех

строк, которые принадлежат хотя бы одной из исходных таблиц;
3) разность T1−

R
T2 двух таблиц схемы R – таблица, состоящая из тех и только тех
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строк, которые принадлежат таблице T1 и не принадлежат таблице T2.
Для введения операции насыщения необходимо одно вспомогательное понятие.

Активным доменом атрибута A относительно таблицы T называется множество
DA,T = {d|∃s ∈ T ∧ (A, d) ∈ s}, состоящее, говоря содержательно, из всевозмож-
ных значений атрибута A в таблице T . Насыщением C(T ) называется таблица∏
A∈R

DA,T , где R – схема таблицы T , а
∏

– оператор прямого (декартового) произ-

ведения, отвечающий индексированию A 7→ DA,T , A ∈ R [4]. Таблица T называется
насыщенной, если T = C(T ). Активным дополнением таблицы T называется таб-
лица T̃ = C(T )−

R
T .

Введем определение операции селекции. Селекцией по предикату P : S →
{true, false} , где S – множество всех строк, называется унарная параметрическая
операция σP , которая таблице сопоставляет ее подтаблицу, содержащую строки,
на которых предикат P принимает истинное значения.

Введем определение операции проекции. Проекцией по множеству атрибутов
X ⊆ R называется унарная параметрическая операция πX , значением которой
является таблица, состоящая из ограничений по X всех строк исходной таблицы:
πX(T ) = {s | x | s ∈ T}. Здесь ограничение понимается стандартно: s | x =
s
∩
X × pr2s , где pr2s – проекция строки s по второй компоненте.
Для введения операции соединения необходимо одно вспомогательное понятие.

Бинарные отношения ρ и τ называются совместными (обозначается ρ ≈ τ), если
ρ | x = τ | x, где X = pr1ρ

∩
pr1τ [4]. Соединением называется бинарная операция

⊗, значением которой является таблица, состоящая из всевозможных объединений
совместных строк исходных таблиц, т.е. T1⊗T2 = {s1

∪
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈

s2}. Пусть T1 – таблица схемы R1, T2 – таблица схемы R2.
Введем определение операции переименования атрибутов. Переименованием

называется унарная, в общем случае частичная операция RTξ , где ξ – инъек-
тивное отображение на множестве атрибутов. Эта операция осуществляет только
переименование атрибутов таблиц в соответствии с отображением-параметром ξ.
Содержательно говоря, переименование таблицы сводится к переименованию пер-
вых компонент пар – элементов строк.

Табличной алгеброй называют частичную алгебру с носителем — множеством
всех таблиц произвольной схемы и приведёнными выше операциями (насыщение
– вспомогательная операция), а также операцией деления, которая в этой статье
не используется. Заметим, что в реляционных алгебрах Кодда [1] в качестве сиг-
натурных выделяют восемь операций: пересечение, объединение, разность, проек-
цию, селекцию, соединение, деление, а также, декартово произведение (в таблич-
ных алгебрах эта операция не является сигнатурной) таблиц; операции активного
дополнения, переименования, а также, агрегации и многочисленные модификации
операции соединения рассматриваются в различных пополнениях реляционных
алгебр Кодда [3].

Рассмотрим взаимосвязи между пересечением, объединением и селекцией. В
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[4] доказано выполнениt равенств σP (
∩
i
Ti) =

∩
i
σP (Ti) и σP (

∪
i
Ti) =

∪
i
σP (Ti), то

есть селекция дистрибутивна относительно пересечения и объединения таблиц.
Рассмотрим взаимосвязи между пересечением, объединением и соединением. В

[4] доказано, что при совпадении схем таблиц Ti (только в этом случае определены∩
i
Ti и

∪
i
Ti) выполненяются равенства T ⊗ (

∩
i
Ti) =

∩
i
(T ⊗Ti) и T ⊗ (

∪
i
Ti) =

∪
i
(T ⊗

Ti), то есть соединение дистрибутивно относительно пересечения и объединения
таблиц.

Рассмотрим взаимосвязи между пересечением, объединением и переименова-
нии атрибутов. В [4] доказано, что при корректном задании переименования ат-
рибутов выполняются равенства RTξ(

∩
i
Ti) =

∩
i
RTξ(Ti) и RTξ(

∪
i
Ti) =

∪
i
RTξ(Ti),

то есть переименование дистрибутивно относительно пересечения и объединения
таблиц.

Взаимосвязи между пересечением, объединением и другими сигнатурными опе-
рациями табличных алгебр будут рассмотрены ниже.

3. Взаимосвязи между пересечением и табличными операциями.
Далее, если обратное не оговорено явно, для компактности изложения полага-

ем, что все упомянутые таблицы имеют непустую схему R с количеством атрибутов
k > 0.

Известно, что пересечение может быть выражено через разность таблиц:
T1
∩
R

T2 = T1 −
R
(T1 −

R
T2). Доказательство тривиально.

Операция пересечения коммутативна, ассоциативна и идемпотентна, то есть
выполняются равенства T1

∩
R

T2 = T2
∩
R

T1, T1
∩
R

(T2
∩
R

T3) = (T1
∩
R

T2)
∩
R

T3 и T
∩
R

T = T .

Доказательство тривиально.
Операции пересечения и объединения дистрибутивны между собой (двумя ва-

риантами) то есть выполняются равенства T1
∪
R

(T2
∩
R

T3) = (T1
∪
R

T2)
∩
R

(T1
∪
R

T3) и

T1
∩
R

(T2
∪
R

T3) = (T1
∩
R

T2)
∪
R

(T1
∩
R

T3). Доказательство тривиально.

Рассмотрим взаимосвязи между пересечением и разностью таблиц. Справед-
ливы такие утверждения.

Лемма 1. Выполняется равенство T1
∩
R

(T2 −
R
T3) = (T1

∩
R

T2)−
R
(T1
∩
R

T3).

Доказательство. Пусть T1
∩
R

(T2 −
R
T3) ̸= T∅ и s ∈ T1

∩
R

(T2 −
R
T3). Тогда, по опре-

делению пересечения и разности, s ∈ T1, s ∈ T2 и s ̸∈ T3. Из s ∈ T1 и s ∈ T2 следует
s ∈ T1

∩
R

T2, а из s ∈ T1 и s ̸∈ T3 следует s ̸∈ T1
∩
R

T3, поэтому s ∈ (T1
∩
R

T2)−
R
(T1
∩
R

T3).

Таким образом, T1
∩
R

(T2 −
R
T3) ⊆ (T1

∩
R

T2)−
R
(T1
∩
R

T3).

Пусть теперь (T1
∩
R

T2) −
R

(T1
∩
R

T3) ̸= T∅ и s ∈ (T1
∩
R

T2) −
R

(T1
∩
R

T3). Тогда, по

определению разности, s ∈ T1
∩
R

T2 и s ̸∈ T1
∩
R

T3. Из s ∈ T1
∩
R

T2 следует s ∈ T1 и

s ∈ T2, а из s ∈ T1 и s ̸∈ T1
∩
R

T3 следует s ̸∈ T3, поэтому s ∈ T2 −
R
T3, поэтому
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s ∈ T1
∩
R

(T2 −
R
T3). Таким образом, (T1

∩
R

T2)−
R
(T1
∩
R

T3) ⊆ T1
∩
R

(T2 −
R
T3). �

Лемма 2. Выполняется включение T1 −
R
(T2
∩
R

T3) ⊇ (T1 −
R
T2)
∩
R

(T1 −
R
T3).

Доказательство. Пусть (T1 −
R
T2)
∩
R

(T1 −
R
T3) ̸= T∅ и s ∈ (T1 −

R
T2)
∩
R

(T1 −
R
T3).

Тогда, по определению пересечения, s ∈ T1 −
R
T2 и s ∈ T1 −

R
T3, поэтому s ∈ T1,

s ̸∈ T2 и s ̸∈ T3. Из s ̸∈ T2 и s ̸∈ T3 следует s ̸∈ T2
∩
R

T3. По определению разности

таблиц s ∈ T1 −
R
(T2
∩
R

T3). �

Найдем критерий, при котором данное включение превращается в равенство.

Лемма 3. Равенство T1 −
R
(T2
∩
R

T3) = (T1 −
R
T2)
∩
R

(T1 −
R
T3) выполняется тогда

и только тогда, когда T1
∩
R

T2 = T1
∩
R

T3.

Доказательство. Необходимость. Пусть T1 = T∅. Тогда T1
∩
R

T2 = T∅, T1
∩
R

T3 =

T∅, T1 −
R
(T2
∩
R

T3) = T∅, то есть равенство выполняется.

Пусть теперь T1 ̸= T∅. Если в этом случае T1−
R
(T2
∩
R

T3) = T∅, то по определению

разности для любой строки s ∈ T1 выполняется s ∈ (T2
∩
R

T3), поэтому s ∈ T2 и

s ∈ T3, следовательно T1 −
R
T2 = T∅ и T1 −

R
T3 = T∅, то есть равенство выполняется.

Пусть теперь T1 −
R
(T2
∩
R

T3) ̸= T∅ и s ∈ T1 −
R
(T2
∩
R

T3). Тогда, по определению

разности, s ∈ T1 и s ̸∈ T2
∩
R

T3. Из T1
∩
R

T2 = T1
∩
R

T3 и s ̸∈ T2
∩
R

T3 следует, что s ̸∈ T2

и s ̸∈ T3, поэтому s ∈ T1 −
R
T2 и s ∈ T1 −

R
T3, откуда следует s ∈ (T1 −

R
T2)
∩
R

(T1 −
R
T3),

что доказывает необходимость.
От противного докажем достаточность утверждения. Пусть T1

∩
R

T2 ̸= T1
∩
R

T3.

Тогда T1 ̸= T∅. Для определенности положим, что существует такая строка s, что
s ∈ T1

∩
R

T2 и s ̸∈ T1
∩
R

T3. Тогда s ∈ T1, s ∈ T2 и s ̸∈ T3, следовательно, s ̸∈ T2
∩
R

T3 ,

то есть s ∈ T1 −
R
(T2
∩
R

T3). Из s ∈ T1 и s ∈ T2 вытекает s ̸∈ (T1 −
R
T2), поэтому s ̸∈

(T1 −
R
T2)
∩
R

(T1 −
R
T3), то есть равенство не выполняется. Аналогично доказывается

невыполнимость равенства при существовании такой строки s, что s ̸∈ T1
∩
R

T2 и

s ∈ T1
∩
R

T3; это доказывает достаточность утверждения. �

Рассмотрим взаимосвязи между пересечением и насыщением таблиц. В [4] до-
казано включение C(T1

∩
R

T2) ⊆ C(T1)
∩
R

C(T2). В [5] найдены и доказаны крите-

рии перехода этого включения в равенство для случая C(T1)
∩
R

C(T2) ̸= T∅. Из

C(T1
∩
R

T2) ⊆ C(T1)
∩
R

C(T2), непустоты схемы таблиц и C(T1)
∩
R

C(T2) = T∅ следует,
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что C(T1
∩
R

T2) = T∅, то есть для случая C(T1)
∩
R

C(T2) = T∅ равенство C(T1
∩
R

T2) =

C(T1)
∩
R

C(T2) выполняется всегда. Сформулируем полученный критерий.

Теорема 1. Равенство C(T1
∩
R

T2) = C(T1)
∩
R

C(T2) выполняется при

C(T1)
∩
R

C(T2) = T∅. В противном случае это равенство выполняется при выпол-

нении хотя бы одного из условий:
1) выполняются равенства ∀i DAi,T1

∩
R
T2 = DAi,T1

∩
DAi,T2 ;

2) для любого индекса i и каждого элемента x из множества DAi,T1

∩
DAi,T2

существует такая строка s ∈ T1
∩
R

T2, что (Ai, x) ∈ s.

Рассмотрим взаимосвязи между пересечением и активным дополнением. Для
данных операций рассмотрены аналоги известных законов де Моргана (в данном
случае можно говорить о взаимосвязях между пересечением, объединением и ак-
тивным дополнением).

В [4] доказано включение T̃1
∩
R

T̃2 ⊆ ˜(T1
∪
R

T2). В [6] найдены и доказаны критерии

перехода этого включения в равенство для случая ˜(T1
∪
R

T2) ̸= T∅. Из T̃1
∩
R

T̃2 ⊆

˜(T1
∪
R

T2), непустоты схемы таблиц и ˜(T1
∪
R

T2) = T∅ следует T̃1
∩
R

T̃2 = T∅, то есть при

˜(T1
∪
R

T2) = T∅ это включение становится равенством. Сформулируем полученный

критерий.
Теорема 2 (первый закон де Моргана). Равенство T̃1

∩
R

T̃2 = ˜(T1
∪
R

T2) вы-

полняется при ˜(T1
∪
R

T2) = T∅. В противном случае это равенство выполняется

при выполнении хотя бы одного из четырёх взаимоисключающих условий:
1) ∀A(A ∈ R⇒ DA,T1 = DA,T2);
2) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T2 ⊆ DA,T1), и для всех индексов q, значений x ∈ DAq ,T1 −

DAq ,T2 и всех значений d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, принадлежащих соответственно
активным доменам DA1,T1 , . . . , DAq−1,T1 , DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 , строка {(A1, d1), . . . ,
(Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1;

3) ∀A(A ∈ R ⇒ DA,T1 ⊆ DA,T2), и для всех индексов q, значений x ∈ DAq ,T2 −
DAq ,T1 и всех значений d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, принадлежащих соответственно
активным доменам DA1,T2 , . . . , DAq−1,T2 , DAq+1,T2 . . . , DAk,T2 , строка {(A1, d1), . . . ,
(Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2;

4) Существует такой атрибут Aq, для которого существуют значения x ∈
DAq ,T1 −DAq ,T2 , y ∈ DAq ,T2 −DAq ,T1 , причем DAq ,T1

∩
DAq ,T2 ̸= ∅; кроме того, для

всех i ̸= q выполняются равенства DAi,T1 = DAi,T2 ; наконец, для всех z1 ∈ DAq ,T1−
DAq ,T2 , всех z2 ∈ DAq ,T2 −DAq ,T1 и всех d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, принадлежащих
соответственно активным доменам DA1,T1 , . . . , DAq−1,T1 , DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 ,
строка {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z1), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1, а строка
{(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, z2), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2.
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В [4] доказано включение ˜(T1
∩
R

T2) ⊆ T̃1
∪
R

T̃2. В [6] найдены и доказаны критерии

перехода этого включения в равенство для случая ˜(T1
∩
R

T2) ̸= T∅. Покажем, что

это включение также превращается в равенство при ˜(T1
∩
R

T2) = T∅ и выполнении

любого из указанных в [6] условий.

Лемма 4. Равенство ˜(T1
∩
R

T2) = T̃1
∪
R

T̃2 при ˜(T1
∩
R

T2) = T∅ выполняется тогда

и только тогда, когда выполняется хотя бы одно из двух взаимоисключающих
условий:

1) для каждого атрибута A ∈ R выполняются равенства DA,T1 = DA,T1
∩
R
T2 и

DA,T2 = DA,T1
∩
R
T2 ;

2) для каждого атрибута Aq ∈ R и каждого такого значения x, что x ∈
DAq ,T1 − DAq ,T1

∩
R
T2 и всех значений d1, . . . , dq−1, dq+1, . . . , dk, которые принадле-

жат соответственно активным доменам DA1,T1 , . . . , DAq−1,T1 , DAq+1,T1 . . . , DAk,T1 ,
строка {(A1, d1), . . . , (Aq−1, dq−1), (Aq, x), (Aq+1, dq+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1. Для каж-
дого атрибута Aw ∈ R и каждого такого значения y, что y ∈ DAw,T2−DAw,T1

∩
R
T2 и

всех значений d1, . . . , dw−1, dw+1, . . . , dk, которые принадлежат соответственно
активным доменам DA1,T2 , . . . , DAw−1,T2 , DAw+1,T2 . . . , DAk,T2 , строка {(A1, d1), . . . ,
(Aw−1, dw−1), (Aw, y), (Aw+1, dw+1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T2.

Доказательство. Пусть ˜(T1
∩
R

T2) = T∅ и выполняется условие (1). В [4] доказа-

но, что ˜(T1
∩
R

T2) = T∅ влечет T1
∩
R

T2 = C(T1
∩
R

T2).

Допустим, что T1
∩
R

T2 = T∅. Тогда T1 = T∅ и T2 = T∅, так как существование

строк в любой из таблиц T1 или T2 противоречит равенствам DA,T1 = DA,T1
∩
R
T2

и DA,T2 = DA,T1
∩
R
T2 соответственно. В этом случае T̃1

∪
R

T̃2 = T∅, то есть исходное
включение превращается в равенство.

Пусть теперь T1
∩
R

T2 ̸= T∅. Покажем, что в этом случае должны выполняться

равенство T1 = T2. Допустим T1 ̸= T2. Положим для определенности, что суще-
ствует такая строка s, что s ∈ T1 и s ̸∈ T2. Выполнение равенств условия (1)
эквивалентно равенству активных доменов таблиц T1, T2 и T1

∩
R

T2, следовательно,

C(T1) = C(T2) = C(T1
∩
R

T2). Тогда s ∈ T1 влечет s ∈ C(T1), поэтому s ∈ C(T1
∩
R

T2).

Из s ̸∈ T2 вытекает s ̸∈ T1
∩
R

T2, то есть s ∈ ˜(T1
∩
R

T2), что противоречит предпо-

ложению ˜(T1
∩
R

T2) = T∅, поэтому T1 = T2. Тогда, заменив в исходном выражении

таблицу T2 таблицей T1, получим верное равенство T̃1 = T̃1. Таким образом, мы
показали, что при ˜(T1

∩
R

T2) = T∅ и выполнении условия (1) исходное выражение
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превращается в равенство. Аналогично доказывается выполнимость исходного ра-
венства при существовании такой строки s, что s ̸∈ T1 и s ∈ T2.

Покажем теперь, что при ˜(T1
∩
R

T2) = T∅, невыполнении условия (1) и выпол-

нении условия (2) исходное выражение тоже превращается в равенство, то есть
T̃1
∪
R

T̃2 = T∅.

От противного, допустим, что T̃1
∪
R

T̃2 ̸= T∅. Для определенности положим T̃1 ̸=

T∅ и s = {(A1, d1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T̃1; тогда s ̸∈ T1. Покажем, что в этом слу-
чае должны выполняться принадлежности d1 ∈ DA1,T1∩

R
T2 , . . . , dk ∈ DAk,T1∩

R
T2 . До-

пустим, что это неверно, то есть dq ∈ DAq ,T1∩
R
T2 для некоторого индекса q. То-

гда по определению активного дополнения s ̸∈ T1 и выполняются принадлеж-
ности d1 ∈ DA1,T1 , . . . , dk ∈ DAk,T1 , то есть dq ∈ DAq ,T1 − DAq ,T1∩

R
T2 . По усло-

вию (2) в этом случае должна выполняться принадлежность s ∈ T1, противо-
речие доказывает неверность допущения. Следовательно, таблица T1

∩
R

T2 непуста,

а поскольку ˜(T1
∩
R

T2) = T∅, то таблица T1
∩
R

T2 является насыщенной. Из этого и

из выполнения принадлежностей d1 ∈ DA1,T1∩
R
T2 , . . . , dk ∈ DAk,T1∩

R
T2 следует, что

{(A1, d1), . . . , (Ak, dk)} ∈ T1
∩
R

T2, поэтому s ̸∈ T1, что противоречит первоначаль-

ному допущению. Поэтому случай T̃1 ̸= T∅ невозможен. Точно таким же образом
доказывается невозможность случая T̃2 ̸= T∅, поэтому T̃1

∪
R

T̃2 = T∅, то есть исход-

ное равенство выполняется. �
Таким образом, была доказана

Теорема 3 (второй закон де Моргана). ˜(T1
∩
R

T2) = T̃1
∪
R

T̃2 выполняется

тогда и только тогда, когда выполняется хотя бы одно из двух взаимоисключа-
ющих условий из леммы 4.

Рассмотрим взаимосвязи между пересечением и проекцией.
В [4] доказано включение πX(

∩
i
Ti) ⊆

∩
i
πX(Ti). В [7] найдены и доказаны кри-

терии перехода этого включения в равенство для случая
∩
i
Ti ̸= T∅. Покажем,

что это включение также превращается в равенство при
∩
i
Ti = T∅ и выполнении

указанного в [7] условия.

Теорема 4 (дистрибутивность проекции относительно пересечения).
Равенство πX(

∩
i
Ti) =

∩
i
πX(Ti) при

∩
i
Ti = T∅ выполняется тогда и только

тогда, когда для каждой строки s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈
∩
i
πX(T ) суще-

ствуют такие значения o1 ∈ DO1,
∩
i
Ti , . . . , ok−p ∈ DOk−p,

∩
i
Ti, что строка s′ =

{(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Ok−p, ok−p)} ∈
∩
i
Ti.
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Доказательство. Пусть
∩
i
Ti ̸= T∅. В [7] доказано, что равенство πX(

∩
i
Ti) =∩

i
πX(Ti) выполняется тогда и только тогда, когда выполняется указанное условие.

Пусть теперь
∩
i
Ti = T∅ От противного, допустим, что равенство не выполня-

ется. Поскольку πX(T∅) = T∅, то в таблице
∩
i
πX(T ) существует некоторая стро-

ка s = {(X1, x1), . . . , (Xp, xp)}. По условию леммы в этом случае должны суще-
ствовать такие значения o1 ∈ DO1,

∩
i
Ti , . . . , ok−p ∈ DOk−p,

∩
i
Ti , что строка s′ =

{(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Ok−p, ok−p)} ∈
∩
i
Ti, следовательно, s′ ∈

∩
i
Ti,

что противоречит предположению
∩
i
Ti = T∅. �

4. Взаимосвязи между объединением и табличными операциями.
Операция объединения коммутативна, ассоциативна и идемпотентна, то есть

выполняются равенства T1
∪
R

T2 = T2
∪
R

T1, T1
∪
R

(T2
∪
R

T3) = (T1
∪
R

T2)
∪
R

T3 и T
∪
R

T = T .

Доказательство тривиально.
Рассмотрим взаимосвязи между объединением и разностью таблиц.
Лемма 5. Выполняется включение T1

∪
R

(T2 −
R
T3) ⊇ (T1

∪
R

T2)−
R
(T1
∪
R

T3).

Доказательство. Пусть (T1
∪
R

T2)−
R
(T1
∪
R

T3) ̸= T∅ и s ∈ (T1
∪
R

T2)−
R
(T1
∪
R

T3). Если

при этом s ∈ T1, то по определению объединения s ∈ T1
∪
R

(T2−
R
T3). Если же s ̸∈ T1,

то по определению разности s ∈ T2 и s ̸∈ T1
∪
R

T3, следовательно, s ̸∈ T3. Тогда

s ∈ T2 −
R
T3, поэтому s ∈ T1

∪
R

(T2 −
R
T3). �

Найдем критерий, при котором данное включение превращается в равенство.
Лемма 6. Равенство T1

∪
R

(T2 −
R
T3) = (T1

∪
R

T2) −
R
(T1
∪
R

T3) выполняется тогда

и только тогда, когда T1 = T∅.
Доказательство. Пусть T1 = T∅. Тогда T1

∪
R

(T2 −
R
T3) = (T2 −

R
T3) и (T1

∪
R

T2) −
R

(T1
∪
R

T3) = (T2 −
R
T3), то есть равенство выполняется.

Пусть теперь T1 ̸= T∅ и s ∈ T1. Тогда s ∈ T1
∪
R

(T2 −
R
T3). С другой стороны,

s ∈ T1
∪
R

T2 и s ∈ T1
∪
R

T3, поэтому s ̸∈ (T1
∪
R

T2) −
R
(T1
∪
R

T3), то есть равенство не

выполняется. �
Лемма 7. Выполняется включение T1 −

R
(T2
∪
R

T3) ⊆ (T1 −
R
T2)
∪
R

(T1 −
R
T3).

Доказательство. Пусть T1 −
R
(T2
∪
R

T3) ̸= T∅ и s ∈ T1 −
R
(T2
∪
R

T3). Тогда, по опре-

делению разности, s ∈ T1 и s ̸∈ T2
∪
R

T3, поэтому s ∈ T1, s ̸∈ T2 и s ̸∈ T3. Из s ∈ T1 и

s ̸∈ T2 следует s ∈ T1 −
R
T2, поэтому s ∈ (T1 −

R
T2)
∪
R

(T1 −
R
T3). �

Найдем критерий, при котором данное включение превращается в равенство.
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Лемма 8. Равенство T1 −
R
(T2
∪
R

T3) = (T1 −
R
T2)
∪
R

(T1 −
R
T3) выполняется тогда

и только тогда, когда T1
∩
R

T2 = T1
∩
R

T3.

Доказательство. Необходимость. Пусть T1 = T∅. Тогда T1 −
R
(T2
∪
R

T3) = T∅ и

(T1 −
R
T2)
∪
R

(T1 −
R
T3) = T∅, то есть равенство выполняется. Пусть теперь T1 ̸= T∅ и

(T1−
R
T2)
∪
R

(T1 −
R
T3) ̸= T∅. Тогда существует s ∈ (T1−

R
T2)
∪
R

(T1 −
R
T3), следовательно

выполняется хотя бы одна из принадлежностей s ∈ T1−
R
T2 или s ∈ T1−

R
T3, поэтому

s ∈ T1 ∧ s ̸∈ T2 или s ∈ T1 ∧ s ̸∈ T3. От противного, допустим, что s ̸∈ T1−
R
(T2
∪
R

T3).

Поскольку выполняется s ∈ T1, это возможно только в том случае, когда s ∈
T2
∪
R

T3, что невозможно ввиду выполнения равенства T1
∩
R

T2 = T1
∩
R

T3 и хотя бы

одного из условий s ̸∈ T2 или s ̸∈ T2; это доказывает необходимость.
От противного докажем достаточность утверждения. Пусть T1

∩
R

T2 ̸= T1
∩
R

T3.

Покажем, что в этом случае равенство не выполняется. T1
∩
R

T2 ̸= T1
∩
R

T3 влечет

T1 ̸= T∅. Для определенности положим, что существует такая строка s, что s ∈
T1
∩
R

T2 и s ̸∈ T1
∩
R

T3. Тогда s ∈ T1, s ∈ T2 и s ̸∈ T3, следовательно, s ∈ T2
∪
R

T3 , то

есть s ̸∈ T1−
R
(T2
∪
R

T3); при этом s ∈ T1
∪
R

T3, следовательно, s ∈ (T1−
R
T2)
∪
R

(T1−
R
T3).

Аналогично доказывается невыполнимость равенства при существовании такой
строки s, что s ̸∈ T1

∩
R

T2 и s ∈ T1
∩
R

T3. �

Рассмотрим взаимосвязи между объединениями и насыщением таблиц. В [4]
доказано включение C(T1

∪
R

T2) ⊇ C(T1)
∪
R

C(T2). В [5] найдены и доказаны кри-

терии перехода этого включения в равенство для случая T1 ̸= T∅ и T2 ̸= T∅.
Несложно видеть что при T1 = T∅ указанное включение превращается в равен-
ство C(T2) = C(T2), а при T2 = T∅ – в равенство C(T1) = C(T1). Сформулируем
полученный критерий.

Теорема 5. Если T1 = T∅ или T2 = T∅, то равенство C(T1
∪
T2) = C(T1)

∪
C(T2)

выполняется. В противном случае это равенство выполняется при выполнении
хотя бы одного из условий:

1) существует не более одного атрибута, для которого значения активного
домена относительно таблиц T1 и T2 различается;

2) выполняется хотя бы одно включение ∀i DAi,T1 ⊆ DAi,T2 или ∀i DAi,T2 ⊆
DAi,T1 .

Рассмотрим взаимосвязи между объединением и проекцией. В [4] доказано вы-
полнения равенства πX(

∪
i
Ti) =

∪
i
πX(Ti), то есть проекция дистрибутивна отно-

сительно объединения таблиц.
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5. Выводы.
В работе рассмотрены взаимосвязи пересечения и объединения таблиц с дру-

гими сигнатурными операциями табличных алгебр: разностью, селекцией, про-
екцией, насыщением, активным дополнением, соединением, переименованием ат-
рибутов. Найдены необходимые и достаточные условия, при которых некоторые
взаимосвязи, которые для общего случая являются включениями, переходят в ра-
венства. Эти результаты могут быть использованы для преобразования выраже-
ний, содержащих табличные операции с целью их минимизации или перехода к
стандартному виду. В дальнейшем планируется рассмотреть взаимосвязи между
другими табличными операциями, а также найти вероятности того, что найден-
ные в работе критерии будут выполняться для произвольных таблиц и таблиц
специального вида.
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A.S. Senchenko
The interrelations between intercestion, union and other signature operations in table
algebra.

Currently, databases are widely used in almost all areas of human activity. For all variety of different
types of databases the most common are relational (table) databases, mathematical model of which was
proposed by E. Codd. From mathematical point of view, a relational database is a finite set of fi-
nite relations between different predefined sets of basic data. Table algebra introduced by V.N. Red’ko
and D.B. Buy is based on Codd’s relational algebra and significantly improves it. It formed the theore-
tical foundation of modern database query language. Elements of the carrier of table algebra specify rela-
tional data structures, and signature operations are based on the basic table manipulations in relational
algebra and SQL-like languages. One of the most actual tasks in relational and table algebras is the
problem of equivalent transformation of expressions in order to minimize or reduce them to a standard
form; it is one of the stages of query optimization, and can also significantly reduce the processing
time of information in relational database management systems. For the decision of this problem the
interrelations between the basic table operations are used. In the present, a significant number of such
interrelations have been established, most of which for the general case are performed as inclusions. The
author has found criteria for the transition of some such inclusions into equalities. These criteria are
expressed in terms of the active domains of the tables and are natural. In this paper, the interrelations
of the intersection and the union of tables with other signature operations of table algebras: difference,
selection, projection, saturation, active complement, join, renaming of attributes are considered.

Keywords: intersection, union, databases, table algebra.

О.С. Сенченко
Взаємозв’язки мiж перетином, об’єднанням та iншими сигнатурними операцiями в
табличних алгебрах.

В наш час реляцiйнi бази даних, математична модель яких була запропонована Е. Коддом, зали-
шаються найбiльш розповсюдженими. Табличнi алгебри побудованi на основi реляцiйних алгебр
Е. Кодда, суттєво їх розвивають та складають теоретичний фундамент мов запитiв сучасних
табличних баз даних. У реляцiйних та табличних алгебрах актуальною є задача еквiвалентного
перетворення виразiв iз метою їх мiнiмiзацiї або приведення до стандартного вигляду; вона є од-
ним iз етапiв оптимiзацiї запитiв, її розв’язання може суттєво зменшити час обробки iнформацiї в
реляцiйних системах управлiння базами даних. Для розв’язування цiєї задачi використовуються
взаємозв’язки мiж основними табличными операцiями. На сьогоднi встановлено значну кiлькiсть
таких взаємозв’язкiв, бiльшiсть iз яких для загального випадку виконуються в виглядi включень.
Автором були знайденi критерiї переходу деяких таких включень у рiвностi. У роботi розгляну-
то взаємозв’язки перетину та об’єднання таблиць з iншими сигнатурними операцiями табличних
алгебр: рiзницею, селекцiєю, проекцiєю, насиченням, активним доповненням, з’єднанням, перей-
менуванням атрибутiв.

Ключовi слова: перетин, об’єднання, база даних, табличнi алгебри.

Институт прикладной математики и механики НАН Украины,
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О РЕГУЛЯРИЗАЦИИ ЛИНЕЙНОЙ НЕТЕРОВОЙ КРАЕВОЙ
ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

В статье предложены оригинальные условия регуляризации, а также схема нахождения решений
линейной нетеровой краевой задачи для системы разностных уравнений, при этом существен-
но использована техника псевдообращения матриц по Муру–Пенроузу. Поставленная в статье
задача продолжает исследование условий регуляризации линейных нетеровых краевых задач,
приведенных в монографиях А.Н. Тихонова, В.Я. Арсенина, С.Г. Крейна, А.М. Самойленко,
Н.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллиной и А.А. Бойчука. Исследован общий случай,
когда линейный ограниченный оператор, соответствующий однородной части линейной нетеро-
вой краевой задачи, не имеет обратного. В статье построен обобщенный оператор Грина и найден
вид линейного возмущения регуляризованой линейной краевой задачи для системы разностных
уравнений. Предложенные условия регуляризации, а также схема нахождения решений линейных
нетеровых краевых задач для системы разностных уравнений подробно проиллюстрированы на
примерах. В отличие от более ранних статей авторов, задача о регуляризации линейной краевой
задачи для системы разностных уравнений решена конструктивно, причем получены достаточ-
ные условия существования решения задачи о регуляризации.
MSC: 34B15.
Ключевые слова: регуляризация, линейная нетерова краевая задача, системы разностных
уравнений.

1. Постановка задачи.
Исследуем задачу о нахождении ограниченных решений z(k) ∈ Rn системы

линейных разностных уравнений

z(k + 1) = A(k)z(k) + f(k), k = 0, 1, 2, ... ; (1)

здесь A(k) ∈ Rn×n — ограниченные матрицы и f(k) — действительные ограничен-
ные вектор-столбцы. Как известно [1], общее решение задачи Коши z(0) = c ∈ Rn
для однородной части невырожденной (detA(k) ̸= 0) системы разностных урав-
нений (1) представимо в виде: z(k) = X(k)c, c ∈ Rn; здесь X(k) — нормальная
фундаментальная матрица. Общее решение задачи Коши z(0) = c ∈ Rn для неод-
нородной части невырожденной (detA(k) ̸= 0) системы разностных уравнений (1)
представимо в виде:

z(k) = X(k)c+K[f(j)](k), c ∈ Rn;

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Украины
(номер государственной регистрации 0118U003390).
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здесь

K[f(j)](k) := X(k)
k−1∑
j=0

X−1(j + 1)f(j)

— оператор Грина задачи Коши для системы разностных уравнений (1). Зада-
ча о нахождении ограниченных решений системы линейных разностных уравне-
ний (1) существенно усложняется в случае ее вырождения, а именно: при условии
detA(k) = 0 хотя бы для некоторых k = 0, 1, 2, ... . В этом случае для нахожде-
ния ограниченных решений системы линейных разностных уравнений (1) можно
использовать технику регуляризации [2–5]. Возмущение квадратной, но вырож-
денной матрицы A(k) будем искать в виде

A(k, ε) := A(k) + εΩ(k), Ω(k) ∈ Rn×n, k = 0, 1, 2, ... ,

предполагая матрицу A(k, ε) невырожденной и ограниченной. Таким образом, при-
ходим к задаче о нахождении ограниченных решений

z(k, ε) ∈ Rn, k = 0, 1, 2, ...

регуляризованной системы линейных разностных уравнений

z(k + 1, ε) = A(k, ε)z(k, ε) + f(k), k = 0, 1, 2, ... . (2)

Поскольку любая (n × n) – матрица A(k) постоянного ранга σ в определенном
базисе может быть представлена в виде стандартного разложения [6–8]

A(k) = R(k) · Jσ · S(k), Jσ :=

(
Iσ O
O O

)
,

постольку возмущение матрицы A(k) представимо в виде

Ω(k) = R(k) · J̌σ0 · S(k), J̌σ :=

(
O O
O In−σ

)
;

здесь R(k) и S(k) — ограниченные невырожденные матрицы.
Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для однородной части невырож-

денной (detA(k, ε) ̸= 0) системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c, c ∈ Rn;

здесь X(k, ε) — нормальная фундаментальная матрица:

X(k + 1, ε) = A(k, ε)X(k, ε), X(0, ε) = In.

Одной из фундаментальных матриц является, в частности, матрица

X(k, ε) =
k−1∏
j=0

A(j, ε).
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Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризованной
системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+X(k, ε)

k−1∑
j=0

X−1(j + 1, ε)f(j), c ∈ Rn.

Таким образом, доказана следующая лемма.

Лемма 1. Предположим, что (n × n) – матрица A(k) имеет постоянный
ранг, а именно:

1 ≤ rank A(k) = σ < n.

Тогда общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризо-
ванной системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+K[f(j)](k, ε), c ∈ Rn;

здесь

K[f(j)](k, ε) := X(k, ε)

k−1∑
j=0

X−1(j + 1, ε)f(j)

— оператор Грина задачи Коши для регуляризованной системы разностных урав-
нений (2).

Пример 1. Найдем решение системы разностных уравнений первого порядка

z(k + 1) = Az(k) + f(k), k = 0, 1, 2, 3, (3)

где

A =

 0 3 3
1 0 0
2 0 0

 , f(k) =

 1
2
3

 .

Для нахождения возмущенной матрицы

A(k, ε) =
1√
10

 0 3
√
10 3

√
10√

10 2 ε −2 ε

2
√
10 −ε ε

 , A(k, 0) = A,

определяющей регуляризованную систему линейных разностных уравнений ис-
пользуем возмущение матрицы A в виде

Ω = R·J̌σ·S, Jσ :=

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , R =

 1 0 0
0 1√

5
− 2√

5

0 2√
5

1√
5

 , S =

 0 3 3√
5 0 0
0 − 1√

2
1√
2

 .
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При этом X(k, ε) — нормальная фундаментальная матрица:

X(1, ε) = X(0, ε) = I3,

кроме того

X(2, ε) =


9 3 ε√

10
− 3 ε√

10

−
√

2
5ε

3
5

(
5 + ε2

)
3− 3 ε2

5
ε√
10

6− 3 ε2

10 6 + 3 ε2

10

 ,

X(3, ε) =
1

10
√
10

 −30 ε 9
√
10
(
30 + ε2

)
−9

√
10
(
−30 + ε2

)
−6

√
10
(
−15 + ε2

)
6ε
(
−5 + 3ε2

)
−18ε

(
5 + ε2

)
3
√
10
(
60 + ε2

)
−9ε

(
−10 + ε2

)
−30 ε+ 9 ε3

 .

Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризованной
системы разностных уравнений для системы (3) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+K[f(j)](k, ε), c ∈ R3;

здесь

K[f(j)](1, ε) = f(1), K[f(j)](2, ε) =

 16

3−
√

2
5 ε

5 + ε√
10

 ,

K[f(j)](3, ε) =


25− 3 ε√

10

18− 2
√

2
5 ε−

3 ε2

5

35 +
√

2
5 ε+

3 ε2

10


— оператор Грина регуляризованной задачи Коши для системы разностных урав-
нений (3). При этом нормальная фундаментальная матрица X(k, ε) и оператор
Грина задачи Коши для регуляризованной системы разностных уравнений (3)
K[f(j)](k, ε) непрерывны по ε :

X(k, ·), K[f(j)](k, ·) ∈ C[0, ε0],

поэтому общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регу-
ляризованной системы разностных уравнений для системы (3) z(k, ε) при ε = 0
обращается в точное решение z(k) системы разностных уравнений (3)

z(k) = X(k)c+K[f(j)](k), c ∈ R3;

здесь

X(1) = I3, X(2) =

 9 0 0
0 3 3
0 6 6

 , X(3) =

 0 27 27
9 0 0
18 0 0


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— нормальная фундаментальная матрица и

K[f(j)](1) = f(1), K[f(j)](2) =

 16
3
5

 , K[f(j)](3) =

 25
18
35


— обобщенный оператор Грина вырожденной задачи Коши для системы разност-
ных уравнений (3).

2. Регуляризация линейной невырожденной краевой задачи для сис-
темы разностных уравнений.

Задача о нахождении ограниченных решений z(k) линейной нетеровой (m ̸=
n) краевой задачи для линейной невырожденной системы разностных уравнений
первого порядка

z(k + 1) = A(k)z(k) + f(k), ℓz(·) = α ∈ Rm (4)

была решена А.А. Бойчуком [1]; здесь ℓz(·) : Rn → Rm — линейный ограниченный
векторный функционал, определенный на пространстве ограниченных функций.
Обозначим матрицу Q := ℓX(·) ∈ Rm×n, а также

PQ : Rn → N(Q), PQ∗ : Rm → N(Q∗)

— матрицы-ортопроекторы. Подставляя общее решение задачи Коши z(0) = c ∈ Rn
неоднородного линейного разностного уравнения (4) в краевое условие (4)

z(k) = X(k)c+K

[
f(s)

]
(k),

при условии detA(k) ̸= 0 приходим к уравнению

Qc = α− ℓK

[
f(s)

]
(·),

разрешимому тогда и только тогда, когда [1]

PQ∗

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
= 0. (5)

В этом случае решение z(k) линейной невырожденной нетеровой краевой задачи
(4) определяет вектор

c = Q+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
+ PQrcr, cr ∈ Rr.

Здесь Q+ ∈ Rn×m — псевдообратная по Муру – Пенроузу матрица [1]; матрица
PQr ∈ Rn×r составлена из r линейно независимых столбцов матрицы-ортопроектора

137



С.М. Чуйко, Е.В. Чуйко, Я.В. Калиниченко

PQ ∈ Rn×n. Таким образом [1], линейная нетерова краевая задача для линейной
системы разностных уравнений первого порядка (4) при условии detA(k) ̸= 0 раз-
решима тогда и только тогда, когда выполнено условие (5); в этом случае решение
z(k) линейной нетеровой краевой задачи (4) представимо в виде:

z(k) = Xr(k)cr +G

[
f(s);α

]
(k), cr ∈ Rr;

здесь Xr(k) := X(k)PQr , X(k) — нормальная (X(0) = In) фундаментальная мат-
рица,

G

[
f(s);α

]
(k) := X(k)Q+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s)

]
(k)

— обобщенный оператор Грина нетеровой линейной краевой задачи (4) для невы-
рожденной системы разностных уравнений первого порядка. Следуя традицион-
ной классификации краевых задач [1], случай PQ∗ ̸= 0 назовем критическим. Слу-
чай PQ∗ = 0 назовем некритическим. Поставим задачу о регуляризации [2, 3, 5]
краевой задачи (4), а именно: поставим задачу о нахождении малого возмущения
краевого условия (4) таким образом, чтобы линейная краевая задача (4) стала
разрешимой для любых неоднородностей краевой задачи для системы разностных
уравнений (4). Возмущение функционала ℓz(·) : Rn → Rm, определяющего вид
краевого условия (4) будем искать в виде

Lz(·, ε) := ℓz(·, ε) + εΞz(0, ε) : Rn → Rm

линейного ограниченного векторного функционала, определенного на простран-
стве ограниченных функций z(k, ε). Таким образом, возмущение матрицы Q будем
искать в виде

Q(ε) := Q+ εΞ, 0 < ε≪ 1, Ξ ∈ Rm×n,

предполагая матрицу Q(ε) матрицей полного ранга:

PQ∗(ε) = 0, 0 < ε≪ 1,

в частности, для фредгольмовой (m = n) задачи (4), невырожденной. В случае
нетеровой (m ̸= n) краевой задачи (4) условие полноты ранга матрицы Q(ε) рав-
носильно уравнению (

Q+ εΞ

)
·
(
Q+ εΞ

)+

= Im (6)

относительно (m× n)− матрицы Ξ. Заметим, что в случае PQ∗ ̸= 0 уравнение (6)
разрешимо лишь для m = n, либо m < n. Действительно, предположим уравнение
(6) переопределенным: m > n, при этом

rank

(
Q+ εΞ

)(
Q+ εΞ

)+

≤ rank

(
Q+ εΞ

)
=
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= rank

(
Q+ εΞ

)+

≤ n < m,

что противоречит равенству рангов левой и правой части уравнения (6). Посколь-
ку любая (m × n) – матрица Q в определенном базисе может быть представлена
в виде стандартного разложения Q = R · Jσ · S, постольку возмущение матрицы Ξ
представимо в виде

Ξ = R · J̌ · S, J̌ :=

(
O O

O J̌(m−σ)×(n−σ)

)
∈ Rm×n;

здесь
J̌(m−σ)×(n−σ) ∈ R(m−σ)×(n−σ)

— любая постоянная матрица полного ранга. Таким образом, приходим к задаче
о нахождении ограниченных решений

z(k, ε) ∈ Rn, k = 0, 1, 2, ...

регуляризованной краевой задачи для системы линейных разностных уравнений

z(k + 1, ε) = Az(k, ε) + f(k), Lz(·, ε) = α. (7)

В силу равенства PQ∗(ε) = 0, регуляризованная краевая задача (7) разрешима для
любых неоднородностей краевой задачи для системы разностных уравнений (7).
Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Линейная нетерова краевая задача для линейной системы раз-
ностных уравнений первого порядка (4) при условии detA(k) ̸= 0 в критическом
случае:

PQ∗ ̸= 0, m ≤ n

может быть регуляризована возмущением краевого условия:

Lz(·, ε) := ℓz(·, ε) + εΞz(0, ε), Ξ = R · J̌ · S.

Регуляризованная краевая задача (7) разрешима для любых неоднородностей кра-
евой задачи для системы разностных уравнений (7), при этом решение z(k) ли-
нейной нетеровой краевой задачи (7) представимо в виде:

z(k) = Xr(k)cr +G

[
f(s);α

]
(k, ε), cr ∈ Rr;

здесь Xr(k) = X(k)PQr(ε), X(k) — нормальная (X(0) = In) фундаментальная
матрица,

G

[
f(s);α

]
(k, ε) = X(k)Q+(ε)

{
α− LK

[
f(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s)

]
(k)
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— обобщенный оператор Грина регуляризованной краевой задачи (7) для невы-
рожденной системы разностных уравнений первого порядка.

Пример 2. Найдем решение периодической задачи для системы разностных
уравнений первого порядка

z(k + 1) = Az(k) + f, z(0)− z(4) = 0, (8)

где

A =

 −1 −1 1
−2 0 3
−4 −1 4

 , f =

 1
−1
1

 .

В данном случае λ1, λ2 = ± i, λ3 = 3 ̸= 1 — корни характеристического урав-
нения; в этом случае матрица A неособенным преобразованием подобия

A = S · J · S−1, S =

 0 1 0
1 0 1
0 1 1

 , S−1 =

 1 1 −1
−2 0 3
−1 0 1


приводится к жордановой форме

J =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 3

 ,

при этом общее решение линейной однородной системы разностных уравнений
первого порядка с постоянными коэффициентами

z(k + 1) = Jz(k), k ∈ N

представимо в виде
z(k) = Y (k) c, c ∈ R3,

где

Y (k) :=

 cos πk2 sin πk
2 0

− sin πk
2 cos πk2 0

0 0 3k


— нормальная (Y (0) = I3) фундаментальная матрица однородной части последней
нормальной системы разностных уравнений. Общее решение однородной части
системы (8) представимо в виде

z(k) = X(k)c, c ∈ R2,
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где

X(k) =

 cos πk2 − sin πk
2 − sin πk

2 sin πk
2

cos πk2 + sin πk
2 − 3k cos πk2 3k − cos πk2

cos πk2 − sin πk
2 − 3k − sin πk

2 3k + sin πk
2


— фундаментальная матрица однородной части системы разностных уравнений
(8); она определяет частное решение

K

[
f(s)

]
(k) =

 2 sin2 πk2
− sin πk

2

2 sin2 πk2

 ,

представимое оператором Грина задачи Коши для системы разностных уравнений
(8). Поскольку матрица

Q = X(0)−X(4) =

 0 0 0
−80 0 80
−80 0 82


вырождена, постольку для краевой задачи (8) имеет место критический случай:
PQ∗ ̸= 0, при этом матрица Q базисе может быть представлена в виде стандартного
разложения Q = R · Jσ · S, где

R =
1√
2

 0 0
√
2

1 −1 0
1 1 0

 , S =
1√
2

 −1 0 1
0 0 1

0
√
2 0

 .

Поскольку матрица

Q(ε) =

 0 ε 0
−80− ε

2 0 80− ε
2

−80 + ε
2 0 82 + ε

2


невырождена, постольку

PQ∗(ε) = PQ(ε) = 0,

следовательно регуляризованная задача (7) в случае краевой задачи (8) разрешима
для любых неоднородностей, при этом

z(k, ε) = G

[
f(s)

]
(k, ε);

здесь

G

[
f(s); 0

]
(k) =

1

2

 cos πk2
sin πk

2

cos πk2


— обобщенный оператор Грина краевой задачи (8).
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3. Регуляризация линейной вырожденной краевой задачи для линей-
ной системы разностных уравнений.

Поставим задачу о регуляризации [2, 3, 5] краевой задачи (4) при условии
detA(k) = 0, а именно: поставим задачу о нахождении малого возмущения кра-
евого условия (4) таким образом, чтобы линейная краевая задача (4) стала раз-
решимой для любых неоднородностей краевой задачи для системы разностных
уравнений (4). Возмущение квадратной, но вырожденной матрицы A(k) будем ис-
кать в виде

A(k, ε) := A(k) + εΩ(k), Ω(k) ∈ Rn×n, k = 0, 1, 2, ... ,

предполагая матрицу A(k, ε) невырожденной и ограниченной. Таким образом, при-
ходим к задаче о нахождении ограниченных решений

z(k, ε) ∈ Rn, k = 0, 1, 2, ...

регуляризованной системы линейных разностных уравнений (2). Поскольку любая
(n × n) — матрица A(k) постоянного ранга σ может быть представлена в виде
стандартного разложения A(k) = R(k) · Jσ · S(k), постольку возмущение матрицы
A(k) представимо в виде

Ω(k) = R(k) · J̌σ · S(k), J̌σ :=

(
O O
O In−σ

)
.

Одной из фундаментальных матриц является матрица

X(k, ε) =

k−1∏
j=0

A(j, ε).

Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризованной
системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+K[f(j)](k, ε), c ∈ Rn;

здесь

K[f(j)](k, ε) := X(k, ε)
k−1∑
j=0

X−1(j + 1, ε)f(j)

— оператор Грина задачи Коши для регуляризованной системы разностных урав-
нений (2). Поставим задачу о регуляризации краевой задачи (4) при условии

detA(k) = 0,

а именно: поставим задачу о нахождении малого возмущения краевого условия (4)
таким образом, чтобы линейная краевая задача (4) стала разрешимой для любых
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неоднородностей краевой задачи для системы разностных уравнений (4). Возму-
щение функционала ℓz(·) : Rn → Rm, определяющего вид краевого условия (4)
будем искать в виде

Lz(·, ε) := ℓz(·, ε) + εΞz(0, ε) : Rn → Rm

линейного ограниченного векторного функционала, определенного на простран-
стве ограниченных функций z(k, ε). Таким образом, возмущение матрицы Q будем
искать в виде

Q(ε) := Q+ εΞ, Ξ ∈ Rm×n, 0 < ε≪ 1,

предполагая матрицу Q(ε) матрицей полного ранга:

PQ∗(ε) = 0, m ≤ n, 0 < ε≪ 1,

в частности, для фредгольмовой (m = n) задачи (4), невырожденной. Поскольку
любая (m×n) – матрица Q ранга σq может быть представлена в виде стандартного
разложения Q = R1 · Jσq · S1, постольку матрица Ξ представима в виде

Ξ = R1 · J̌σq · S1, J̌σq :=
(
O O
O In−σq

)
.

Таким образом, приходим к задаче о нахождении ограниченных решений

z(k, ε) ∈ Rn, k = 0, 1, 2, ...

регуляризованной краевой задачи для системы линейных разностных уравнений

z(k + 1, ε) = A(k, ε) z(k, ε) + f(k), Lz(·, ε) = α. (9)

В силу равенства PQ∗(ε) = 0, регуляризованная краевая задача (9) разрешима для
любых неоднородностей краевой задачи для системы разностных уравнений (9).
Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3. Линейная нетерова краевая задача для линейной системы раз-
ностных уравнений первого порядка (4) при условии detA(k) = 0 в критическом
случае: PQ∗ ̸= 0, m ≤ n может быть регуляризована возмущением матрицы
A(k) :

A(k, ε) := A(k) + εΩ(k), k = 0, 1, 2, ... , Ω(k) = R(k) · J̌σ · S(k),

а также краевого условия:

Lz(·, ε) := ℓz(·, ε) + εΞz(0, ε), Ξ = R · J̌ · S.

Регуляризованная краевая задача (9) разрешима для любых неоднородностей кра-
евой задачи для системы разностных уравнений (7), при этом решение z(k) ли-
нейной нетеровой краевой задачи (9) представимо в виде:

z(k) = Xr(k)cr +G

[
f(s);α

]
(k, ε), cr ∈ Rr;

143



С.М. Чуйко, Е.В. Чуйко, Я.В. Калиниченко

здесь Xr(k) = X(k)PQr(ε), X(k) — нормальная (X(0) = In) фундаментальная
матрица,

G

[
f(s);α

]
(k, ε) = X(k)Q+(ε)

{
α− LK

[
f(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s)

]
(k)

— обобщенный оператор Грина регуляризованной краевой задачи (9) для невы-
рожденной системы разностных уравнений первого порядка.

Пример 3. Найдем решение двухточечной задачи для системы разностных
уравнений первого порядка

z(k + 1) = Az(k) + f, ℓz(·) :=M z(0) +N z(3) = 0, (10)

где

A =

 0 3 3
1 0 0
2 0 0

 , M :=

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , f =

 1
0
1

 , N := 10
√
10

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Вырожденная матрица A(k) постоянного ранга σ = 2 в виде стандартного раз-
ложения, а также возмущение A(ε) матрицы A(k) представлены в примере 1, при
этом нормальная фундаментальная матрица X(k, ε), соответствующая возмущен-
ной матрице A(k, ε) была найдена там же. Возмущение матрицы

Q(ε) =

 3
√
10
(
60 + ε2

)
−9 ε

(
−10 + ε2

)
−30 ε+ 9 ε3

0 0 1
0 0 0


будем искать в виде

Q(ε) := Q(ε) + εΞ, Ξ ∈ R3×3, 0 < ε≪ 1.

Предполагая матрицу Q(ε) невырожденной, находим

Ξ(ε) = R1(ε) · J̌σq · S1(ε), J̌σq :=
(
O O
O I1

)
,

где

R1(ε) =

 −9 ε
(
−10 + ε2

)
−30 ε+ 9 ε3 0

0 1 0
0 0 1

 , S1(ε) =

 3
√
10(60+ε2)
90 ε−9 ε3

1 0

0 0 1
0 1 0

 .

Таким образом, находим невырожденную матрицу

Q(ε) =

 3
√
10
(
60 + ε2

)
−9 ε

(
−10 + ε2

)
−30 ε+ 9 ε3

0 0 1
0 ε 0

 ,
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которая определяет обобщенный оператор Грина

G

[
f(s)

]
(0, ε) =

 −90+2
√
10 ε+3 ε2

3(60+ε2)

0
0

 , G

[
f(s)

]
(1, ε) =


1

−90+2
√
10 ε+3 ε2

3(60+ε2)

− ε(4
√
10+3 ε)

3(60+ε2)

 ,

G

[
f(s)

]
(2, ε) =

 −30+6
√
10 ε+5ε2

60+ε2

180−18
√
10 ε+7ε2

180+3ε2

540+9
√
10 ε+7ε2

180+3ε2

 , G

[
f(s)

]
(3, ε) =

 780−9
√
10 ε+15 ε2

60+ε2

−30+30
√
10 ε+23 ε2

60+ε2

0

 ,

в свою очередь, определяемый оператором Грина задачи Коши для возмущенной
системы разностных уравнений

K

[
f(s)

]
(0, ε) =

 0
0
0

 , K

[
f(s)

]
(1, ε) =

 1
0
1

 ,

K

[
f(s)

]
(2, ε) =

 4

1−
√

2
5 ε

3 + ε√
10

 , K

[
f(s)

]
(3, ε) =


13− 3 ε√

10

4− 2
√

2
5 ε−

3 ε2

5

9 +
√

2
5 ε+

3 ε2

10

 .

Итак, найдено ограниченное решение z(k, ε) регуляризованной краевой задачи (9)
для линейной краевой задачи (10)

z(k, ε) = G

[
f(s);α

]
(k, ε), z(k, ·) ∈ C[0, ε0], k = 0, 1, 2, 3,

следовательно найдено ограниченное решение z(k) линейной краевой задачи для
вырожденной системы (10):

z(k) := G

[
f(s);α

]
(k, 0), k = 0, 1, 2, 3;

здесь

z(0) = −1

2

 1
0
0

 , z(1) =
1

2

 2
−1
0

 , z(2) =
1

2

 −1
2
6

 , z(3) =
1

2

 26
−1
0

 .

Доказанная теорема обобщает соответствующие результаты [1] на случай необ-
ратимости матрицы A(k). Кроме того, полученные результаты аналогично [10] мо-
гут быть использованы в теории устойчивости для систем разностных уравнений,
а также аналогично [11,12] — в теории нелинейных нетеровых краевых задач для
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систем разностных уравнений. Предложенная в статье схема исследования анало-
гично [11,13–15] может быть перенесена на нелинейные краевые задачи для систем
разностных уравнений.
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S.M. Chuiko, E.V. Chuiko, Ya.V. Kalinichenko
On a regularization method for solving linear Noetherian boundary value problem for
difference system.

The article proposes unusual regularization conditions as well as a scheme for finding bounded solutions
of the linear Noetherian boundary value problem for a system of difference equations in the critical
case, significantly using the Moore-Penrose matrix pseudo-inversion technology. The problem posed in
the article continues the study of the a sufficient condition for solvability and regularization conditions
for linear Noetherian boundary value problems in the critical case given in the monographs by
A.N. Tikhonov, V.Ya. Arsenin, S.G. Krein, A.M. Samoilenko, N.V. Azbelev, V.P. Maksimov, L.F.
Rakhmatullina and A.A. Boichuk. The general case is studied in which a linear bounded operator
corresponding to a homogeneous part of a linear Noetherian boundary value problem has no inverse.
The noninvertibility of the operators corresponding to a homogeneous part of a linear Noetherian
boundary value problem is a consequence of the fact that the number of boundary conditions does
not coincide with the number of unknown variables of the difference equations. Using the theory of
generalized inverse operators and Moore-Penrose pseudoinverse matrix in the article, a generalized
Green operator is constructed and the type of a linear perturbation of a regularized linear Noether
boundary value problem for a system of difference equations in the critical case is found. The proposed
regularization conditions, as well as the scheme for finding of bounded solutions to linear Noetherian
boundary value problems for a system of difference equations in the critical case, are illustrated in
details with examples. In contrast to the earlier articles of the authors, the regularization problem for
a linear Noether boundary value problem for a system of difference equations in the critical case has
been resolved constructively, and sufficient conditions has been obtained for the existence of a bounded
solution to the regularization problem.

Keywords: regularization, linear Noether boundary value problem, systems of difference equations.

С.М. Чуйко, О.B. Чуйко, Я.В. Калиниченко
Про регуляризацiю лiнiйної нетерової крайової задачi для системи рiзницевих рiв-
нянь.

У статтi запропоновано оригiнальнi умови регуляризацiї, а також схема знаходження розв’яз-
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кiв лiнiйної нетерової крайової задачi для системи рiзницевих рiвнянь, при цьому iстотно ви-
користано технiку псевдообернення матриць за Муром–Пенроузом. Поставлена в статтi зада-
ча продовжує дослiдження умов регуляризацiї лiнiйних нетерових крайових задач, наведених
у монографiях А.М. Тихонова, В.Я. Арсенiна, С.Г. Крейна, М.В. Азбелева, А.М. Самойленка,
Л.Ф. Рахматуллiної та О.А. Бойчука. Дослiджено загальний випадок, коли лiнiйний обмежений
оператор, вiдповiдний до однорiдної частини лiнiйної нетерової крайової задачi, не має оберне-
ного. У статтi побудовано узагальнений оператор Грiна та знайдений вигляд лiнiйного збурення
регулярiзованої лiнiйної крайової задачi для системи рiзницевих рiвнянь. Запропонованi умови
регуляризацiї, а також схема знаходження розв’язкiв лiнiйних нетерових крайових задач для
системи рiзницевих рiвнянь детально проiлюстровано на прикладах. На вiдмiну вiд попереднiх
статей авторiв, задача про регуляризацiю лiнiйної крайової задачi для системи рiзницевих рiв-
нянь розв’язана конструктивно, причому отриманi достатнi умови iснування розв’язку задачi
про регуляризацiю.

Ключовi слова: регуляризацiя, лiнiйна нетерова крайова задача, системи рiзницевих рiвнянь.
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АПРIОРНI ОЦIНКИ ТИПУ КЕЛЛЕРА–ОССЕРМАНА
ДЛЯ ДВIЧI НЕЛIНIЙНИХ АНIЗОТРОПНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ
РIВНЯНЬ З АБСОРБЦIЄЮ

Отримано поточковi оцiнки зверху для розв’язкiв двiчi нелiнiйних анiзотропних параболiчних
рiвнянь з абсорбцiйним членом, якi вираженi у термiнах вiдстанi до межi. Оцiнки такого типу
беруть свiй початок в роботах Дж. Б. Келлера, Р. Оссермана i мають значення для так званих
великих розв’язкiв.
MSC: 35B45.
Ключовi слова: апрiорнi оцiнки, анiзотропнi параболiчнi рiвняння.

1. Вступ.

У данiй статтi отримано апрiорнi оцiнки типу Келлера–Оссермана для невiд’єм-
них розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь з абсорбцiйним членом. Такi
оцiнки мають важливе значення в теорiї iснування i неiснування так званих ве-
ликих розв’язкiв, iнiцiйованих К. Бандле i М. Маркусом [1], а також у задачах
регулярностi, усувностi iзольованих особливостей.

Вiдмiтимо, що першi оцiнки такого типу були зробленi для рiвняння p-Лапласу
з абсорбцiйним членом

△pu = uq, x ∈ Ω ⊂ Rn, q > p− 1

Дж. Келлером [2] i Р. Оссерманом [3] при p = 2, i розповсюдженi на випадок, коли
p ̸= 2 Д. Васкесом [4]: будь-який невiд’ємний розв’язок u ∈ C2(Ω) задовольняє
нерiвностi

u(x) ≤ c dist(x, ∂Ω)
− p
q−p+1 , f(u) = uq,

де dist(x, ∂Ω) вiдстань до межi i c = c(p, q, n).

Вiдомо, що такi оцiнки для розв’язкiв елiптичних i параболiчних рiвнянь пов’я-
занi з рiвняннями, для яких мають мiсце теореми порiвняння. Для ознайомлення
з результатами дивiться [5–8] i на посилання в них. Анiзотропнi елiптичнi та па-
раболiчнi рiвняння були об’єктом дослiдження невеликої кiлькостi робiт, оскiльки
для них немає принципу порiвняння, i основнi роботи стосуються рiвнянь тiльки
з конкретним членом абсорбцiї, а саме f(u) = uq (див. [9–18]). Взагалi анiзотропнi
рiвняння мало вивченi, якiсна теорiя для них не побудована, тому останнiм часом
зростає зацiкавленiсть в дослiдженнi якiсних властивостей розв’язкiв цих рiвнянь.

Роботу виконано за пiдтримки гранту 0118U003138 Мiнiстерства освiти i науки України.
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2. Постановка задачi i основний результат.
В обмеженiй областi ΩT = Ω × (0, T ), 0 < T < ∞,Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 розгляне-

мо невiд’ємнi розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiвняння другого порядку у
дивергентному виглядi

ut − divA(x, t, u,∇u) + a0(u) = 0, (x, t) ∈ ΩT . (1)

На коефiцiєнти рiвняння A = (a1, ..., an) i a0 будемо накладати наступнi умовi

• A = (a1, ..., an) i a0 задовольняють умовi Каратеодорi

•

A(x, t, u, ξ)ξ ≥ ν1

n∑
i=1

|u|(mi−1)(pi−1)|ξi|pi ,

|ai(x, t, u, ξ)| ≤ ν2u
(mi−1)

pi−1

pi

 n∑
j=1

|u|(mj−1)(pj−1)|ξj |pj

1− 1
pi

, i = 1, n, (2)

a0(u) ≥ ν1f(u),

де ν1, ν2 додатнi сталi , f(u)− неперервна, додатня функцiя та для показникiв
mi, pi справедливi нерiвностi

2 < p1 ≤ ... ≤ pn, min
1≤i≤n

mi > 1, max
1≤i≤n

mi(pi − 1) ≤ 1 +
κ

n
, p < n, (3)

де κ = n(p(m− d)− 1) + p, d = 1
n

n∑
i=1

mi
pi
.

Не втрачаючи спiльностi, будемо вважати, що mn = max
1≤i≤n

mi.

Введемо необхiднi означення.
Означення 1. Будемо казати, що функцiя φ належить простору Vp,m(ΩT ),

якщо φ ∈ C(0, T, L2(Ω)) i
n∑
i=1

∫∫
ΩT

|φ|(mi−1)(pi−1) |φxi |
pi dxdt <∞.

Означення 2. Будемо казати, що u− слабкий розв’язок рiвняння (1), якщо
u ∈ Vp,m(ΩT ) i для будь-якого iнтервалу (t1, t2) ⊂ (0, T ) справедлива iнтегральна
тотожнiсть

∫
Ω

uφdx

∣∣∣∣∣∣
t2

t1

+

t2∫
t1

∫
Ω

{−uφt +A(x, t, u,∇u)∇φ+ a0(u)φ} dx dt = 0 (4)

для всiх φ ∈
o
V p,m(ΩT ).
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Зауваження 1. Умова (3) гарантує локальну обмеженiсть слабкого розв’язку
рiвняння (1) ([19]).

Для формулювання головного результата введемо наступнi позначення. За-
фiксуємо довiльну точку (x(0), t(0)) ∈ ΩT , для будь-яких τ, θ1, θ2, ..., θn > 0, θ =

(θ1, ..., θn) визначемо цилiндри Qθ,τ (x
(0), t(0)) := {(x, t) : |t − t(0)| < τ, |xi − x

(0)
i | <

θi, i = 1, n} i позначемоM(θ, τ) := sup
Qθ,τ (x(0),t(0))

u, δ(θ, τ) := sup
Qθ,τ (x(0),t(0))

δ(u), Φ(θ, τ) :=

sup
Qθ,τ (x(0),t(0))

Φ(u), Φ(u) =
u∫
0

g(s)ds, g(s) = smn−1f(s).

Теорема 1. Нехай виконанi умови (2), (3) i u− невiд’ємний слабкий розв’язок
рiвняння (1), припустимо також, що f ∈ C1(R1

+) i f ′
(u) ≥ 0. Зафiксуємо точку

(x(0), t(0)) ∈ ΩT i нехай σ ∈ (0, 1), τ ∈ (0,min(θpnn , t(0), T − t(0))), θi ∈ (0, θn) для
i ∈ I

′
= {i = 1, n : mi(pi − 1) < mn(pn − 1)} i θi = θn для i ∈ I

′′
= {i = 1, n :

mi(pi − 1) = mn(pn − 1)}. Тодi iснують додатнi сталi c1, c2, якi залежать лише
вiд n, ν1, ν2,m1, ...,mn, p1, ..., pn, що виконується

u(x(0), t(0)) ≤ (τ−1ρpn)
1

mn(pn−1)−1 +
∑
i∈I′

(θ−1
i θ

pn
pi
n )

pi
mn(pn−1)−mi(pi−1) , (5)

або
Φ(σθ, στ) ≤ c1(1− σ)−c2θ−pnn δ(θ, τ)Mmnpn−1(θ, τ). (6)

У випадку, коли I
′ пуста множина, тобто m1(p1 − 1) = m2(p2 − 1) = ... =

mn(pn − 1), або справедлива оцiнка

u(x(0), t(0)) ≤ (τ−1θpnn )
1

mn(pn−1)−1 , (7)

або (5) має мiсце.

3. Доведення основного результату.
3.1 Допомiжний матерiал

Лема 1. ([20]) Нехай Ω ∈ Rn, n ≥ 2 обмежена множина, u ∈
o
W 1,1(Ω), тодi

справедлива наступна нерiвнiсть

∥u∥Lq(Ω) ≤ γ

n∏
i=1

∫
Ω

|uxi |dx

 1
n

, q =
n

n− 1
,

де додатня стала γ залежить лише вiд n.

Лема 1. ([21]) Нехай для послiдовностi невiд’ємних чисел {yj}j∈N , j = 0, 1, 2, ...
виконується нерiвнiсть

yj+1 ≤ Cbjy1+εj ,
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де ε, C > 0, b > 1. Тодi справедлива оцiнка

yj ≤ C
(1+ε)j−1

ε b
(1+ε)j−1

ε2
− j
ε y

(1+ε)j

0 .

Зокрема, якщо y0 ≤ C− 1
ε b−

1
ε2 , тодi lim

j→∞
yj = 0.

3.2 Допомiжнi результати

Зафiксуємо довiльну точку (x̄, t̄) ∈ ΩT , для будь-яких η1, ..., ηn > 0, η=(η1, ..., ηn)
i s > 0 визначемо цилiндри Qη,s(x̄, t̄) := Qη(x̄) × (t̄ − s, t̄ + s), щоб Qη,s(x̄, t̄) ⊂ ΩT
через ζ позначемо невiд’ємну кусково-гладку функцiю, що обертається в 0 на па-
раболiчнiй межi Qη,s(x̄, t̄). Будемо вважати, що

2 < p1 ≤ ... ≤ pn−1 < pn, min
1≤i≤n

mi > 1, mn(pn − 1) ≤ 1 +
κ

n
, p < n. (8)

Через γ позначемо сталу, яка залежить тiльки вiд n, ν1, ν2, p1, ..., pn,m1, ...,mn

i змiнюється вiд рядка до рядка.

Лема 3. Нехай u — невiд’ємний слабкий розв’язок рiвняння (1) i нехай ви-
конанi умови (2), (3). Тодi для кожного цилiндру Qη,s(x̄, t̄) ⊂ ΩT i для кожної
додатньої сталої k виконується нерiвнiсть

sup
|t−t̄|<s

∫
Qη(x̄)

(Φ(u)− k)2+ζ
pndx+

n∑
i=1

∫∫
Ak,η,s

g2(u)u(mi−1)(pi−1)|uxi |piζpndxdt+

+

∫∫
Ak,η,s

f(u)g(u)(Φ(u)− k)+ζ
pndxdt ≤ γ

∫∫
Ak,η,s

(Φ(u)− k)2+|ζt|ζpn−1dxdt+

+γ

n∑
i=1

∫∫
Ak,η,s

(Φ(u)− k)2+δ
pi−2(u)u(mi−1)(pi−1)|ζxi |pidxdt, (9)

де Ak,η,s = {(x, t) ∈ Qη,s(x̄, t̄) : Φ(u) > k}.

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (4) пiдставимо пробну функцiю φ =

152



Оцiнки типу Келлера–Оссермана для анiзотропних параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю

(Φ(u)− k)+g(u)ζ
p. Застосувавши умову (2), отримаємо

sup
|t−t̄|<s

∫
Qη(x̄)

(Φ(u)− k)2+ζ
pndx+

∫∫
Ak,η,s

f(u)g(u)(Φ(u)− k)+ζ
pndxdt+

+
n∑
i=1

∫∫
Ak,η,s

(
g2(u) + g

′
(u)(Φ(u)− k)+

)
u(mi−1)(pi−1)|uxi |piζpndxdt ≤

≤ γ

∫∫
Ak,η,s

(Φ(u)− k)2+|ζt|ζpn−1dxdt+

+ γ

n∑
i=1

∫∫
Ak,η,s

 n∑
j=1

g2(u)u(mj−1)(pj−1)|uxj |pjζpn
1− 1

pi

×

× g
2
pi

−1
(u)u

(mi−1)
pi−1

pi (Φ(u)− k)+|ζxi |ζ
pn
pi

−1
dxdt.

З останньої формули, використовуючи нерiвнiсть Юнга i очевидну нерiвнiсть
Φ(u)
g(u) ≤ δ(u), приходимо до оцiнки (9). �

3.3 Доведення Теореми 1
Розглянемо цилiндрQθ,τ (x(0), t(0)) i нехай (x̄, t̄) довiльна точка уQσθ,στ (x(0), t(0)).

Якщо u(x(0), t(0))≥(τ−1ρpn)
1

mn(pn−1)−1 +
n−1∑
i=1

(
θ−1
i ρ

pn
pi

) pi
mn(pn−1)−mi(pi−1)

, тодi M(θ, τ)=

max(M(θ,τ),δ(θ,τ))≥(τ−1ρpn)
1

mn(pn−1)−1 +
n−1∑
i=1

(
θ−1
i ρ

pn
pi

) pi
mn(pn−1)−mi(pi−1)

, i отже Qη,s(x̄, t̄) ⊂

Qθ,τ (x
(0), t(0)), де s = (1−σ)θpnn M1−mn(pn−1)(θ, τ), ηi = (1−σ)θ

pn
pi
n Mmi(pi−1)−mn(pn−1)

(θ, τ), i = 1, n. Для фiксованої сталої k > 0 i l, j = 0, 1, 2... визначемо αl =
1
4(1 + 2−1 + ... + 2l), ηi,j,l = (αl +

1
42

−j−l−1)ηi, i = 1, n, ηj,l = (η1,j,l, ..., ηn,j,l),
sj,l = (αl +

1
42

−j−l−1)s, kj = k(1 − 2−j), Qj,l = Qηj,l,sj,l(x̄, t̄), Akj ,j,l = {(x, t) ∈ Qj,l :

F (u) > kj}. Let ζj ∈ C∞
0 (Qj,l), 0 ≤ ζj ≤ 1, ζj = 1 in Qj+1,l,

∣∣∣ ∂ζj∂xi

∣∣∣ ≤ γ2j+l−1ηi, i = 1, n,∣∣∣∂ζj∂t ∣∣∣ ≤ γ2j+ls−1.

Застосувавши нерiвнiсть Гьольдера i Лему 1, отримаємо∫∫
Akj+1,j+1,l

(Φ(u)− kj+1)
2
+dxdt ≤

≤

 ∫∫
Akj+1,j+1,l

(
Φ(u)− kj+1)

2
+ζ

pn
j

)n+1
n
dxdt


n
n+1

|Akj+1,j+1,l|
1

n+1 ≤
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≤ γ

 sup
|t−t̄|<sj,l

∫
Qηj,l(x̄)

(Φ(u)− kj+1)
2
+ζ

pn
j dx


1

n+1

×

×
n∏
i=1

 ∫∫
Akj+1,j,l

∣∣∣∣((Φ(u)− kj+1)
2
+ζ

pn
j

)
xi

∣∣∣∣ dxdt


n
n+1

|Akj+1,j,l|
1

n+1 (10)

Використовуючи нерiвнiсть Φ(u) − kj ≥ k
2j+1 , яка справедлива на множинi

Akj+1,j,l,
Φ(u)
g(u) ≤ δ(u), оцiнимо другий доданок у правiй частинi (10):∫∫

Akj+1,j,l

∣∣∣∣((Φ(u)− kj+1)
2
+ζ

pn
j

)
xi

∣∣∣∣ dxdt ≤ γ

∫∫
Akj+1,j,l

g(u)(Φ(u)− kj+1)+|uxi |ζ
pn
j dxdt+

+ γ

∫∫
Akj+1,j,l

(Φ(u)− kj+1)
2
+

∣∣∣∣∂ζj∂xi

∣∣∣∣ ζpn−1
j dxdt ≤

≤ γ2jγk
− pi−1

pi

 ∫∫
Akj+1,j,l

g2(u)u(mi−1)(pi−1)|uxi |piζ
pn
j dxdt


1
pi

×

×

 ∫∫
Akj+1,j,l

(
Φ(u)

g(u)

) pi
pi−1

g(u)umn−mif(u)(Φ(u)− kj)+ζ
pn
j dxdt


pi−1

pi

+

+ γ

∫∫
Akj,j,l

(Φ(u)− kj)
2
+

∣∣∣∣∂ζj∂xi

∣∣∣∣ ζpn−1
j dxdt ≤

≤ γ2jγk
− pi−1

piδ(θ, τ)M
mn−mi

pi
(pi−1)

(θ, τ)

∫∫
Akj,j,l

g2(u)u(mi−1)(pi−1)|uxi |piζ
pn
j dxdt


1
pi

×

×

∫∫
Akj,j,l

g(u)f(u)(Φ(u)− kj)+ζ
pn
j dxdt


1− 1

pi

+ γ

∫∫
Akj,j,l

(Φ(u)− kj)
2
+

∣∣∣∣∂ζj∂xi

∣∣∣∣ dxdt (11)

Обираючи k з умови

k ≥ θ−pnn δ(θ, τ)Mmnpn−1(θ, τ),
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та використовуючи Лему 3, з (10), (11) маємо

yj+1,l =

∫∫
Akj+1,j+1,l

(Φ(u)− kj+1)
2
+dxdt ≤γ(1− σ)−γ2(j+l)γk−

2
n+1|Qη,s(x̄, t̄)|−

1
n+1y

1+ 1
n+1

j,l .

Нехай Ql = Qαlη,αls,Φl = sup
Ql

Φ(u), з Леми 2 випливає, що yj,l → 0, коли j → ∞,

за умови, що k задовольняє рiвностi

k2 = γ(1− σ)−γ2γl |Qη,s(x̄, t̄)|−1
∫∫
Ql+1

Φ2(u)dxdt.

Якщо ε ∈ (0, 1), тодi з попередньої нерiвностi отримаємо

Φl ≤ γθ−pnn δ(θ, τ)Mmnpn−1(θ, τ)+

+ γ(1− σ)−γ2γlδ
1
2(θ, τ)M

mn−1
2 (θ, τ)Φ

1
2
l+1 |Qη,s(x̄, t̄)|

− 1
2

 ∫∫
Q η

2 ,
s
2
(x̄,t̄)

f(u)dxdt


1
2

≤

≤ εΦl+1 + γθ−pnn δ(θ, τ)Mmnpn−1(θ, τ)+

+ γε−1(1− σ)−γ2γlδ(θ, τ)Mmn−1(θ, τ) |Qη,s(x̄, t̄)|−1
∫∫

Q η
2 ,
s
2
(x̄,t̄)

f(u)dxdt, l = 0, 1, 2...

З цього за допомогою iтерацiй приходимо до оцiнки

Φ(u(x̄, t̄)) ≤ Φ0 ≤ εlΦl+γε
−1σ−γ

l−1∑
i=0

(ε2γ)i×

×

θ−pnn δ(θ, τ)Mmnpn−1(θ, τ) + δ(θ, τ)Mmn−1(θ, τ) |Qη,s(x̄, t̄)|−1
∫∫

Q η
2 ,
s
2
(x̄,t̄)

f(u)dxdt

 ,

для кожного l ≥ 1.

Оберемо ε = 2−γ−1, щоб сума у правiй частинi була збiжним рядом, коли l → ∞:

Φ(u(x̄, t̄)) ≤ γ(1−σ)−γθ−pnn δ(θ, τ)Mmnpn−1(θ, τ)dxdt+

+γ(1− σ)−γδ(θ, τ)Mmn−1(θ, τ) |Qη,s(x̄, t̄)|−1
∫∫

Q η
2 ,
s
2
(x̄,t̄)

f(u)dxdt. (12)
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Нехай ξ ∈ C∞
0 (Qη,s(x̄, t̄)), 0 ≤ ξ ≤ 1, ξ = 1 у Q η

2
, s
2
(x̄, t̄),

∣∣∣ ∂ξ∂xi ∣∣∣ ≤ γη−1
i , i =

1, n,
∣∣∣∂ξ∂t ∣∣∣ ≤ γs−1. Щоб оцiнити iнтеграл у правiй частинi формули (12), у iнте-

гральну тотожнiсть (4) пiдставимо функцiю φ = u
u+εξ

pn . Використовуючи умову
(2), нерiвнiсть Гьольдера i переходячи до границi, коли ε→ 0, отримаємо∫∫

Qη,s(x̄,t̄)

f(u)ξpndxdt ≤ γ

∫∫
Qη,s(x̄,t̄)

u|ξt|ξpn−1dxdt+

+γ
n∑
i=1

 n∑
j=1

∫∫
Qη,s(x̄,t̄)

|uxi |pjξpndxdt


1− 1

pi

 ∫∫
Qη,s(x̄,t̄)

|ξxi |pidxdt


1
pi

.

Тепер пiдставляючи в iнтегральну тотожнiсть (4) пробну функцiю φ = uξpn ,
використовуючи умову (2) i нерiвнiсть Юнга, маємо∫∫

Qη,s(x̄,t̄)

f(u)ξpndxdt ≤ γM(θ, τ)|Qη(x̄)|. (13)

Комбiнуючи нерiвностi (12), (13), приходимо до оцiнки

Φ(u(x̄, t̄)) ≤ γσ−γθ−pnn δ(θ, τ)Mmnpn−1(θ, τ). (14)

Оскiльки (x̄, t̄) була довiльна точка з цилiндру Qσθ,στ (x(0), t(0)), тодi з нерiвностi
(14) виходить необхiдна оцiнка (6), що доводить Теорему 1.
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M.A. Shan
Keller-Osserman a priori estimates for doubly nonlinear anisotropic parabolic equations
with absorption term.

We are concerned with divergence type quasilinear parabolic equation with measurable coefficients and
lower order terms model of which is a doubly nonlinear anisotropic parabolic equations with absorption
term. This class of equations has numerous applications which appear in modeling of electrorheological
fluids, image precessing, theory of elasticity, theory of non-Newtonian fluids with viscosity depending
on the temperature. But the qualitative theory doesn’t construct for these anisotropic equations.
So, naturally, that during the last decade there has been growing substantial development in the
qualitative theory of second order anisotropic elliptic and parabolic equations. The main purpose is to
obtain the pointwise upper estimates in terms of distance to the boundary for nonnegative solutions
of such equations. This type of estimates originate from the work of J. B. Keller, R. Osserman, who
obtained a simple upper bound for any solution, in any number of variables for Laplace equation. These
estimates play a crucial role in the theory of existence or nonexistence of so called large solutions of such
equations, in the problems of removable singularities for solutions to elliptic and parabolic equations.
Up to our knowledge all the known estimates for large solutions to elliptic and parabolic equations
are related with equations for which some comparison properties hold. We refer to I.I. Skrypnik, A.E.
Shishkov, M. Marcus , L. Veron, V.D. Radulescu for an account of these results and references therein.
Such equations have been the object of very few works because in general such properties do not hold.
The main ones concern equations only in the precise choice of absorbtion term f(u) = uq. Among the
people who published significative results in this direction are I.I. Skrypnik, J. Vetois, F.C. Cirstea,
J. Garcia-Melian, J.D. Rossi, J.C. Sabina de Lis. The main result of the paper is a priori estimates of
Keller-Osserman type for nonnegative solutions of a doubly nonlinear anisotropic parabolic equations
with absorption term that have been proven despite of the lack of comparison principle. To obtain
these estimates we exploit the method of energy estimations and De Giorgy iteration techniques.

Keywords: a priori estimates, anisotropic parabolic equations.
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М.А. Шань
Априорные оценки типа Келлера-Оссермана для дважды нелинейных анизотропных
параболических уравнений с абсорбцией.

Получены поточечные оценки сверху для решений дважды нелинейных анизотропных параболи-
ческих уравнений с абсорбционным членом в терминах расстояния до границы. Оценки такого
типа берут свое начало в работах Дж. Келлера, Р. Оссермана и имеют значение для так назы-
ваемых больших решений.

Ключевые слова: априорные оценки, анизотропные параболические уравнения.

Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса,
Вiнниця
shan maria@ukr.net

Отримано 25.09.18

159



ISSN 1683-4720 Працi IПММ НАН України. 2018. Том 32

УДК 517.9
DOI: 10.37069/1683-4720-2018-32-16

c⃝2018. В.С. Шпакiвський

ГIПЕРКОМПЛЕКСНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

В данiй роботi пропонується процедура побудови нескiнченної кiлькостi сiмейств розв’язкiв зада-
них лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами. При
цьому використовуються моногеннi (тобто неперервнi i диференцiйовнi в сенсi Гато) функцiї, що
визначенi на певних послiдовностях комутативних асоцiативних алгебр над полем комплексних
чисел. Для досягнення цiєї мети, спочатку вивчаються розв’язки, так званого, характеристичного
рiвняння на заданiй послiдовностi алгебр. Далi вивчаються моногеннi функцiї на послiдовностi
алгебр та дослiджується їх зв’язок з розв’язками рiвняннь в частинних похiдних. Запропоно-
ваний метод застосовано до побудови розв’язкiв деяких рiвнянь математичної фiзики. Зокрема,
для тривимiрних рiвняння Лапласа та хвильового рiвняння, для рiвняння поперечних коливань
пружного стержня та спряженого з ним, узагальненого бiгармонiчного рiвняння та двовимiрного
рiвняння Гельмгольца.
MSC: 30G35, 57R35.
Ключовi слова: комутативна асоцiативна алгебра, моногенна функцiя, характеристичне рiв-
няння, розширення комутативної алгебри.

1. Вступ.
Нехай A — n-вимiрна комутативна асоцiативна алгебра над полем комплексних

чисел C i нехай e1, e2, . . . , ed — набiр векторiв в A, де нутуральне число d ≥ 2.
Позначимо ζ := x1e1+x2e2+ · · ·+xded, де x1, x2, . . . , xd ∈ R i визначимо на алгебрi
A експоненцiальну функцiю exp ζ у виглядi суми абсолютно збiжного ряду

exp ζ :=

∞∑
r=0

ζr

r!
. (1)

Похiдна вiд функцiї Φ(ζ) = exp ζ розумiється як формальна похiдна ряду (1). Як
наслiдок, ∂

∂xj
exp ζ = ej exp ζ, j = 1, 2, . . . , d.

Нехай Z+ := {0, 1, 2, . . . }. Позначимо α := (α1, α2, . . . , αd), αj ∈ Z+, j =
1, 2, . . . , d, i |α| := α1 + α2 + · · · + αd. Розглянемо загальне лiнiйне рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами

E(u) := E0(u) + E1(u) + · · ·+ Ep(u) = 0, (2)

де

Ek(u) :=
∑

α:|α|=k

Ckα1,α2,...,αd

∂ku

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαdd
, Ckα1,α2,...,αd

∈ R.
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Гiперкомплексний метод розв’язування лiнiйних диференцiальних рiвнянь

Внаслiдок рiвностi

E(u) = (E∗
0 + E∗

1 + · · ·+ E∗
p) exp ζ,

де
E∗
k :=

∑
α:|α|=k

Ckα1,α2,...,αd
eα1
1 eα2

2 · · · eαdd ,

функцiя exp ζ задовольняє рiвняння (2), якщо вектори e1, e2, . . . , ed задовольняють
характеристичне рiвняння

E∗
0 +E∗

1 + · · ·+ E∗
p = 0. (3)

Оскiльки рiвняння (2) лiнiйне, то всi комплекснозначнi компоненти розкладу
функцiї exp ζ за базисом алгебри A також є його розв’язками.

Якщо ж рiвняння (2) має вигляд

Ep(u) = 0, (4)

то, очевидно, що при виконаннi умови E∗
p(u) = 0 не лише exp ζ є розв’язком рiв-

няння (4), але й довiльна A-значна аналiтична функцiя Φ змiнної ζ. Аналогiчно,
усi комплекснозначнi компоненти розкладу функцiї Φ за базисом алгебри A також
є розв’язками рiвняння (4).

Такий пiдхiд до побудови розв’язкiв заданих диференцiальних рiвнянь в частин-
них похiдних використовувався в багатьох роботах, зокрема в роботах [1–14].

Таким чином, маємо двi задачi. Задача (З 1) — описати всi набори векторiв
e1, e2, . . . , ed, якi задовольняють характеристичне рiвняння (3) (або вказати проце-
дуру за якою вони знаходяться), а друга задача (З 2) — описати всi компоненти
аналiтичної функцiї. Зокрема, для рiвняння (4) — описати компоненти функцiї
Φ(ζ) = exp ζ.

Вiдмiтимо, що в роботах [15, 16] отримано конструктивний опис усiх аналiтич-
них функцiй зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiатив-
нiй алгебрi над полем C. Теорема 5.1 роботи [17] стверджує, що для побудови
розв’язкiв диференцiального рiвняння (2) у виглядi компонент моногенних функ-
цiй зi значеннями в комутативних асоцiативних алгебрах, достатньо обмежитись
вивченням моногенних функцiй в алгебрах з базисом {1, η1, η2, . . . , ηn−1}, де
η1, η2, . . ., ηn−1 — нiльпотенти. А в роботi [18] показано, що в кожнiй алгебрi з
базисом виду {1, η1, η2, . . . , ηn−1} рiвняння (3) має розв’язки. Тобто, на класах ко-
мутативних асоцiативних алгебр з базисом {1, η1, η2, . . . , ηn−1} задачi (З 1) та (З 2)
повнiстю розв’язанi.

Варто зауважити, що в скiнченновимiрних алгебрах розклад аналiтичної фун-
кцiї за базисом має скiнченну кiлькiсть компонент, а тому породжує скiнченне
число розв’язкiв заданого диференцiального рiвняння в частинних похiдних.

В данiй роботi пропонується процедура побудови нескiнченної кiлькостi сi-
мейств розв’язкiв заданих рiвнянь з частинними похiдними, використовуючи ана-
лiтичнi функцiї, що визначенi на певних послiдовностях {En}∞n=2 комутативних
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асоцiативних алгебр. Для досягнення цiєї мети, в п. 2 вивчаються розв’язки харак-
теристичного рiвняння (3) на послiдовностi {En}∞n=2, а в п. 5 вивчаються аналiтичнi
функцiї на послiдовностi {En}∞n=2 та їх зв’язок з розв’язками рiвняння (2). В пп. 9
– 14 даний метод застосовано до побудови розв’язкiв деяких рiвнянь математичної
фiзики.

2. Послiдовностi розширень комутативної алгебри.
Нехай An — довiльна n-вимiрна комутативна асоцiативна алгебра над полем

комплексних чисел C та з єдиним iдемпотентом — одиницею алгебри. За теоремою
Е. Картана [19, с. 33] в алгебрi An iснує базис {Ik}nk=1 i iснують структурнi констан-
ти Υs

r,k такi, що виконуються наступнi правила множення:

∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , n− 1} Ir Is =

n∑
k=max{r,s}+1

Υs
r,kIk , (5)

тобто
· 1 I1 I2 . . . In−1

1 1 I1 I2 . . . In−1

I1 I1
n−1∑
k=2

Υ1
1,kIk

n−1∑
k=3

Υ1
2,kIk · · · 0

I2 I2
n−1∑
k=3

Υ1
2,kIk

n−1∑
k=3

Υ2
2,kIk · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

In−1 In−1 0 0 · · · 0

. (6)

Покладемо I0 := 1.
Нехай Ãn+1 — (n + 1)-вимiрна комутативна асоцiативна алгебра з базисом

{1, Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩn} виду (5):

∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , n} Ĩr Ĩs =

n∑
k=max{r,s}+1

Υ̃s
r,k Ĩk . (7)

Означення 1 [18]. Алгебра Ãn+1 називається розширенням алгебри An, якщо
справедливi рiвностi

Υ̃s
r,k = Υs

r,k (8)

∀ k ∈ {2, . . . , n− 1} ∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , k − 1}.
Надалi розширення алгебри An позначатимемо через E(An).

При n = 2 за означенням покладаємо, що алгебра A3(α), α ∈ C, з таблицею
множення

· 1 Ĩ1 Ĩ2

1 1 Ĩ1 Ĩ2
Ĩ1 Ĩ1 αĨ2 0
Ĩ2 Ĩ2 0 0
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є розширенням бiгармонiчної алгебри B (див., наприклад, [5]) з таблицею множен-
ня

· 1 I1

1 1 I1
I1 I1 0

.

Зауважимо, що алгебра A3(α) при всiх α ∈ C iзоморфна алгебрi A3(1), моно-
геннi функцiї в якiй вивчались в роботi [6].

Зауваження 1. Iншими словами, рiвнiсть (8) означає, що якщо в таблицi мно-
ження виду (6) алгебри E(An) вiдкинути останнiй рядок i останнiй стовпчик i
скрiзь у таблицi множення елемент Ĩn замiнити на нуль, то отримаємо таблицю
множення алгебри An.

Розглянемо приклади розширень.

Приклад 1. [18]. Кожна з наведених нижче алгебр є розширенням попередньої
алгебри.

B → A3(1) →

· 1 I1 I2 I3

1 1 I1 I2 I3
I1 I1 I2 I3 0

I2 I2 I3 0 0

I3 I3 0 0 0

→

· 1 I1 I2 I3 I4

1 1 I1 I2 I3 I4
I1 I1 I2 I3 I4 0

I2 I2 I3 I4 0 0

I3 I3 I4 0 0 0

I4 I4 0 0 0 0

.

Можна говорити також про послiдовнiсть розширень.

Означення 2. Послiдовнiсть алгебр {An}∞n=2 виду (6) називатимемо послiдо-
внiстю розширень {En}∞n=2, якщо кожна наступна алгебра An+1 є розширенням
попередньої алгебри An.

Очевидно, що E2 ≡ B, E3 спiвпадає з однiєю iз алгебр A3(α), α ∈ C i т. д.

Приклад 2. Очевидно, що наведенi в прикладi 1 алгебри мають такi вiдповiднi
базиси: {1, ρ1}, ρ2 = 0; {1, ρ1, ρ2}, ρ3 = 0; {1, ρ1, ρ2, ρ3}, ρ4 = 0; {1, ρ1, ρ2, ρ3, ρ4}, ρ5 =
0. Для кожного натурального n розглянемо алгебру An з базисом {1, ρ1, ρ2, . . . , ρn},
ρn+1 = 0. Очевидно, що (n + 1)-ша алгебра є розширенням n-ї алгебри. Тому
послiдовнiсть алгебр {An}∞n=2 з базисами {1, ρ1, ρ2, . . . , ρn} i властивiстю ρn+1 = 0
є послiдовнiстю розширень.

3. Розв’язки рiвняння (3) на послiдовностi розширень.

Означення 3. Будемо казати, що вектор e(n) =
n∑
r=0

crIr, cr ∈ C, визначений

на послiдовностi розширень {En}∞n=2 , якщо при кожному n = 2, 3, . . . справедливе
спiввiдношення e(n) ∈ En.

Означення 4. Скажемо, що рiвняння (3) має розв’язки на послiдовностi роз-
ширень {En}∞n=2 , якщо при кожному n = 2, 3, . . . iснують вектори e1(n), e2(n), . . .,
ed(n) алгебри En, якi задовольняють рiвняння (3) в En.
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Теорема 1. На кожнiй послiдовностi розширень {En}∞n=2 рiвняння (3) має
розв’язки.

Доведення. Повнiстю аналогiчно до доведення теореми 2.3 з роботи [18] дово-
диться, що при кожному n = 2, 3, . . . в алгебрi En рiвняння (3) має розв’язки. 2

Зауваження 2. Бiльше того, серед розв’язкiв e1(n), e2(n), . . . , ed(n) рiвняння
(3) на {En}∞n=2 завжди можна d−1 вектор визначити довiльним чином на {En}∞n=2 ,
а останнiй вектор виражається рекурентними спiввiдношеннями через вибранi d−1
векторiв. Нехай для визначеностi

ed(n+ 1) = f
(
e1(n+ 1), e2(n+ 1), . . . , ed−1(n+ 1), ed(n)

)
. (9)

Збiльшуючи як завгодно n, визначаємо вектор ed(n) на послiдовностi розширень
{En}∞n=2 . Очевидно, що рекурентнi формули (9) визначаються рiвнянням (3) i по-
слiдовнiстю розширень {En}∞n=2 . Прикладом рекурентних спiввiдношень (9) є фор-
мули (15) з роботи [11]. Також вiдмiтимо, що якщо у змiннiй ζ = x1e1+x2e2+ · · ·+
xded перейти до "базису" послiдовностi розширень, то ми фактично отримуємо
нескiнченновимiрну змiнну ζ.

4. Моногенi функцiї.
Нехай вектори e1, e2, . . . , ed алгебри An , якi задовольняють характеристичне

рiвняння (3) в An , мають наступний розклад в базисi алгебри:

ej =

n−1∑
r=0

ajr Ir , ajr ∈ C, j = 1, 2, . . . , d. (10)

Для елемента ζ = x1e1 + x2e2 + · · · + xded, де x1, x2, . . . , xd ∈ R, комплексне
число

ξ := x1a10 + x2a20 + · · ·+ xdad0

називається спектром точки ζ.
Видiлимо в алгебрi An лiнiйну оболонку Ed := {ζ = x1e1 + x2e2 + · · · + xded :

x1, x2, . . . , xd ∈ R}, породжену векторами e1, e2, . . . , ed алгебри An .
Далi iстотним є припущення: x1a10+x2a20+ · · ·+xdad0 ∈ C\R при всiх дiйсних

x1, x2, . . . , xd. Очевидно, що це має мiсце тодi i тiльки тодi, коли хоча б одне з
чисел a10, a20, . . . , ad0 належить C \R. В теоремi 4 роботи [16] встановлено пiдклас
рiвнянь вигляду (2) для яких умова x1a10+x2a20+ · · ·+xdad0 ∈ C \R виконується
при всiх дiйсних x1, x2, . . . , xd.

Множинi S простору Rd поставимо у вiдповiднiсть множину

Sζ := {ζ = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xded : (x1, x2, . . . , xd) ∈ S} в Ed .

Неперервну функцiю Φ : Ωζ → An називатимемо моногенною в областi Ωζ ⊂
Ed, якщо Φ диференцiйовна за Гато в кожнiй точцi цiєї областi, тобто якщо для
кожного ζ ∈ Ωζ iснує елемент Φ′(ζ) алгебри An такий, що виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ Ed.
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Φ′(ζ) називається похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ.
Розглянемо розклад функцiї Φ : Ωζ → An за базисом {Ik}n−1

k=0 :

Φ(ζ) =
n−1∑
k=0

Uk(x1, x2, . . . , xd) Ik . (11)

У випадку, коли функцiї Uk : Ω → C є R-диференцiйовними в областi Ω, тобто
для довiльного (x1, x2, . . . , xd) ∈ Ω

Uk (x1 +∆x1, x2 +∆x2, . . . , xd +∆xd)− Uk(x1, x2, . . . , xd) =

=

d∑
j=1

∂Uk
∂xj

∆xj + o

√√√√ d∑
j=1

(∆xj)2

 ,

d∑
j=1

(∆xj)
2 → 0 ,

функцiя Φ моногенна в областi Ωζ тодi i тiльки тодi, коли у кожнiй точцi областi
Ωζ виконуються наступнi аналоги умов Кошi–Рiмана:

∂Φ

∂xj
e1 =

∂Φ

∂x1
ej при всiх j = 2, 3, . . . , d.

Вiдмiтимо, що розклад резольвенти має вигляд

(te1 − ζ)−1 =
n−1∑
k=0

Ak Ik ∀ t ∈ C : t ̸= ξ , (12)

де Ak визначенi наступними рекурентними спiввiдношеннями:

A0 :=
1

t− ξ
, A1 :=

ξ1
(t− ξ)2

, ξ1 := x1a11 + x2a21 + · · ·+ xdad1,

As =
ξs

(t− ξ)2
+

1

t− ξ

s−1∑
r=1

Ar Br,s (13)

при

ξs := x1a1s + x2a2s + · · ·+ xdads , Br,s :=
s−1∑
k=1

ξkΥ
k
r,s , s = 2, 3, . . . , n− 1.

Iз спiввiдношень (12) випливає, що точки (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd, якi вiдповiдають
необоротним елементам ζ ∈ Ed, лежать на множинi

M :

{
x1Re a10 + x2Re a20 + · · ·+ xdRe ad0 = 0,

x1 Im a10 + x2 Im a20 + · · ·+ xd Im ad0 = 0
(14)

у просторi Rd.
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Нехай область Ωζ ⊂ Ed опукла вiдносно множини напрямкiв Mζ . Це означає,
що Ωζ мiстить вiдрiзок {θ1 + α(θ2 − θ1) : α ∈ [0, 1]} для всiх θ1, θ2 ∈ Ωζ таких, що
θ2 − θ1 ∈Mζ . Позначимо

D := {ξ = x1a10 + x2a20 + · · ·+ xdad0 ∈ C : ζ ∈ Ωζ}.

Теорема А [16]. Нехай область Ωζ ⊂ Ed опукла вiдносно множини напрямкiв
Mζ i нехай хоча б одне з чисел a10, a20, . . . , ad0 належить C \ R. Тодi кожна мо-
ногенна функцiя Φ : Ωζ → An подається у виглядi

Φ(ζ) =

n−1∑
k=0

Ik
1

2πi

∫
Γ

Fk(t)(t− ζ)−1 dt, (15)

де Fk — деяка голоморфна функцiя в областi D, а Γ — замкнена жорданова спрям-
лювана крива, яка лежить в областi D i охоплює точку ξ.

Оскiльки за умов теореми А кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → An продов-
жується до функцiї, моногенної в областi

Πζ := {ζ ∈ Ed : ξ ∈ D},

тому надалi будемо розглядати моногеннi функцiї Φ, визначенi в областях виду
Πζ .

5. Розв’язки рiвняння (4).
Вiдповiдно до п. 1, компоненти Uk(x1, x2, . . . , xd) моногенної функцiї (11) задо-

вольняють рiвняння (4). Крiм того, очевидно, що зображення моногенної фукцiї
(15) залежить вiд n — розмiрностi алгебри.

Далi дослiдимо, як компоненти Uk(x1, x2, . . . , xd) моногенної функцiї (11) зале-
жать вiд n i вiд k.

Отже, маємо двi алгебри En та En+1. В алгебрi En визначений набiр векторiв
e1(n), e2(n), . . . , ed(n), який задовольняє рiвняння (3), а в алгебрi En+1 визначений
iнший набiр векторiв — e1(n + 1), e2(n + 1), . . . , ed(n + 1), який також задоволь-
няє рiвняння (3) (вiдносно вибору векторiв e1(n + 1), e2(n + 1), . . . , ed(n + 1) див.
зауваження 2). В En розглядаємо змiнну ζ(n) = x1e1(n) + x2e2(n) + · · · + xded(n)
i моногенну функцiю Φ

(
ζ(n)

)
, а в алгебрi En+1 розглядаємо змiнну ζ(n + 1) =

x1e1(n+1)+x2e2(n+1)+ · · ·+xded(n+1) i моногенну функцiю Φ
(
ζ(n+1)

)
. Нехай

Φ
(
ζ(n)

)
: Πζ(n) → En має вигляд (11), а моногенна функцiя Φ

(
ζ(n+1)

)
: Πζ(n+1) →

En+1 має вигляд

Φ
(
ζ(n+ 1)

)
=

n∑
k=0

Vk(x1, x2, . . . , xd) Ĩk .

Повнiстю аналогiчно до теореми 4.1 з роботи [18] доводиться спiввiдношення

Uk(x1, x2, . . . , xd) ≡ Vk(x1, x2, . . . , xd) при всiх k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Таким чином, для побудови розв’язкiв рiвняння (4) у виглядi компонент моно-
генної функцiї має сенс розглядати лише останню — n-ту компоненту
Un(x1, x2, . . . , xd) моногенної функцiї в En при кожному фiксованому n. Перей-
демо до вичення поставленої задачi.

Праву частину рiвностi (15) подамо у виглядi:

n−1∑
k=0

Ik
1

2πi

∫
Γ

Fk(t)(t− ζ)−1 dt =
1

2πi

∫
Γ

n−1∑
k=0

IkWk(x1, . . . , xd, t)dt

i будемо розглядати функцiї Wk(x1, . . . , xd, t).
Пiдставляючи вираз для резольвенти (12) в рiвнiсть (15), враховуючи правила

множення алгебри En , отримаємо такi першi чотири значення:

W0(x1, . . . , xd, t) = F0A0 ,

W1(x1, . . . , xd, t) = F1A0 + F̃0A1 ,

W2(x1, . . . , xd, t) = F2A0 + F̃1A1Υ
1
1,2 + F̂0A2 ,

W3(x1, . . . , xd, t) = F3A0 +
(
F̂1(t)Υ

1
1,3 + F̃2(t)Υ

1
2,3

)
A1+

+
(
F̂1(t)Υ

1
2,3 + F̃2(t)Υ

2
2,3

)
A2 +

˜̃
F 0(t)A3 ,

де F з усiма iндексами i тiльдами довiльнi комплекснi аналiтичнi функцiї.
Проаналiзуємо отриманi вирази. Вiдповiдно до п. 1

1

2πi

∫
Γ

W0(x1, . . . , xd, t)dt =
1

2πi

∫
Γ

F0A0dt

є розв’язком рiвняння (4). Розглянемо вираз для W1. Оскiльки аналiтичнi функцiї
F0, F1 довiльнi, то вираз 1

2πi

∫
Γ F1A0dt задовольняє рiвняння (2). Беручи до уваги,

що 1
2πi

∫
ΓW1dt є розв’язком рiвняння (4) i що це рiвняння лiнiйне, то й їх рiзниця

1

2πi

∫
Γ

(W1 − F1A0)dt =
1

2πi

∫
Γ

F̃0A1dt

є розв’язком рiвняння (4). Мiркуючи аналогiчно, приходимо до висновку, що й
наступна рiзниця

1

2πi

∫
Γ

(W2 − F2A0 − F̃1A1Υ
1
1,2)dt =

1

2πi

∫
Γ

F̂0A2dt

є розв’язком рiвняння (4). Точно так само отримуємо наступний розв’язок:

1

2πi

∫
Γ

˜̃
F 0(t)A3dt.
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Збiльшуючи як завгодно натуральне n, отримуємо нескiнченне сiмейство роз-
в’язкiв рiвняння (4):  1

2πi

∫
Γ

Fk(t)Ak dt


∞

k=0

, (16)

де Fk — довiльнi аналiтичнi функцiї комплексної змiнної, а Ak визначенi рекурент-
ними формулами (13).

Далi вкажемо сiмейство розв’язкiв рiвняння (2). З цiєю метою зазначимо, що
визначення функцiї exp ζ у виглядi суми абсолютно збiжного ряду (1) рiвносильне
її визначенню у виглядi головного продовження голоморфної функцiї комплексної
змiнної ez в алгебру En:

exp ζ :=
1

2πi

∫
γ

ez(z − ζ)−1dz, (17)

де γ — спрямлювана кривая в комплекснiй площинi, що охоплює точку ξ = x1a10+
x2a20+ · · ·+xdad0 (див., наприклад, [20, с. 182]). А оскiльки функцiя (17) задоволь-
няє рiвняння (2), то i її компоненти також задовольняють це рiвняння. Тобто, для
рiвняння (2) будемо мати таке нескiнченне сiмейство розв’язкiв: 1

2πi

∫
Γ

etAk dt


∞

k=0

. (18)

6. Послiдовнiсть розширень {Enρ}∞n=2.
У цьому пунктi на конкретнiй послiдовностi розширень випишемо розв’язки

виглядiв (16) та (18).
Через {Enρ}∞n=2 позначимо послiдовнiсть розширень, наведену в прикладi 2. На

послiдовностi {Enρ}∞n=2 у розкладi резольвенти (12) коефiцiєнти Ak визначаються
наступними рекурентними спiввiдношеннями (див. [11]):

A0 :=
1

t− ξ
, As =

1

t− ξ
(ξsA0 + ξs−1A1 + · · ·+ ξ1As−1), s = 1, 2, . . . , n− 1. (19)

Тобто, маємо такi першi значення:

A1 =
ξ1

(t− ξ)2
, A2 =

ξ2
(t− ξ)2

+
ξ21

(t− ξ)3
,

A3 =
ξ3

(t− ξ)2
+

2ξ1ξ2
(t− ξ)3

+
ξ31

(t− ξ)4
,

A4 =
ξ4

(t− ξ)2
+

2ξ1ξ3 + ξ22
(t− ξ)3

+
3ξ21ξ2
(t− ξ)4

+
ξ41

(t− ξ)5
,
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A5 =
ξ5

(t− ξ)2
+

2ξ1ξ4 + 2ξ2ξ3
(t− ξ)3

+
3ξ21ξ3 + 3ξ1ξ

2
2

(t− ξ)4
+

4ξ31ξ2
(t− ξ)5

+
ξ51

(t− ξ)6
,

A6 =
ξ6

(t− ξ)2
+
ξ23 + 2ξ1ξ5 + 2ξ2ξ4

(t− ξ)3
+
ξ32 + 6ξ1ξ2ξ3 + 3ξ21ξ4

(t− ξ)4
+

+
4ξ31ξ3 + 6ξ21ξ

2
2

(t− ξ)5
+

5ξ41ξ2
(t− ξ)6

+
ξ61

(t− ξ)7
,

i т. д.

7. Розв’язки рiвняння (2).
Далi на {Enρ}∞n=2 випишемо експоненту (1). Для цього зауважимо, що Ar =

Ar
(
(t− ξ)s, ξ1, . . . , ξr

)
, де s = {2, 3, . . . , r + 1}.

Введемо деякi визначення. Нехай φ(t − ξ, ξ1, . . . , ξr) — довiльна комплексна
функцiя вiд (r + 1) комплексних змiнних. Визначимо лiнiйний оператор P , який
кожнiй функцiї φ ставить у вiдповiднiсть функцiю вiд r змiнних за правилом

Pφ
(
(t− ξ)s, ξ1, . . . , ξr

)
= φ

(
(s− 1)! , ξ1, . . . , ξr

)
∀ s ∈ {2, 3, . . . , r + 1}.

Так, наприклад,

P

(
ξ3

(t− ξ)2
+

2ξ1ξ2
(t− ξ)3

+
ξ31

(t− ξ)4

)
= ξ3 + ξ1ξ2 +

ξ31
3!
.

Тепер визначимо функцiї

Ψ0 := 1, Ψr(ξ1, ξ2, . . . , ξr) := P Ar
(
(t− ξ)s, ξ1, . . . , ξr

)
(20)

∀ s ∈ {2, 3, . . . , r + 1}, r = 1, 2, . . . .

Лема 1 [11]. На послiдовностi розширень {Enρ}∞n=2 справедлива рiвнiсть

exp ζ = eξ
∞∑
r=0

Ψr ρ
r, (21)

де коефiцiєнти Ψr визначенi спiввiдношеннями (20).
Випишемо декiлька перших членiв розкладу експоненти (21):

exp ζ = eξ

[
1 + ξ1 ρ+

(
ξ2 +

ξ21
2!

)
ρ2 +

(
ξ3 + ξ1ξ2 +

ξ31
3!

)
ρ3+

+

(
ξ4 +

2ξ1ξ3 + ξ22
2!

+
3ξ21ξ2
3!

+
ξ41
4!

)
ρ4+

+

(
ξ5 + ξ1ξ4 + ξ2ξ3 +

ξ1ξ
2
2 + ξ21ξ3
2!

+
ξ31ξ2
3!

+
ξ51
5!

)
ρ5 + · · ·

]
.

169



В.С. Шпакiвський

Оскiльки функцiя exp ζ задовольняє рiвняння (2), то її комплекснi компоненти
Vr(t, x) розкладу

exp ζ =
∞∑
r=0

Vr(t, x) ρ
r (22)

також задовольняють рiвняння (2). Сформулюємо це в наступному виглядi.

Теорема 2. Рiвняння (2) задовольняють комплекснi функцiї

Vr(x1, x2, . . . , xd) = Ψr(x1, x2, . . . , xd)e
ξ(x1,x2,...,xd) (23)

при всiх r = 0, 1, . . ., де полiноми Ψr визначаються рiвностями (20).

Зауваження 3. Видiляючи в комплексному розв’язку Vr дiйсну i уявну части-
ни, отримуємо два дiйснi розв’язки рiвняння (2) вигляду

Vr,1 = Ur(x1, x2, . . . , xd)e
λ(x1,x2,...,xd) cosµ(x1, x2, . . . , xd),

Vr,2 = Rr(x1, x2, . . . , xd)e
λ(x1,x2,...,xd) sinµ(x1, x2, . . . , xd),

де Ur , Rr — деякi полiноми степеня r, а λ(x1, x2, . . . , xd) := Re ξ, µ(x1, x2, . . . , xd) :=
Im ξ.

В наступнiй теоремi встановлюється властивiсть розв’язкiв вигляду (23) рiв-
няння (2).

Теорема 3. Для розв’язкiв (23) рiвняння (2) справедливi рiвностi∑
r+s=n

∫
γ

Vr(x1, x2, . . . , xd) dξs = 0 ∀ n = 0, 1, 2, . . . , (24)

де γ — довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива у просторi Rd, яка го-
мотопна точцi.

Доведення. Вiдповiдно до аналога теореми Кошi (див. теорему 3 з роботи [21]),
справедлива рiвнiсть

∫
γ exp ζ dζ = 0. Нехай n ∈ {0, 1, 2, . . .} фiксоване. Враховуючи

позначення (22), отримуємо рiвностi∫
γ

exp ζ dζ =

∫
γ

n∑
r=0

Vr(x1, x2, . . . , xd) ρ
r

n∑
s=0

dξs ρ
s =

=

∫
γ

∑
0≤r+s≤n

Vr(x1, x2, . . . , xd) dξs ρ
r+s = 0.

Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при ρr+s, отримуємо спiввiдношення (24). 2
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8. Розв’язки рiвняння (4).
У цьому пунктi на послiдовностi розширень {Enρ}∞n=2 випишемо декiлька пер-

ших сiмейств розв’язкiв виду (16) рiвняння (4). Для цього у вирази (16) пiдставимо
першi коефiцiєнти розкладу резольвенти (19). Якщо послiдовнiсть (16) позначи-
ти через {Uk(x1, x2, . . . , xd)}∞k=0, то першi значення цiєї послiдовностi матимуть
наступний вигляд:

U0 = F0(ξ), U1 = ξ1F
′
1(ξ), U2 = ξ2F

′
2(ξ) +

ξ21
2!
F ′′
2 (ξ),

U3 = ξ3F
′
3(ξ) + ξ1ξ2F

′′
3 (ξ) +

ξ31
3!
F ′′′
3 (ξ),

U4 = ξ4F
′
4(ξ) +

1

2
(2ξ1ξ3 + ξ22)F

′′
4 (ξ) +

ξ21ξ2
2

F ′′′
4 (ξ) +

ξ41
4!
F

(4)
4 (ξ),

U5 = ξ5F
′
5(ξ) + (ξ1ξ4 + ξ2ξ3)F

′′
5 (ξ) +

1

2
(ξ1ξ

2
2 + ξ21ξ3)F

′′′
5 (ξ)+

+
1

3!
ξ31ξ2F

(4)
5 (ξ) +

ξ51
5!
F

(5)
5 (ξ),

U6 = ξ6F
′
6(ξ) +

1

2
(ξ23 + 2ξ1ξ5 + 2ξ2ξ4)F

′′
6 (ξ) +

1

6
(ξ32 + 6ξ1ξ2ξ3 + 3ξ21ξ4)F

′′′
6 (ξ)+

+
1

4!
(4ξ31ξ3 + 6ξ21ξ

2
2)F

(4)
6 (ξ) +

ξ41ξ2
4!

F
(5)
6 (ξ) +

ξ61
6!
F

(6)
6 (ξ),

i т. д., де Fm при m = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, — довiльнi аналiтичнi функцiї комплексної
змiнної.

Обчислюючи за рекурентною формулою (19) значення Ak, виписуємо нескiн-
ченну множину розв’язкiв рiвняння (4), причому у кожному розв’язку мiститься
довiльна аналiтична функцiя.

Далi розглянемо кiлька прикладiв застосування даного методу.

9. Розв’язки тривимiрного рiвняння Лапласа.
У цьому пунктi для тривимiрного рiвняння Лапласа

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0 (25)

побудуємо розв’язки виду (16). З цiєю метою на послiдовностi розширень {Enρ}∞n=2

знайдемо усi трiйки векторiв e1, e2, e3, якi задовольняють характеристичне рiвнян-
ня

e21 + e22 + e23 = 0. (26)

Для простоти сприйняття вектори e1, e2, e3 вигляду (10) перепозначимо наступним
чином:

e1 =

∞∑
r=0

krρ
r, e2 =

∞∑
r=0

mrρ
r, e3 =

∞∑
r=0

grρ
r, kr,mr, gr ∈ C.
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Нехай e21 =
∑∞

r=0Brρ
r. В роботi [11] (див. формули (9), (10)) встановлено, що

B0 = k20 , B1 = 2k0k1 , B2 = k21 + 2k0k2 , (27)

i в загальному випадку

Br(k0, k1, . . . , kr) =



k2r/2 + 2
(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r

2
−1k r

2
+1

)
при r парному,

2
(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r−1

2
k r+1

2

)
при r непарному.

(28)

Очевидно, що рiвняння (26) рiвносильне нескiнченнiй системi рiвнянь

Br(k0, k1, . . . , kr) +Br(m0,m1, . . . ,mr) +Br(g0, g1, . . . , gr) = 0, (29)

r = 0, 1, 2, . . . .

Вiдповiдно до зауваження 2, вектори e1, e2 покладаємо довiльними, а вектор e3
виразимо через e1 та e2 рекурентними формулами виду (9). Тобто, kr ,mr є довiль-
ними комплексними числами при всiх r = 0, 1, 2, . . .. Iз системи (29), з урахуванням
(27), маємо такi початковi значення:

g0 = ±i
√
k20 +m2

0 , g1 =
±i(k0k1 +m0m1)√

k20 +m2
0

, (30)

де серед знакiв +,− вибираються одночасно верхнi або нижнi знаки. З ураху-
ванням рiвностей (28), система (29) має такий розв’язок:

gr =



−1
2g0

[
k2r/2 +m2

r/2 + g2r/2 + 2
(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r

2
−1k r

2
+1

+m0mr +m1mr−1 + · · ·+m r
2
−1m r

2
+1

+g1gr−1 + g2gr−2 + · · ·+ g r
2
−1g r

2
+1

)]
при r парному,

−1
g0

(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r−1

2
k r+1

2

+m0mr +m1mr−1 + · · ·+m r−1
2
m r+1

2

+g1gr−1 + g2gr−2 + · · ·+ g r−1
2
g r+1

2

)
при r непарному

(31)

з початковими значеннями (30). Зауважимо, що формула (31) є формулою виду
(9) для рiвняння (25).

172



Гiперкомплексний метод розв’язування лiнiйних диференцiальних рiвнянь

Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr, r = 1, 2, . . .. У нашому випадку,

ξ = k0x+m0y + g0z = k0x+m0y ± i
√
k20 +m2

0 z,

a ξr = krx +mry + grz при r = 1, 2, . . .. При цьому kr ,mr — довiльнi комплекснi
числа при r = 0, 1, 2, . . ., а gr визначаються рекурентними формулами (31).

Таким чином, тепер ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть точних роз-
в’язкiв виду (16). Вiдповiдно до пункту , випишемо декiлька перших розв’язкiв.
Маємо

U0 = F0

(
k0x+m0y ± i

√
k20 +m2

0 z

)
,

U1 =
(
k1x+m1y ±

i(k0k1 +m0m1)√
k20 +m2

0

z
)
F1

(
k0x+m0y ± i

√
k20 +m2

0 z

)
,

U2 =

(
k2x+m2y ±

i

2
√
k20 +m2

0

(
k21 +m2

1 + 2k0k1 + 2m0m1−

−(k0k1 +m0m1)
2

k20 +m2
0

)
z

)
F2

(
k0x+m0y ± i

√
k20 +m2

0 z

)
+

+
1

2

(
k1x+m1y ±

i(k0k1 +m0m1)√
k20 +m2

0

z

)2

F ′
2

(
k0x+m0y ± i

√
k20 +m2

0 z

)
,

де kr ,mr при r = 0, 1, 2, — довiльнi комплекснi числа, а F0, F1, F2 — довiльнi
аналiтичнi функцiї комплексної змiнної.

10. Розв’язки хвильового рiвняння.
Маючи розв’язки рiвняння (25) легко виписати розв’язки хвильового рiвняння

∂2W

∂x2
+
∂2W

∂y2
− ∂2W

∂z2
= 0. (32)

Для рiвняння (32) характеристичне рiвняння має вигляд

ê21 + ê22 − ê23 = 0. (33)

Очевидним є наступне твердження: якщо трiйка векторiв e1, e2, e3 ∈ {Enρ}∞n=2

задовольняє рiвняння (26), то вектори ê1 := e1, ê2 := e2, ê3 := ie3 ∈ {Enρ}∞n=2

задовольняють рiвняння (33) i навпаки. Тобто, потрiбно правi частини рiвностей
(30), (31) помножити на комплексну одиницю i. Далi повторюється процедура як
у попередньому пунктi. Зокрема, ξ = k0x +m0y ±

√
k20 +m2

0 z. Вiдповiдно, першi
два розв’язки рiвняння (32) матимуть вигляд:

W0 = F0

(
k0x+m0y ±

√
k20 +m2

0 z

)
,
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W1 =
(
k1x+m1y ±

k0k1 +m0m1√
k20 +m2

0

z
)
F1

(
k0x+m0y ±

√
k20 +m2

0 z

)
,

де k0,m0, k1,m1 — довiльнi комплекснi числа, а F0, F1 — довiльнi аналiтичнi функ-
цiї дiйсної або комплексної змiнної.

11. Розв’язки рiвняння (34).
У цьому пунктi для рiвняння поперечного коливання пружного стержня (див.,

наприклад, [22, c. 940])
∂2w

∂x2
+ a2

∂4w

∂y4
= 0. (34)

побудуємо розв’язки виду (23). З цiєю метою на послiдовностi розширень {Enρ}∞n=2

знайдемо усi пари векторiв e1, e2, якi задовольняють характеристичне рiвняння

e21 + a2e42 = 0. (35)

Вектори e1, e2 вигляду (10) перепозначимо наступним чином:

e1 =

∞∑
r=0

krρ
r, e2 =

∞∑
r=0

mrρ
r, kr,mr ∈ C.

Нехай e21 =
∑∞

r=0Brρ
r, e22 =

∑∞
r=0Crρ

r. Коефiцiєнти Br визначенi рiвностями
(27) та (28). Коефiцiєнти Cr, очевидно, визначаються спiввiдношеннями

Cr(m0,m1, . . . ,mr) ≡ Br(m0,m1, . . . ,mr). (36)

Вiдповiдно до зауваження 2, вектор e2 покладемо довiльним, а вектор e1 ви-
разимо через e2 рекурентними формулами виду (9). Для цього рiвняння (35) пе-
репишемо у виглядi e21 + (ae22)

2 = 0, звiдки e1 = ±iae22, що рiвносильно

kr = ±i aCr , r = 0, 1, 2, . . . . (37)

Зауважимо, що формула (37) є формулою виду (9) для рiвняння (34).
Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr, r = 1, 2, . . .. У нашому випадку,

ξ = k0x+m0y = ±i am2
0 x+m0y,

a ξr = krx+mry при r = 1, 2, . . .. При цьому mr — довiльнi комплекснi числа при
r = 0, 1, 2, . . ., а kr визначаються рекурентними формулами (37).

Таким чином, ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть точних розв’язкiв
виду (23). Вiдповiдно до пункту , випишемо декiлька перших розв’язкiв. Маємо

V0 = eξ = e±i am
2
0 x+m0y,

V1 = ξ1e
ξ =

(
± 2i am0m1 x+m1y

)
e±i am

2
0 x+m0y.
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V2 =

(
ξ2 +

ξ21
2

)
eξ =

=

[
± ia(m2

1 + 2m0m2)x+m2y +
1

2
(±2i am0m1 x+m1y)

2

]
e±i am

2
0 x+m0y,

де m0,m1,m2 — довiльнi комплекснi числа.

12. Розв’язки рiвняння ∂2w
∂x2

− a2 ∂
4w
∂y4

= 0.
Маючи точнi розв’язки рiвняння (34), легко виписати розв’язки рiвняння

∂2w

∂x2
− a2

∂4w

∂y4
= 0. (38)

Для рiвняння (38) характеристичне рiвняння має вигляд

ê21 − a2ê42 = 0. (39)

Очевидним є наступне твердження: якщо пара векторiв e1, e2 ∈ {Enρ}∞n=2 задо-

вольняє рiвняння (35), то вектори ê1 := e1, ê2 :=
(√

2
2 + i

√
2
2

)
e2 ∈ {Enρ}∞n=2 задо-

вольняють рiвняння (39) i навпаки. Тобто, потрiбно праву частину рiвностi (37)

помножити на
(√

2
2 + i

√
2
2

)2
= i. Далi повторюється процедура як у попередньому

пунктi. Зокрема, ξ = k0x+m0y = ± am2
0 x+m0y. Вiдповiдно, першi два розв’язки

рiвняння (38) матимуть вигляд:

W0 = eξ = e±am
2
0 x+m0y,

W1 = ξ1e
ξ =

(
± 2 am0m1 x+m1y

)
e±am

2
0 x+m0y.

де m0,m1 — довiльнi комплекснi числа.

13. Розв’язки узагальненого бiгармонiчного рiвняння.
У цьому пунктi для рiвняння

∂4u

∂x4
+ 2p

∂4u

∂x2∂y2
+
∂4u

∂y4
= 0, p ∈ R (40)

побудуємо розв’язки виду (16). З цiєю метою на послiдовностi розширень {Enρ}∞n=2

знайдемо усi пари векторiв e1, e2, якi задовольняють характеристичне рiвняння

e41 + 2p e21e
2
2 + e42 = 0. (41)

Вектори e1, e2 вигляду (10) перепозначимо наступним чином:

e1 =

∞∑
r=0

krρ
r, e2 =

∞∑
r=0

mrρ
r, kr,mr ∈ C. (42)
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Нехай e21 =
∑∞

r=0Brρ
r, де коефiцiєнти Br визначенi рiвностями (27), (28). Покла-

даючи e41 =
∑∞

r=0Crρ
r, коефiцiєнти Cr, очевидно, визначаються спiввiдношеннями

Cr(k0, k1, . . . , kr) = Br(B0, B1, . . . , Br).

Якщо e22 =
∑∞

r=0Hrρ
r, то коефiцiєнти Hr визначаються рiвностями

Hr(m0,m1, . . . ,mr) = Br(m0,m1, . . . ,mr).

Аналогiчно, для e42 =
∑∞

r=0Drρ
r, коефiцiєнти Dr, визначаються спiввiдношеннями

Dr(m0,m1, . . . ,mr) = Hr(H0,H1, . . . ,Hr).

Залишилось визначити коефiцiєнти Rr iз розкладу e21e22 =
∑∞

r=0Rrρ
r. Враховуючи

правила множення для послiдовностi розширень {Enρ}∞n=2, маємо

Rr = B0Hr +B1Hr−1 + · · ·+BrH0.

Тепер очевидно, що рiвняння (41) рiвносильне нескiнченнiй системi рiвнянь

Dr + 2pRr + Cr = 0, r = 0, 1, 2, . . . . (43)

Вiдповiдно до зауваження 2, вектор e1 покладемо довiльним, а вектор e2 ви-
разимо через e1 рекурентними формулами виду (9). Тобто, kr є довiльними ком-
плексними числами при всiх r = 0, 1, 2, . . .. Iз системи (43), маємо такi початковi
значення:

m0 = ±k0
√

±
√
p2 − 1− p , m1 = −k

3
0k1 + pk0k1m

2
0

m3
0 + pk20m0

,

m2 = −m
2
0(3m

2
1 + pk21 + 2pk0k2) + 3k20(k

2
1 + 2k0k2 + pm2

1) + 4pk0k1m0m1

2m3
0 + 2pk20m0

, (44)

де серед знакiв +,− вибирається будь-який. Зауважимо, що для визначення ко-
ефiцiєнтiв mr при всiх r = 3, 4, . . . iз рiвностей (43) щоразу будемо отримувати
лiнiйне рiвняння.

Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr, r = 1, 2, . . .. У нашому випадку, ξ =
k0x+m0y, ξr = krx+mry при r = 1, 2, . . .. При цьому kr — довiльнi комплекснi числа
при r = 0, 1, 2, . . ., а mr — визначаються iз рекурентних формул (43) з урахуванням
(44).

Таким чином, тепер ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть точних розв’язкiв
виду (16). Зокрема, маючи значенняm0,m1,m2 можемо виписати першi три розв’язки

U0 = F0(ξ), U1 = ξ1F1(ξ), U2 = ξ2F2(ξ) +
ξ21
2!
F ′
2(ξ),

де F0, F1, F2 — довiльнi аналiтичнi функцiї змiнної ξ.
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14. Розв’язки двовимiрного рiвняння Гельмгольца.
У цьому пунктi для однорiдного рiвняння Гельмгольца

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ λu = 0, λ ∈ C (45)

побудуємо розв’язки виду (23). З цiєю метою на послiдовностi розширень {Enρ}∞n=2

знайдемо пари векторiв e1, e2, якi задовольняють характеристичне рiвняння

e21 + e22 + λ = 0. (46)

Нехай вектори e1, e2 подаються у виглядi (42). Нехай e21=
∑∞

r=0Brρ
r, e22=

∑∞
r=0Crρ

r,
де коефiцiєнти Br визначенi рiвностями (27), (28), а коефiцiєнти Cr визначають-
ся формулою (36). Очевидно, що рiвняння (46) рiвносильне нескiнченнiй системi
рiвнянь

k20 +m2
0 + λ = 0,

Br(k0, k1, . . . , kr) +Br(m0,m1, . . . ,mr) = 0, r = 1, 2, . . . . (47)

Вектор e1 покладаємо довiльними, а вектор e2 виразимо через e1 (9). Тобто, kr
є довiльними комплексними числами при всiх r = 0, 1, 2, . . .. Iз системи (47) маємо
такi початковi значення:

m0 = ±i
√
k20 + λ , m1 =

±ik0k1√
k20 + λ

, m2 =
k21λ

2m3
0

− k0k2
m0

, (48)

де серед знакiв +,− вибираються одночасно верхнi або нижнi знаки. З ураху-
ванням рiвностей (28), система (47) має такий розв’язок:

mr =



−1
2m0

[
k2r/2 +m2

r/2 + 2
(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r

2
−1k r

2
+1+

+m1mr−1 +m2mr−2 + · · ·+m r
2
−1m r

2
+1

)]
при r парному,

−1
m0

(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r−1

2
k r+1

2
+m1mr−1+

+m2mr−2 + · · ·+m r−1
2
m r+1

2

)
при r непарному

(49)

з початковими значеннями (48). Зауважимо, що формула (49) є формулою виду
(9) для рiвняння (45).

Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr, r = 1, 2, . . .. В цьому випадку,

ξ = k0x+m0y = k0x± yi
√
k20 + λ,

a ξr = krx +mry при r = 1, 2, . . .. При цьому kr — довiльнi комплекснi числа при
r = 0, 1, 2, . . ., а mr визначаються рекурентними формулами (49).
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Таким чином, тепер ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть точних розв’язкiв
виду (23). Вiдповiдно до пункту , випишемо декiлька перших розв’язкiв. Маємо

V0 = eξ = ek0x±yi
√
k20+λ,

V1 = ξ1e
ξ =

(
k1x± ik0k1√

k20 + λ
y
)
ek0x±yi

√
k20+λ.

V2 =

(
ξ2 +

ξ21
2

)
eξ =

=

[
k2x+

( k21λ√
2m3

0

− k0k2
m0

)
y +

1

2

(
k1x± ik0k1√

k20 + λ
y
)2]

ek0x±yi
√
k20+λ,

де k0, k1, k2 — довiльнi комплекснi числа.

Зауваження 4. В роботi [11] даний метод застосовано до побудови точних
розв’язкiв рiвняння гiдродинамiки

∂3V

∂t3
+ α

∂2V

∂t2
− β

∂2V

∂x2
= 0, α, β > 0.

А в роботi [12] отримано гiперкомплексне представлення аналiтичних розв’язкiв
даного рiвняння, використовуючи двовимiрну комутативну алгебру.

Зауваження 5. Використовуючи запропонований в роботi метод, отримуємо
усi аналiтичнi розв’язки дворимiрного рiвняння Лапласа

∆2u(x, y) :=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (50)

та двовимiрного бiгармонiчного рiвняння

∆2
2u(x, y) = 0. (51)

Зокрема, усi аналiтичнi розв’язки рiвняння (50) отримуються у виглядi компо-
ненти U0, а всi розв’язки у виглядi компонент Uk при k = 2, 3, . . . будуть пiдмножи-
ною розв’язкiв, що отриманi у виглядi компоненти U0. Для рiвняння (51) загальний
розв’язок отримуємо у виглядi суми U0 + U1. Причому, розв’язок U0 + U1 буде
вточностi спiвпадати з формулою Гурса загального розв’язку рiвняння (51). А всi
iншi розв’язки Uk при k = 3, 4, . . . є пiдмножиною множини розв’язкiв U0 + U1.
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3. Roşculeţ M.N. Funcţii monogene pe algebre comutative. – Bucuresti: Acad. Rep. Soc. Romania,
1975. – 339 p.

4. Мельниченко И.П., Плакса С.А. Коммутативные алгебры и пространственные потенциаль-
ные поля. – К.: Ин-т математики НАН Украины, 2008. – 230 с.

5. Grishchuk S.V., Plaksa S.A. Monogenic functions in a biharmonic algebra // Ukr. Math. J. –
2009. – 61, No. 12. – P. 1865–1876.

6. Plaksa S.A., Shpakovskii V.S. Constructive description of monogenic functions in a harmonic
algebra of the third rank // Ukr. Math. J. – 2011. – 62, No. 8. – P. 1251–1266.

7. Plaksa S.A., Shpakivskyi V.S. Monogenic functions in a finite-dimensional algebra with unit and
radical of maximal dimensionality // J. Algerian Math. Soc. – 2014. – 1. – P. 1–13.

8. Pogorui A., Rodriguez-Dagnino R.M., Shapiro M. Solutions for PDEs with constant coefficients
and derivability of functions ranged in commutative algebras // Math. Meth. Appl. Sci. – 2014.
– 37, No. 17. – P. 2799–2810.

9. Pogorui A., Rodriguez-Dagnino R.M. Solutions of some partial differential equations with variable
coefficients by properties of monogenic functions // J. Math. Sci. – 2017. – 220, No. 5. – P. 624–
632.

10. Плакса С.А. Аналитические решения одной системы эллиптических уравнений // Зб. праць
Iн-ту математики НАН України. – 2012. – 9, № 2. – С. 292–306.

11. Шпаковский В. С. Гиперкомплексные функции и точные решения одного уравнения гидроди-
намики // Зб. праць Iн-ту математики НАН України. – 2017. – 14, № 1. – C. 262–274.

12. Шпаковский В.С. Гиперкомплексное представление аналитических решений одного уравне-
ния гидродинамики // Труды ИПММ НАН Украины. – 2016. – 30. – С. 155–164.

13. Plaksa S.A., Pukhtaevich R.P. Constructive description of monogenic functions in a three-dimen-
sional harmonic algebra with one-dimensional radical // Ukr. Math. J. – 2013. – 65, No. 5. –
P. 740–751.

14. Plaksa S.A., Pukhtaievych R.P. Constructive description of monogenic functions in n-dimensional
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V.S. Shpakivskyi
Hypercomplex method for solving linear PDEs.

Algebraic-analytic approach to constructing solutions for given partial differential equations were
investigated in many papers. In particular, in papers [1 – 14]. It involves solving two problems.
Problem (P 1) is to describe all the sets of vectors e1, e2, . . . , ed, which satisfy the characteristic
equation (or specify the procedure by which they can be found). And the problem (P 2) is to describe
all the components of monogenic (i. e., continuous and differentiable in sense Gateaux) functions. In
particular, for the equation (4) we must describe the components of the function Φ(ζ) = exp ζ. Note
that in the papers [15, 16] a constructive description of all analytic functions with values is obtained
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in an arbitrary finite-dimensional commutative associative algebra over the field C. The Theorem 5.1
of the paper [17] states that it is enough to limit the study of monogenic functions in algebras with
the basis of {1, η1, η2, . . . , ηn−1}, where η1, η2, . . . , ηn−1 are nilpotents. In addition, in [18] it is showed
that in each algebra with a basis of the form {1, η1, η2, . . . , ηn−1} the equation (3) has solutions.
That is, the problems (P 1) and (P 2) are completely solved on the classes of commutative associative
algebras with the basis {1, η1, η2, . . . , ηn−1}. It is worth noting that in a finite-dimensional algebra a
decomposition of monogenic functions has a finite number of components, and therefore, it generates a
finite number of solutions of a given partial differential equations. In this paper, we propose a procedure
for constructing an infinite number of families of solutions of given linear differential equations with
partial derivatives with constant coefficients. We use monogenic functions that are defined on some
sequences of commutative associative algebras over the field of complex numbers. To achieve this goal,
we first study the solutions of the so-called characteristic equation on a given sequence of algebras.
Further, we investigate monogenic functions on the sequence of algebras and study their relation with
solutions of partial deferential equations. The proposed method is used to construct solutions of some
equations of mathematical physics. In particular, for the three-dimensional Laplace equation and the
wave equation, for the equation of transverse oscillations of the elastic rod and the conjugate equation,
a generalized biharmonic equation and the two-dimensional Helmholtz equation. We note that this
method yields all analytic solutions of the two-dimensional Laplace equation and the two-dimensional
biharmonic equation (Goursat formula).

Keywords: commutative associative algebra, monogenic function, characteristic equation, expansion
of commutative algebra.

В.С. Шпакивский
Гиперкомплексный метод решения линейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных.

В данной работе предлагается процедура построения бесконечного множества семейств решений
заданных линейных дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными коэф-
фициентами. При этом используются моногенные (то есть, непрерывные и дифференцируемые
по Гато) функции со значениями на определенных последовательностях коммутативных ассоци-
ативных алгебр над полем комплексных чисел. Для достижения данной цели, сначала изучают-
ся решения, так называемого, характеристического уравнения на заданной последовательности
алгебр. Дальше изучаются моногенные функции на последовательности алгебр та их связь с
решениями уравнений в частных производных. Предложенный метод применено к построению
решений некоторых уравнений математической физики. В частности, для трехмерного уравне-
ния Лапласа та волнового уравнения, для уравнения поперечных колебаний упругого стержня та
сопряженного с ним, обобщенного бигармонического уравнения та двумерного уравнения Гельм-
гольца.

Ключевые слова: коммутативная ассоциативная алгебра, моногенная функция, характери-
стическое уравнение, расширения коммутативной алгебры.
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ОЦЕНКА СКОРОСТИ КОЛЕБАНИЙ ОСЦИЛЛЯТОРНЫХ СЕТЕЙ

Рассмотрена задача наблюдения для системы взаимосвязанных осцилляторов, совершающих
нелинейные колебания. В качестве математической модели каждого осциллятора сети использу-
ются уравнения Льенара – общая модель нелинейных колебаний материальной точки. Такие си-
стемы возникают при упрощенном моделировании многих биологических, физических процессов,
имеющих циклический характер. Предложена схема решения задачи наблюдения, обеспечиваю-
щая получение экспоненциальных оценок скорости каждого из осцилляторов по информации об
их положении. Для построения соответствующего нелинейного наблюдателя использован метод
синтеза инвариантных соотношений, позволяющий синтезировать выражения, определяющие ис-
комые неизвестные как функции от известных величин.
MSC: 34A60, 34D20, 34N05.
Ключевые слова: нелинейный наблюдатель, инвариантные соотношения, нелинейные осцил-
ляторы.

1. Введение.
Исследование коллективного поведения многомасштабных динамических про-

цессов является на данный момент одной из наиболее актуальных задач нелиней-
ной динамики. Она имеет принципиальное значение для понимания основных за-
кономерностей синхронной динамики распределенных активных подсистем с коле-
баниями, таких как нейронные ансамбли, биомеханические модели сердечной или
локомоторной деятельности, модели турбулентных сред и т. п. Поскольку нели-
нейные колебания, которые наблюдаются в таких системах, имеют устойчивый
предельный цикл, который не зависит от начальных условий, то в качестве мо-
дели многомасштабных процессов обычно используют систему связанных между
собой нелинейных осцилляторов. В качестве основной динамической модели каж-
дого из этих осцилляторов часто используют уравнения Льенара [1].

Уравнения Льенара являются важным, с практической точки зрения, клас-
сом нелинейных дифференциальных уравнений. Данные уравнения возникают в
теории нелинейных колебаний, теории динамических систем, задачах нелинейной
механики, задачах теории упругости, задачах механики жидкости и газа, задачах
описания динамики биологических систем и в ряде других приложений. В частно-
сти, к уравнениям типа Льенара относятся уравнения Рэлея, использующиеся для
описания динамики пузырька газа в жидкости, осциллятор Ван дер Поля, осцил-
лятор Мэтьюса–Лакшманана, осциллятор Дуфинга–Ван дер Поля и ряд других
уравнений нелинейной механики.

Практические исследования таких моделей многомасштабных динамических
процессов при их использовании в разного рода изделиях зачастую связаны с про-
блемой определения характеристик активных подсистем по результатам измере-
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ния выходных сигналов в реальном масштабе времени. В частности, для изуче-
ния и управления процессом синхронизации движения компонент сложных систем
требуется знание скорости колебаний каждого из осцилляторов системы при из-
мерениях положения колеблющихся точек [2–4]. В такой постановке эта задача
является классической задачей наблюдения динамической системы по ее выходу
[5].

В работе проводится построения нелинейного наблюдателя, позволяющего по-
лучать асимптотические оценки скоростей колебаний в ансамблях осцилляторов,
описываемых уравнениями Льенара. Используется разработанный в аналитиче-
ской механике метод инвариантных соотношений [6], который в задачах управле-
ния позволяет синтезировать дополнительные связи между известными и неиз-
вестными величинами [7]. На первом этапе наблюдатель строится для одного ос-
циллятора. Найденное решение используется далее для системы связанных между
собой нелинейных осцилляторов.

2. Задача определения скорости колебаний осциллятора Льенара.
Рассмотрим уравнение Льенара, описывающее процесс нелинейных колебаний

материальной точки
ẍ− F (x)ẋ+G(x) = 0. (1)

Будем трактовать переменную x как отклонение положения точки от состо-
яния равновесия x = 0. Предполагаем, что функции F (x), G(x) являются непре-
рывными при всех значениях x и обеспечивают для заданных начальных значений
единственное решение, непрерывно зависящее от начальных условий. Тогда урав-
нение (1) описывает широкий класс нелинейных моделей колебательных процессов
при дополнительном условии: для x ̸= 0

x ·G(x) > 0,

которое означает, что сила, возвращающая материальную точку в положение рав-
новесия, направлена в сторону положения равновесия. Одной из задач, возникаю-
щих при использовании модели (1) в тех или иных устройствах, является задача
определения скорости точки в предположении, что значения функции времени x(t)
доступны измерению.

Перепишем уравнение Льенара в виде системы дифференциальных уравнений
первого порядка. Обозначим x1 = x, x2 = dx/dt и запишем (1) в следующем виде:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = F (x1)x2 −G(x1),
y = x1.

(2)

Рассмотрим задачу нахождения x2(t) как задачу наблюдения системы (2) по из-
вестной информации о движении. Такой информацией является выход – функция
y(t) = x1(t), а также любые величины, которые могут быть найдены с использова-
нием только лишь значений выхода. В частности, далее известным будем считать
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любое решение задачи Коши для дифференциального уравнения

ξ̇ = U(ξ, x1(t)), ξ(0) = ξ0 ∈ R, (3)

в которой функция U(ξ, x1) обеспечивает существование и единственность реше-
ния ξ(t, ξ0) для t ∈ [0,∞). Используя традиционный подход к решению задачи
наблюдения [4], сформулируем задачу.

Задача 1. Найти асимптотически точные оценки переменной x2(t) системы (2)
по известным значениям выхода x1(t).

3. Синтез дополнительного соотношения.
Для решения задачи используем метод синтеза инвариантных соотношений, с

помощью которого на некоторых траекториях расширенной системы дифференци-
альных уравнений (2), (3) строятся явные зависимости неизвестных от известных
величин [7]. Суть данного подхода состоит в подборе правой части уравнения (3) –
функции U(ξ, x1) таким образом, чтобы полученная расширенная система диффе-
ренциальных уравнений (2),(3) допускала некоторое инвариантное соотношение

V (x1, x2, ξ) = 0, (4)

со следующими свойствами:
А) Соотношение (4) формирует уравнение для определения неизвестной, т.е.

∂V
∂x2

̸= 0;
Б) Соответствующее соотношению (4) двумерное инвариантное многообразие

M = {(x1, x2, ξ) ∈ R3 : V (x1, x2, ξ) = 0} обладает свойством глобального притя-
жения. Иными словами на любых решениях расширенной системы (2),(3)

lim
t→∞

V (x1(t), x2(t), ξ(t)) = 0.

Чтобы свойство А было выполнено во всей рассматриваемой области, соотно-
шения (4) будем искать в виде

V (x1, x2, ξ) = x2 − ξ − Φ(x1) = 0, (5)

где переменная ξ удовлетворяет дифференциальному уравнению (3). Если неопре-
деленные пока функции Φ(x1), U(ξ, x1) выбраны такими, что соотношения (5) ста-
новится инвариантным на рассматриваемом решении системы (2),(3), то тогда ис-
комое x2(t) может быть найдено непосредственно из уравнения (5).

Покажем, что в случае уравнения Льенара существует широкое семейство функ-
ций Φ(x1), для которых такие соотношения могут быть построены.

Теорема. Для любой дифференцируемой функции Φ(x1) существуют управле-
ние U(ξ, x1) такое, что равенство (5) выполняется тождественно на некоторых
решениях расширенной системы дифференциальных уравнений (2),(3).

Доказательство. Введем переменную ε, которая характеризует невязку в фор-
муле (5) на решениях системы (2), (3)

x2(t)− ξ(t)− Φ(x1(t)) = ε(t). (6)
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Сделаем в уравнениях (2) замену переменных. Перейдем по формуле (6) от пере-
менной x2 к переменной ε. Дифференцируя (6) в силу системы (2), (3), получаем
дифференциальные уравнения для отклонений

ε̇ = ẋ2 − Φ′(x1)ẋ1 − ξ̇(t) = [F (x1)− Φ′(x1)][Φ(x1) + ξ + ε]−G(x1)− ξ̇, (7)

где Φ′(x1) означает производную по переменной x1.
Чтобы равенство (5) выполнялось тождественно на некоторых решениях систе-

мы (2), (3), достаточно показать, что дифференциальное уравнение (7) допускает
тривиальное решение ε(t) ≡ 0.

Для этого зафиксируем вид правой части (3), а именно: оставляя пока свобод-
ной функцию Φ(x1), положим

U(ξ, x1) = [(F (x1)− Φ′(x1)][Φ(x1) + ξ]−G(x1). (8)

В результате дифференциальное уравнение для отклонения ε становится од-
нородным

ε̇ = [F (x1)− Φ′(x1)]ε, ε(0) = ε0 (9)

а значит допускает тривиальное решение. Утверждение доказано.

Замечание. Таким образом, для любой дифференцируемой функции Φ(x1) на-
чальное значение ξ0 в задаче Коши для уравнения (3) может быть выбрано так,
что в момент t = 0 выражение (5) окажется верным равенством. В частности,
это означает, что при таком выборе начальное значение для отклонения ε0 = 0.
В этом случае равенство (5) на траектории расширенной системы (2), (3) выпол-
няется тождественно, образуя, тем самым, инвариантное соотношение, в котором
единственным неизвестным является функция x2(t).

В общем случае осуществить такой выбор ξ0 не представляется возможным,
поскольку для этого необходимо знать значения x2(0), которое, вообще говоря, и
есть искомой величиной. Чтобы использовать формулу (5) для оценки x2(t) на
любом решении системы (2), (3) требуется из множества функций Φ(x1) выбрать
такие, при которых тривиальное решение системы дифференциальных уравнений
для отклонений (9) обладало бы свойством глобальной асимптотической устойчи-
вости.

4. Экспоненциальное затухание отклонений.
Воспользуемся имеющейся свободой в выборе функции Φ(x1), чтобы выпол-

нить свойство Б, а именно – обеспечить асимптотическое стремление к нулю от-
клонения ε(t). Уравнение (9) является дифференциальным уравнением с разделя-
ющимися переменными, его общее решение имеет вид

ε(t) = ε0 exp

{∫ t

0
[F (x1(τ))− Φ′(x1(τ))]dτ

}
.
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Отсюда следует, что для решения исходной задачи достаточно выбрать функцию
Φ(x1) из условий отрицательности и расходимости несобственного интеграла∫ ∞

0
[F (x1(τ))− Φ′(x1(τ))]dτ.

Сузим семейство таких функций, потребовав для любого t > 0 выполнения
равенства

F (x1(t))− Φ′(x1(t)) = λ, (10)

где λ – некоторая отрицательная постоянная. В этом случае общее решение урав-
нения в отклонениях имеет вид

ε(t) = ε0 expλt,

следовательно функции Φ(x1), удовлетворяющие условию (10), обеспечивают экс-
поненциальную оценку неизвестной x2(t).

Условие (10) формирует дифференциальное уравнение относительно функции
Φ(x1). Его общее решение имеет вид

Φ(x1) =

∫
[F (x1) + λ]dx1 = P (x1) + λx1 + C, (11)

где P (x1) – первообразная функции F (x1), C - произвольная постоянная. Зная
функцию Φ(x1), определяем по формуле (8) правую часть дифференциального
уравнения (3). В итоге, подставляя полученные результаты в (5), получаем окон-
чательное уравнения наблюдателя

x2 = ξ + P (x1) + λx1 + C +O(expλt),

ξ̇(t) = λ[Φ(x1) + ξ]−G(x1), ξ0 ∈ R.
(12)

Уравнения (12) определяют семейство наблюдателей, параметризованное по-
стоянными λ < 0, ξ0, C. При этом каждый из них обеспечивает экспоненциальное
оценивание переменной x2(t) с показателем затухания, равным |λ|.

5. Система связанных осцилляторов.
Рассмотрим теперь механическую модель системы, составленную из n осцил-

ляторов, связанных между собой. Уравнения движения имеют вид

˙xi1 = xi2,

˙xi2 = Fi(xi1)xi2 −Gi(xi1) +
n∑
j=1

kij(xj1 − xi1),

yi = xi1, i = 1, n.

(13)

Предполагается, что осцилляторы соединены между собой упругими связями
с линейными жесткостями kij , i, j = 1, n, а положение каждого из них доступно
измерению: yi(t) = x1i(t). Системы такого рода используются для моделирования
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сложных колебательных процессов. Например, частный случай уравнения Лье-
нара – уравнение Ван дер Поля широко применяются в медико-биологических
исследованиях паттернов человеческого организма. Так одна из моделей сердеч-
ной деятельности представлена в виде n = 2 связанных осцилляторов, случай
n = 3 используется для моделировании ходьбы человека [2]. Рассмотрим задачу
определения скорости колебаний осцилляторов по известной информации об их
положении.

Задача 2. Найти асимптотически точные оценки переменных xi2(t) системы
(13) по известным значениям выхода xi1(t), i = 1, n.

Решение задачи 2 проведем по описанной выше схеме. Представим неизвестные
в виде суммы неопределенных величин

xi2(t) = ξi1(t) + Φi(xi1(t)) + εi(t) i = 1, n, (14)

где εi(t) – отклонения, ξi(t) – решение задачи Коши для системы дифференциаль-
ных уравнений

ξ̇i = Ui(ξi, x11, x21, ..., xn1), ξi(0) = ξi0 ∈ R, i = 1, n. (15)

Правые части системы (15) должны зависеть только лишь от известных величин.
В качестве управлений Ui(ξi, x11, x21, ..., xn1) возьмем функции

Ui = [(Fi(xi1)− Φ′
i(xi1)][Φi(xi1) + ξi]−Gi(xi1) +

n∑
j=1

kij(xj1 − xi1), i = 1, n. (16)

В результате получаем для отклонений n однотипных дифференциальных урав-
нений вида (9)

ε̇i = [Fi(xi1)− Φ′
i(xi1)]εi, εi(0) = εi0, i = 1, n. (17)

Полагая в правой части (17) коэффициенты при отклонениях равными некоторой
отрицательной постоянной λ, получаем аналогичные (10) уравнения для функций
Φi(xi1(t)), i = 1, n. Используя найденные ранее решения (11), запишем уравнения
наблюдателя скоростей системы n связанных осцилляторов

xi2 = ξi + Pi(xi1) + λxi1 + Ci +O(expλt),

ξ̇(t) = [(Fi(xi1)− Φ′
i(xi1)][Φi(xi1) + ξi]−Gi(xi1) +

n∑
j=1

kij(xj1 − xi1), i = 1, n. (18)

Уравнения (18) определяют семейство наблюдателей, параметризованное по-
стоянными λ < 0, ξ0, C. При этом каждый из них обеспечивает экспоненциальное
оценивание переменной x2(t) с показателем затухания, равным |λ|. Полученные
соотношения предполагается использовать далее в задаче синхронизации колеба-
ний компонент осцилляторной сети по неполной информации, которая актуальна,
в частности, для алгоритмов управления рядом медицинских устройств [3].
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V.F. Shcherbak, I.S. Dmytryshyn
Estimation of oscillation velocities of oscillator network.

The study of the collective behavior of multiscale dynamic processes is currently one of the most urgent
problems of nonlinear dynamics. Such systems arise on modelling of many cyclical biological or physical
processes. It is of fundamental importance for understanding the basic laws of synchronous dynamics
of distributed active subsystems with oscillations, such as neural ensembles, biomechanical models of
cardiac or locomotor activity, models of turbulent media, etc. Since the nonlinear oscillations that are
observed in such systems have a stable limit cycle , which does not depend on the initial conditions,
then a system of interconnected nonlinear oscillators is usually used as a model of multiscale processes.
The equations of Lienar type are often used as the main dynamic model of each of these oscillators. In a
number of practical control problems of such interconnected oscillators it is necessary to determine the
oscillation velocities by known data. This problem is considered as observation problem for nonlinear
dynamical system. A new method – a synthesis of invariant relations is used to design a nonlinear
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observer. The method allows us to represent unknowns as a function of known quantities. The scheme
of the construction of invariant relations consists in the expansion of the original dynamical system by
equations of some controlled subsystem (integrator). Сontrol in the additional system is used for the
synthesis of some relations that are invariant for the extended system and have the attraction property
for all of its trajectories. Such relations are considered in observation problems as additional equations
for unknown state vector of initial oscillators ensemble. To design the observer, first we introduce a
observer for unique oscillator of Lienar type and prove its exponential convergence. This observer is
then extended on several coupled Lienar type oscillators. The performance of the proposed method is
investigated by numerical simulations.

Keywords: nonlinear observer, invariant relations, nonlinear oscillators.

В.Ф. Щербак, I.С. Дмитришин
Оцiнка швидкостi коливань осциляторних мереж.

Розглянуто задачу спостереження для системи взаємопов’язаних осциляторiв. В якостi мате-
матичних моделей кожного осцилятора мережi використовуються рiвняння Льєнара – загальна
модель нелiнiйних коливань матерiальної точки. Вiдповiднi системи виникають при моделюван-
нi багатьох бiологiчних, фiзичних процесiв, що мають циклiчний характер. Запропоновано схе-
му рiшення задачi спостереження, що забезпечує отримання експоненцiйних оцiнок швидкостi
кожного з осциляторiв за iнформацiєю про їхнiй стан. Для побудови вiдповiдного нелiнiйного
спостерiгача використаний метод синтезу iнварiантних спiввiдношень, що виражає невiдомi як
функцiї вiд вiдомих величин.

Ключовi слова: нелiнiйний спостерiгач, iнварiантнi спiввiдношення, нелiнiйнi осцилятори.
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