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Георгiй Дмитрович Суворов
(до сторiччя вiд дня народження)

Г.Д. Суворов

17 травня 2019 року виповнилося 100 рокiв вiд дня народження видатного ма-
тематика, члена-кореспондента Академiї наук України, Суворова Георгiя Дмитро-
вича.

Г.Д. Суворов (1919–1984) був засновником вiддiлу теорiї функцiй IПММ НАН
України та, практично одночасно, з 1966 року органiзатором i першим завiдувачем
кафедри математичного аналiзу i теорiї функцiй Донецького державного унiвер-
ситету.

Пiд його безпосереднiм керiвництвом виник i регулярно (раз у два роки) про-
ходив Донецький Колоквiум з теорiї квазiконформних вiдображень та їх узагаль-
нень, який мав широку популярнiсть в колишньому Союзi. Працi Колоквiуму аку-
мулювали в собi найновiшi досягнення з теорiї вiдображень в СРСР. Вони мали
найвищий свiтовий рiвень.

Г.Д. Суворов народився 17.05.1919 у м. Саратовi в сiм’ї робiтника. Закiнчив
фiзико-математичний факультет Томського державного унiверситету в червнi 1941
року. Вiдразу пiсля цього пiшов на фронт, учасник Великої вiтчизняної вiйни. У
1941–1946 роках служив в iнженерних вiйськах. За вiйськову службу був нагород-
жений трьома медалями. Демобiлiзувався в травнi 1946 року.
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Потiм, з жовтня 1946, вiн навчався в аспiрантурi Томського державного унiвер-
ситету пiд керiвництвом вiдомого фахiвця з теорiї функцiй комплексної змiнної
П.П. Куфарєва. Результатом даного перiоду наукової роботи Г.Д. Суворова стала
кандидатська дисертацiя, присвячена теорiї простих кiнцiв послiдовностi областей,
що сходяться до ядра, яка була захищена ним у 1951 роцi.

У наступних своїх дослiдженнях Г.Д. Суворов встановив деякi метричнi i то-
пологiчнi властивостi, загальнi для конформних, квазiконформних, гармонiйних
та iнших вiдображень. Результати лягли в основу його докторської дисертацiї “Ос-
новнi властивостi деяких класiв топологiчних вiдображень плоских областей iз
змiнними межами”, яка була захищена ним в Iнститутi математики СВ АН СРСР
в березнi 1961 року. В 1951–1966 роках Г.Д. Суворов пройшов шлях вiд асистента
до професора, а потiм i завiдувача кафедрою теорiї функцiй Томського державного
унiверситету.

Таким чином, ставши провiдним фахiвцем в областi теорiї вiдображень, у 1965
роцi Г.Д. Суворов за рекомендацiєю вiце-президента (1957–1976) АН СРСР акаде-
мiка М.А. Лаврентьєва, який сам був одним iз найбiльших фахiвцiв в областi теорiї
функцiй комплексної змiнної зi свiтовим iм’ям, був обраний членом-кореспондентом
Академiї наук України та переїхав до Донецька. Разом з ним в Донецьк переїжд-
жають к.ф.-м.н. I.С. Овчиннiков, аспiрант В.Ф. Луференко, а також студенти 3-го
курсу В.М. Мiклюков, Л.М. Карташов i В.I Круглiков.

Роботи Г.Д. Суворова, його учнiв В.Ф. Галло, О.В. Iванова, Б.П. Куфарева,
В.Ф. Луференко, В.М. Мiклюкова, I.С. Овчиннiкова, Ю.В. Помельнiкова та iн-
ших були присвяченi дослiдженню вiдображень, якi є прямими узагальненнями
квазiконформних вiдображень. Серед учнiв Г.Д. Суворова – 14 кандидатiв, з них
– три доктори наук (Б.П. Куфарев, В.М. Мiклюков, I.С. Овчиннiков). Г.Д. Су-
воров є автором близько 80 робiт i 6 монографiй. Роботи Г.Д. Суворова лягли в
основу нового наукового напрямку, присвяченого вивченню плоских i просторових
вiдображень з обмеженим iнтегралом Дiрiхле та їх узагальнень, де йому належить
новий метод “принцип довжини – площi”.

Ним було розвинено теорiю простих кiнцiв послiдовностi плоских областей iз
змiнними межами, що сходяться до невиродженi ядру, яка аналогiчна теорiї Ка-
ратеодорi, отриманi двостороннi оцiнки спотворення вiдносних вiдстаней та вста-
новлено геометричнi умови рiвномiрної збiжностi послiдовностi топологiчних вi-
дображень у замкнутих областях, доведено також теореми про спотворення лiнiй
рiвня, граничних дуг, площ приграничних кiлець, теореми типу покриття.

Г.Д. Суворов (спiльно з його учнем О.В. Iвановим) був творцем ще одного на-
прямку, що лежить на стику теорiї аналiтичних функцiй i теоретико-множинної то-
пологiї та пов’язаного з топологiчними аспектами граничної вiдповiдностi при кон-
формних вiдображеннях. Зокрема, вiн довiв, що безлiч метризованих конформно-
iнварiантних бiкомпактних розширень будь-якої областi нескiнченно.

Г.Д. Суворов вважав, що “сьогоднi iдеалом (та метою!) в теорiї функцiй можна
вважати досягнення такої ситуацiї, коли ми будемо мати у своєму розпорядженнi
велику кiлькiсть рiзних класiв функцiй та для кожного класу мати розроблений
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каталог властивостей (метричних i топологiчних)”, i його наукова школа в значнiй
мiрi досягла успiху при вирiшеннi цього надзавдання.

Г.Д. Суворов з В.Ф. Галло пiд час наукового семiнару

Г.Д. Суворов дивним чином поєднував наукову i педагогiчну дiяльнiсть. Особ-
ливо яскраво це проявлялося в його курсi “Основи наукових дослiджень”, який
вiн читав студентам Донецького унiверситету, вмiло розкриваючи творчi секре-
ти “винаходи в математицi”. На основi цього курсу, вже пiсля його смертi, була
пiдготовлена монографiя “Про мистецтво математичного дослiдження”, яка вдало
поєднувала як його особистий досвiд, так i досвiд провiдних учених усього свiту в
математичної творчостi.

Крiм iнтересу до математики, Г.Д. Суворов захоплювався нумiзматикою, лиж-
ними та велосипедними прогулянками, зiбрав велику колекцiю медалей та книг.
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Пам’ятi Сергiя Яковича Махна (1949–2018)

2 грудня 2019 року виповнюється 70 рокiв вiд дня народження видатного мате-
матика, вiдомого як в Українi, так i далеко за її межами вченого, доктора фiзико-
математичних наук, гiдного представника України на всiх мiжнародних матема-
тичних форумах Сергiя Яковича Махна.

Сергiй Якович Махно народився у 1949 роцi у м. Сталiно (пiзнiше – Донецьк)
в родинi вчителiв. Його батько, Якiв Данилович Махно, викладав математику в
середнiй школi, мати, Олександра Єпiфанiвна – росiйську мову та лiтературу.

У 1956 роцi Сергiй пiшов у перший клас школи № 30 м. Сталiно, а у п’ятому
класi перейшов у СШ № 31. У школi навчався легко. Любив грати в усi спортивнi
iгри, вiддаючи перевагу футболу, взимку пропадав на ковзанцi. За власним бажан-
ням у вiцi 10 рокiв вiн вступив до музичної школи i навчався грi на фортепiано.

Через пiвтора року Сергiй перей-
шов до духового оркестру обласного
Палацу пiонерiв та школярiв. Там за
короткий час не тiльки навчився гра-
ти на трубi, але й потрапив до основ-
ного складу оркестру. Пiд керiвниц-
твом музичного керiвника М.П. Дени-
сова оркестр Палацу пiонерiв був од-
ним з найкращих у Донецьку, успiш-
но брав участь у багатьох конкурсах,
а лiто проводив у кращих пiонерсь-
ких таборах країни: у “Молодiй гвар-
дiї” в Одесi, в “Артецi” в Криму та Ана-
пi. Оркестранти грали на всiх заходах
у таборi. В “Артецi” пам’ятними були
зустрiчi i робота оркестру з вiдомим
композитором Д. Б. Кабалевським.

Один з друзiв та колег С. Я. Мах-
на, Володимир Деркач, згадує, що вiн
у 1964 роцi закiнчив восьмий клас шко-
ли № 27 i перейшов у СШ № 31 м. До-
нецька. Його сестра вже навчалася у
СШ № 31 в одному класi з Сергiєм.
Сергiй чудово грав на трубi й керував шкiльним оркестром. Вiн (Володимир) до
оркестру не мав вiдношення, тому у школi вони з Сергiєм майже не перетиналися,
лише на олiмпiадах з математики.

“Коли ми закiнчували школу у 1966 роцi, – згадує В. Деркач - був подвiйний
випуск десятих i одинадцятих класiв одночасно, тому вступити до унiверситету
було дуже важко. На математичний факультет був конкурс 5 чоловiк на мiсце.
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Усний вступний iспит з математики ми складали з Сергiєм в один день. Мене вра-
зив його абсолютний спокiй. Я теж добре знав математику, але саме слово “iспит”
завжди викликало в мене панiчний жах. Сергiй, мабуть, вiдчувши моє хвилюван-
ня, запитав: – Теорему синусiв знаєш? – Знаю. – Теорему косинусiв знаєш? – Знаю.
– Тодi складеш.”

У пiдсумку, обидва учасника цього дiалогу восени стали студентами механiко-
математичного факультету Донецького державного унiверситету (нинi – ДонНУ
iменi Василя Стуса).

В. О. Деркач розповiдав, що у вереснi вони працювали у колгоспi, а заняття в
унiверситетi почалися у жовтнi. “В унiверситетi було три групи “чистих” матема-
тикiв. Ми з Сергiєм працювали в парi. Сидiли за однiєю партою, разом їздили у
транспортi, разом ходили в кiно. Нас об’єднувала любов до математики, ми еко-
номили грошi на їжi, щоб купити книги з математики. Нас знали усi продавцi
книжкових крамниць. До речi, бажаючих купувати книги було багато, усiм не
вистачало, тому ми заздалегiдь вивчали тематичнi плани друкарень й робили за-
мовлення на рiк вперед”.

Кмiтливий та активний студент Сергiй Махно не розлучався у вузi i з музикою.
Грав в основному складi унiверситетського естрадного оркестру.

Але не лише математикою i му-
зикою цiкавився Сергiй Махно в сту-
дентськi роки – любив мандрувати, з
задоволенням грав у команднi види
спорту, та не без успiху – навiть залу-
чався до збiрної команди унiверситету
з футболу. Цiкавiсть до футболу збе-
реглася у Сергiя Яковича i в подаль-
шому життi: як глядач вiн вiдвiдав всi
матчi, якi вiдбулися в Донецьку, iсто-
ричного Чемпiонату Європи з футбо-
лу Євро-2012, що проводився у Польщi
та Українi. Цiкавився iсторiєю. Напев-
но, саме гучне iсторичне прiзвище було
тому причиною. Як згадував сам Сер-
гiй Якович, ще в студентськi роки йо-
го цiкавила бiографiя вiдомого однофа-
мiльця, полiтичного та вiйськового дiя-
ча часiв Визвольних Змагань Нестора
Iвановича Махна.

“Ми отримали гарну освiту, – пише
Володимир Деркач, – тому що аналiз
нам читав Й. I. Гiхман. Лекцiї були чудовi, що сприяло вибору Сергiя. В подаль-
шому Й. I. Гiхман став його науковим керiвником”.
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Першi науковi результати в математицi були отриманi С. Я. Махном ще пiд
час навчання в унiверситетi пiд керiвництвом професора Й. I. Гiхмана. Ця наукова
спiвпраця визначила i подальшу професiйну дiяльнiсть Сергiя Яковича.

Пiсля закiнчення у 1971 роцi Донецького державного унiверситету та служби
в армiї вiн став аспiрантом у Донецькому IПММ АН УРСР (науковий керiвник
Й. I. Гiхман) i, водночас, iнженером вiддiлу теорiї ймовiрностей та математичної
статистики. Завiдувачем вiддiлу був вже на той час видатний вчений Й. I. Гiхман.

З 1973 року i до кiнця свого життя, незважаючи на рiзноманiтнi непередбачу-
ванi змiни, Сергiй Якович Махно працював у Донецькому IПММ НАН України,
де вiн пройшов шлях вiд аспiранта до завiдувача вiддiлу.

За роки наполегливої плiдної працi Сергiй Якович став вiдомим фахiвцем в
галузi теорiї ймовiрностей i математичної статистики. Його науковi iнтереси ле-
жали в областi звичайних диференцiальних рiвнянь, диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних та стохастичних диференцiальних рiвнянь, теорiї випадкових
процесiв. Ним було розроблено асимптотичнi методи дослiдження розв’язкiв сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь, як у випадку нескiнченно зростаючого часу,
так i у випадку наявностi малого параметру. На вiдмiну вiд класичних резуль-
татiв, Сергiй Якович розглядав значно ширший клас рiвнянь: коефiцiєнти таких
рiвнянь можуть вести себе вкрай нерегулярно – для них можуть не iснувати поточ-
ковi границi, вони можуть необмежено зростати, для них може не виконуватися
умова Лiпшиця.

До основних наукових результатiв Сергiя Яковича належать результати щодо
граничної поведiнки розв’язкiв стохастичних диференцiйних рiвнянь; формули,
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що пов’язують стохастичнi рiвняння Iто зi стохастичними рiвняннями з локальним
часом; умови iснування та єдиностi сильних та слабких розв’язкiв як стохастичних
рiвнянь Iто, так i стохастичних рiвнянь з локальним часом; умови iснування та
єдиностi розв’язкiв рiвнянь в частинних похiдних та багато iнших.

Результати його наукових дослiджень мiстяться у кандидатськiй (1975 р.) та
докторськiй (1993 р.) дисертацiях та опублiкованi бiльш нiж у 100 роботах у фахо-
вих виданнях як в Українi, так i в iнших країнах свiту. У 2012 роцi в серiї Академiї
Наук України “Задачi i методи: математика, механiка, кiбернетика” була опублi-
кована монографiя Сергiя Яковича “Стохастичнi рiвняння. Граничнi теореми”. У
2013 роцi ним був отриманий диплом на вiдкриття “Закономiрний зв’язок мiж ха-
рактером техногенних процесiв i сумiшшю газiв у пiдземних гiрничих виробках” –
як результат спiвпрацi з науковцями iнших галузей в пошуку шляхiв подолання
важливої проблеми шахтарського Донбасу – загазованостi гiрничих виробок.

Не забував Сергiй Якович i свою alma mater – Донецький державний унiвер-
ситет (пiзнiше – Донецький нацiональний унiверситет). Вiн викладав там не од-
ну дисциплiну (на рiдному математичному, та на iнших факультетах), вiдвiду-
вав науковi конференцiї та семiнари, брав участь в редагуваннi наукових видань
унiверситету, був керiвником курсових, дипломних та магiстерських робiт студен-
тiв ДонДУ, допомагав аспiрантам та молодим науковцям ДонДУ. Працював Сергiй
Якович також в iнших унiверситетах Донецька, а науковi зв’язки пiдтримував, без
перебiльшення, з усiма спецiалiстами в галузi теорiї ймовiрностей та математичної
статистики не тiльки мiста, а й усього свiту.

Авторитет i повагу серед колег та спiвробiтникiв IПММ йому принесли та-
кi риси характеру як доброзичливiсть, небайдужiсть та зацiкавленiсть до всього
оточуючого, його науково-органiзацiйна дiяльнiсть.

“З Сергiєм ми були знайомi зi студентських рокiв, – пише у спогадах Михайло
Карабаш, – i завжди зверталися мiж собою тiльки за iм’ям. Потiк 1966 року набору
(на 1 рiк старший мого), був надзвичайно сильним. Але Сергiй видiлявся серед
однокурсникiв.

По-справжньому ми познайомилися на семiнарах Й. I. Гiхмана. Сергiй залиши-
вся у моїй пам’ятi найактивнiшим учасником цих семiнарiв. Тематика доповiдей
була вкрай рiзноманiтною, але iнтуїцiя Сергiя допомагала йому видiляти ключовi
моменти i “пiдводнi камiння” проблеми, яка обговорювалася. В наукових дискусiях
вiн був по-доброму задиристий. Вiд нього надходила не тiльки критика, але й кон-
структивнi, часом дуже кориснi iдеї.

Для мене це було важливо, тому що я прийшов з функцiонального аналiзу.
Стохастичнi парадигми були для мене чимось формальним. Моє ймовiрнiсне ми-
слення склалося, здебiльшого, пiд впливом цих гострих дискусiй, за що я дуже
вдячний Сергiєвi”.

Протягом багатьох рокiв Сергiй Якович входив до складу Вченої ради IПММ
НАН України, спецiалiзованої ради iз захисту дисертацiй, з 2003 року очолював
вiддiл теорiї ймовiрностей та математичної статистики iнституту. Упродовж три-
валого часу працював членом експертної ради ВАК України.
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Свiй багатий досвiд вiн передавав аспiрантам i студентам провiдних вузiв Доне-
цька. Студенти з вдячнiстю згадують свого викладача. Один зi студентiв С. Я. Мах-
на – Iлля Карабаш – пише: “Сергiй Якович Махно читав спецкурс з додаткових
роздiлiв теорiї ймовiрностей у тiй групi статистикiв, де я спецiалiзувався. Це був,
мабуть, 1998 рiк. Частина лекцiй проходила в IПММ. Там ми ближче впiзнали,
що таке дослiдницький iнститут.

Сергiй Якович був життєрадiсним, завжди усмiхненим викладачем. Студенти
дуже поважали його та побоювалися його екзамену. Сергiй Якович охоче вiдпо-
вiдав на нашi питання i мотивував нас їх задавати. Якщо нам вдавалося знайти
огрiхи в лекцiї, то Сергiй Якович навiть радiв: так, отже студенти ще не зовсiм
заснули.

Сергiй Якович був принциповою людиною. Його участь у захистi кандидатсь-
ких дисертацiй виключала формальне вiдношення до процесу захисту. Вiн мiг за-
дати будь-яке незручне питання. Цiкаво було спiлкуватися i з учнями Сергiя Яко-
вича. Їм, мабуть, передавався його настрiй. За п’ять хвилин випадкової розмови
в iнститутi можна було значно поширити свої знання сучасної теорiї випадкових
процесiв”.

Пiд керiвництвом С. Я. Махна були захищенi декiлька кандидатських i док-
торська дисертацiї, плiдно працювала всесвiтньо вiдома школа теорiї ймовiрно-
стей i математичної статистики, створена в Iнститутi членом-кореспондентом НАН
УРСР Й. I. Гiхманом i яка на 2014 рiк нараховувала 5 докторiв i понад 50 канди-
датiв фiзико-математичних наук, якi проживали та несли свiтло математичного
знання в десяти країнах свiту.

Останнiм часом увагу С. Я. Махна привертали дослiдження актуальних про-
блем теорiї обернених стохастичних рiвнянь, стохастичних рiвнянь з локальним
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часом, принцип великих вiдхилень для розв’язкiв рiзноманiтних стохастичних рiв-
нянь.

Наукова дiяльнiсть С. Я. Махна продовжувалась i буде продовжена в майбут-
ньому роботою його учнiв, одним з яких є автор цих рядкiв I. Г. Крикун : “Хоча
росiйська агресiя 2014 –... рокiв змусила нас покинути рiдний Донецьк, навiть
розкидала нас по рiзним країнам, ми намагаємося пiдтримувати зв’язки. Доля
зводила нас з багатьма науковцями, математиками, але, думаю, саме Сергiй Яко-
вич запам’ятається як фахiвець найвищого рiвня, людина, що вiддана математицi,
принципова, яка, при цьому залишалася людяною i доброзичливою – i до колег,
i до пiдлеглих, i до студентiв, аспiрантiв (навiть “чужих” та не дуже старанних).
“Треба думати”, “Простих задач вже не залишилося”, “А в кого менi запитати?” – це
фрази Сергiя Яковича, якi зараз я сам iнодi використовую при спiлкуваннi зi сту-
дентами. I кожна з них – як фотографiя, мiнi iсторiя, що не потребує роз’яснення
i є зрозумiлою для кожного викладача...”

Протягом свого життя Сергiй Якович допомагав усiм, хто до нього звертав-
ся. Згадується епiзод з розповiдi В. О. Деркача. “Пiсля закiнчення унiверситету
зустрiчалися ми рiдко й випадково. Виросли нашi дiти. Моя дочка з чоловiком
поїхала до Iзраїлю, де пiдтвердила першу ступiнь у Технiонi i почала писати ма-
гiстерську дисертацiю зi статистики пiд керiвництвом професора Мандельбаума.
У 2006 роцi вона приїхала в Донецьк. У нас було багато часу зайнятися її дисер-
тацiєю. Коли робота пiдходила до кiнця, я попросив Сергiя прочитати її, всього
бiля 50 сторiнок. Сергiй не тiльки прочитав, але й знайшов в нiй помилки, що
допомогло суттєво покращити роботу. Я дуже вдячний Сергiєвi за цю допомогу.
Дочка успiшно захистила спочатку кандидатську, а потiм докторську дисертацiю,
що дало їй можливiсть отримати роботу в Гарвардi”.

Останнi статтi Сергiя Яковича – це спогади, написанi ним у 2018 роцi незадовго
до смертi та присвяченi 100-рiччю вiд дня народження його вчителя, видатного
математика Й. I. Гiхмана (1918–1985). Цi статтi стали нiбито подякою вчителю,
який розкрив науковий потенцiал свого учня.

Видатний вчений, С. Я. Махно був людиною, що вiддана своїй Батькiвщинi,
своїй науцi, друзям i колегам, а ще люблячим чоловiком i турботливим батьком.
Свiтла пам’ять про Сергiя Яковича назавжди залишиться у серцях його рiдних,
близьких та друзiв, учнiв та колег, всiх, хто близько знав С. Я. Махна...

Пiдготував за спогадами учнiв та колег I.Г. Крикун
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In this paper, we present necessary and sufficient conditions of boundedness of L-index in joint variables
for vector-functions analytic in the unit ball, where L = (l1, l2) : B2 → R2

+ is a positive continuous
vector-function, B2 = {z ∈ C2 : |z| =

√
|z1|2 + |z2|2 ≤ 1}. Particularly, we deduce analog of Fricke’s

theorems for this function class, give estimate of maximum modulus on the skeleton of bidisc. The first
theorem concerns sufficient conditions. In this theorem we assume existence of some radii, for which
the maximum of norm of vector-function on the skeleton of bidisc with larger radius does not exceed
maximum of norm of vector-function on the skeleton of bidisc with lesser radius multiplied by some
costant depending only on these radii. In the second theorem we show that boundedness of L-index in
joint variables implies validity of the mentioned estimate for all radii.
MSC: 32A10, 32A17, 32A37, 30H99, 30A05.
Keywords: bounded index, bounded L-index in joint variables, analytic function, unit ball, local
behavior, maximum modulus.

1. Introduction.
This paper is addendum to [1]. There was proposed the definition of L-index

boundedness in joint variables obtained some criteria of L-index boundedness in joint
variables for vector-valued analytic functions in the unit ball. Here we pose the following
goal: to obtain and to prove criteria admitting easy application to system of partial
differential equations. Particularly, we should like to deduce analogs of Fricke’s theorem
and Hayman’s theorem for this function class. The first theorem describes estimate
of maximum modulus of entire function having bounded index. It plays important
role in the proof of the second theorem. And the second theorem allows to estimate
modulus of derivative of some order by moduli of derivatives of lesser order. For
vector-valued function we will replace the modulus of the function by the sup-norm.
Analogs of Hayman’s theorem for various classes of analytic functions have many
applications in analytic theory of differential equations: entire functions of bounded
L-index in direction [2], entire functions of bounded L-index in joint variables [3],
analytic functions in the unit ball having bounded L-index in joint variables [4], entire
bivariate vector-valued function of bounded index [5].

2. Notations, definitions and auxiliary propositions.
Here we use notations from [1, 4, 6]. We need some standard notations. Let R+ =

[0;+∞), 0 = (0, 0) ∈ R2
+, 1 = (1, 1) ∈ R2

+, R = (r1, r2) ∈ R2
+, |(z, ω)| =

√
|z|2 + |ω|2.

For A = (a1, a2) ∈ R2, B = (b1, b2) ∈ R2, we will use formal notations without
violation of the existence of these expressions: AB = (a1b1, a2b2), A/B = (a1/b1, a2/b2),
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Analogs of Fricke’s theorems for analytic vector-valued functions in the unit ball having...

AB = (ab11 , a
b2
2 ), аnd the notation A < B means that aj < bj , j ∈ {1, 2}; the relation

A ≤ B is defined in the similar way. For K = (k1, k2) ∈ Z2
+ let us denote K! = k1! ·k2!.

Addition, multiplication by scalar and conjugation in C2 is defined componentwise. For
z ∈ C2, w ∈ C2 we define ⟨z, w⟩ = z1w1+ z2w2, where w1, w2 is the complex conjugate
of w1, w2.

The polydisc {(z, ω) ∈ C2 : |z−z0| < r1, |ω−ω0| < r2} is denoted by D2((z0, ω0), R),
its skeleton {(z, ω) ∈ C2 : |z − z0| = r1, |ω − ω0| = r2} is denoted by T2((z0, ω0), R),
the closed polydisc {(z, ω) ∈ C2 : |z − z0| ≤ r1, |ω − ω0| ≤ r2} is denoted by
D2[(z0, ω0), R], D2 = D2(0;1), D = {z ∈ C : |z| < 1}. The open ball {(z, ω) ∈
C2 :

√
|z − z0|2 + |ω − ω0|2 < r} is denoted by B2((z0, ω0), r), the sphere {(z, ω) ∈

C2 :
√

|z − z0|2 + |ω − ω0|2 = r} is denoted by S2((z0, ω0), r), and the closed ball
{z ∈ C2 :

√
|z − z0|2 + |ω0 − ω0|2 ≤ r} is denoted by B2[(z0, ω0), r], B2 = B2(0,1),

D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.
Let F (z, ω) = (f1(z, ω), f2(z, ω)) be an analytic vector-function in B2. Then at a

point (a, b) ∈ B2 the function F (z, ω) has a bivariate Taylor expansion:

F (z, ω) =
∞∑
k=0

∞∑
m=0

Ckl(z − a)k(ω − b)m,

where Ckm = 1
k!m!

(
∂k+mf1(z,ω)

∂zk∂ωm , ∂
k+mf2(z,ω)
∂zk∂ωm

) ∣∣
z=a,ω=b

= 1
k!m!F

(k,m)(a, b).

Let L(z, ω) = (l1(z, ω), l2(z, ω)), where lj(z, ω) : B2 → R2
+ is a positive continuous

function such that

∀(z, ω) ∈ B2 : lj(z, ω) >
β

1−
√
|z|2 + |ω|2

, (1)

j ∈ {1, 2}, where β >
√
2 is a some constant.

The norm for the vector-function F : B2 → C2 is defined as the sup-norm:

∥F (z, ω)∥ = max
1≤j≤2

{|fj(z, ω)|}.

We write

F (i,j)(z, ω) =
∂i+jF (z, ω)

∂zi∂ωj
=

(
∂i+jf1(z, ω)

∂zi∂ωj
,
∂i+jf2(z, ω)

∂zi∂ωj

)
.

An analytic vector-function F : B2 → C2 is said to be of bounded L-index (in joint
variables), if there exists n0 ∈ Z+ such that

∀(z, ω) ∈ B2 ∀(i, j) ∈ Z2
+ :

∥F (i,j)(z, ω)∥
i!j!li1(z, ω)l

j
2(z, ω)

≤ max

{
∥F (k,m)(z, ω)∥

k!m!lk1(z, ω)l
m
2 (z, ω)

: k,m ∈ Z+, k +m ≤ n0

}
. (2)
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The least such integer n0 is called the L-index in joint variables of the vector-function F
and is denoted by N(F,L,B2). The concept of boundedness of L-index in joint variables
were considered for other classes of analytic functions. They are differed domains of
analyticity: the unit ball [4, 6–8], the polydisc [9, 10], the Cartesian product of the
unit disc and complex plane [11], n-dimensional complex space [12, 13]. Vector-valued
functions of one and several complex variables having bounded index were considered
in [14–18].

The function class Q(B2) is defined as following: ∀R ∈ R2
+, |R| ≤ β, j ∈ {1, 2} :

0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞

where

λ1,j(R) = inf
(z0,ω0)∈B2

inf

{
lj(z, ω)

lj(z0, ω0)
: (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]

}
, (3)

λ2,j(R) = sup
(z0,ω0)∈B2

sup

{
lj(z, ω)

lj(z0, ω0)
: (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]

}
. (4)

We need the two following propositions from [1].
Theorem 1. ([1]) Let L ∈ Q(B2). An analytic vector-function F : B2 → C2 has

bounded L-index in joint variables if and only if for every R ∈ R2, |R| ≤ β there exist
n0 ∈ Z+, p > 0 such that for all (z0, ω0) ∈ B2 there exists 2-tuple (k0,m0) ∈ Z2

+,
k0 +m0 ≤ n0, satisfying inequality

max

{
∥F (k,m)(z, ω)∥

k!m!lk1(z, ω)l
m
2 (z, ω)

: k +m ≤ n0, (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]

}
≤

≤ p0
∥F (k0,m0)(z0, ω0)∥

k0!m0!lk
0

1 (z0, ω0)lm
0

2 (z0, ω0)
. (5)

Let L1, L2 ∈ Q(B2). We say that L1 ≍ L2 if there exist two constants 0 < C1 <
C2 < +∞ such that

C1L1(z, w) ≤ L2(z, w) ≤ C2L1(z, w)

for every point (z, w) ∈ B2.
Lemma 2. ([1]) Let L ∈ Q(B2), L ≍ L̃, β > 1. An analytic in B2 vector-function

F : B2 → C2 has bounded L̃-index in joint variables if and only if, she has bounded
L-index in joint variables.

3. Estimate of maximum modulus on the skeleton of analytic vector-
function in ball.

For an analytic vector-function F : B2 → C2 we put

M(R, (z0, ω0), F ) = max
{
∥F (z, ω)∥ : (z, ω) ∈ T2((z0, ω0), R)

}
,
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Analogs of Fricke’s theorems for analytic vector-valued functions in the unit ball having...

where (z0, ω0) ∈ B2, R ∈ R2
+. Then

M(R, (z0, ω0), F ) = max
{
∥F (z, ω)∥ : (z, ω) ∈ D2((z0, ω0), R)

}
,

because the maximum modulus of the analytic vector-function in a closed bidisc is
attained on its skeleton.

In theory of functions having bounded index a very important role has Hayman’s
theorem. It was obtained by W. Hayman [19] for entire functions of one variable
having bounded index. Later it was generalized for various classes of analytic functions
[6,9,11,20]. This theorem is applicable in analytic theory of partial differential equations
[3, 4, 21]. It allows to deduce conditions by the coefficients of equation providing index
boundedness of each analytic solution. Moreover, the idea of proof was used to obtain
growth estimate for functions from this class. To prove an analogue of Hayman’s
theorem, we need the following theorem. The theorem gives sufficient conditions by
the estimate of maximum modulus on the skeleton of bidisc.

Theorem 3. Let L ∈ Q(B2), F : B2 → C2 be an analytic vector-function. If there
exist R′, R′′ ∈ R2

+, R
′ < R′′,|R′′| < β and p1 = p1(R

′, R′′) ≥ 1 such that for each
(z0, ω0) ∈ B2

M

(
R′′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
≤ p1M

(
R′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
(6)

then F has bounded L-index in joint variables.

Proof. The current proof is similar to proof for functions analytic in the unit ball
in [6]. Suppose that 0 < R′ < 1 < R′′.

Let (z0, ω0) ∈ B2 be an arbitrary point. We expand the vector-function F in power
series

F (z, ω) =

∞∑
k=0

∞∑
m=0

Bk,m(z − z0)
k(ω − ω0)

m, (7)

where Bk,m = (b1,k,m, b2,k,m) = (
f
(k,m)
1 (z0,ω0)

k!m! ,
f
(k,m)
2 (z0,ω0)

k!m! ).

Let µ(R, (z0, ω0), F ) = max{∥Bk,m∥rk1rm2 : k + m ≥ 0} be the maximal term of
series (7) and ν(R) = ν(R, (z0, ω0), F ) = (ν1(R), ν2(R)) be a set of indices such that
µ(R, (z0, ω0), F ) = ∥Bν(R)∥r

ν1(R)
1 r

ν2(R)
2 ,

ν1(R) + ν2(R) = max{k +m : k +m ≥ 0, ∥Bk,m∥rk1rm2 = µ(R, (z0, ω0), F )}.

Then in view of inequality (7) we obtain that for every |R| < 1−
√

|z0|2 + |ω0|2 :

µ(R, (z0, ω0), F ) ≤M(R, (z0, ω0), F ).
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Then for the given R′ and R′′ with 0 < |R′| < 1 < |R′′| < β we deduce

M(R′R, (z0, ω0), F ) ≤
∑
k≥0

∑
m≥0

∥Bk,m∥(r′1r1)k(r′2r2)m ≤

≤
∑
k≥0

∑
m≥0

µ(R, (z0, ω0), F )(r
′
1)

k(r′2)
m =

= µ(R, (z0, ω0), F )
∑
k≥0

∑
m≥0

(r′1)
k(r′2)

m =

2∏
j=1

1

1− r′j
µ(R, (z0, ω0), F ).

And

lnµ(R, (z0, ω0), F ) = ln
{
∥Bν(R)∥r

ν1(R)
1 r

ν2(R)
2

}
=

= ln

{
∥Bν(R)∥(r1r′1)ν1(R)(r2r

′
2)

ν2(R) 1

(r′′1)
ν1(R)(r′′2)

ν2(R)

}
=

= ln
{
∥Bν(R)∥(r1r′1)ν1(R)(r2r

′
2)

ν2(R)
}
+ ln

{
1

(r′′1)
ν1(R)(r′′2)

ν2(R)

}
≤

≤ lnµ(R′′R, (z0, ω0), F )− (ν1(R) + ν2(R)) ln min
1≤j≤2

r′′j .

Hence, we have

ν1(R)+ν2(R)≤
1

lnmin1≤j≤2 r′′j
(lnµ(R′′R, (z0, ω0), F )− lnµ(R, (z0, ω0), F )) ≤

≤
(lnM(R′′R, (z0, ω0), F )− ln(

∏2
j=1(1− rj) lnM(R′R, (z0, ω0), F ))

lnmin1≤j≤2 r′′j
≤

≤ 1

lnmin1≤j≤2 r′′j
(lnM(R′′R, (z0, ω0), F )− lnM(R′R, (z0, ω0), F ))−

−
∑2

j=1 ln(1− rj)

min1≤j≤2 r′′j
=

1

min1≤j≤2 r′′j
ln
M(R′′R, (z0, ω0), F )

M(R′R, (z0, ω0), F )
−
∑2

j=1 ln(1− rj)

min1≤j≤2 r′′j
. (8)

Put R = 1
L(z0,ω0)

. Let N(F, (z0, ω0),L) be the L-index of vector-function F in joint
variables at the point (z0, ω0).

Therefore,

N(F, (z0, ω0),L) ≤ ν

(
1

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
= ν(R, (z0, ω0), F ). (9)

But

M(R′′/L(z0, ω0), (z0, ω0), F ) ≤ p1(R
′, R′′)M(R′/L(z0, ω0), (z0, ω0), F ). (10)

Thus, in view of (8), (9) and (10) we obtain ∀(z0, ω0) ∈ B2

N(F, (z0, ω0),L) ≤
−
∑2

j=1 ln(1− r′j)

lnmin{r′1, r′′2}
+

ln p1(R
′, R′′)

lnmin{r′1, r′′2}
.
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Analogs of Fricke’s theorems for analytic vector-valued functions in the unit ball having...

Hence, we conclude that F has bounded L-index in joint variables with 0 < R′ < 1 <
R′′, |R′′| < β.

Let us prove the theorem for all 0 < R′ < R′′, |R′′| < β. From (6) one has

max

{
∥F (z, ω)∥ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′′

R′ +R′′
R′ +R′′

2L(z0, ω0)

)}
≤

≤ p1max

{
∥F (z, ω)∥ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′′

R′ +R′′
R′ +R′′

2L(z0, ω0)

)}
.

Put L̃(z, ω) = 2L(z,ω)
R′+R′′ . We obtain

max

{
∥F (z, ω)∥ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′′

(R′ +R′′)L̃(z0, ω0)

)}
≤

≤ p1max

{
∥F (z, ω)∥ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′′

(R′ +R′′)L̃(z0, ω0)

)}
,

where 0 < 2R′

R′+R′′ < 1 < 2R′′

R′+R′′ .
Using the first part of the proof, we get that the vector-function F has bounded

L̃-index in joint variables. Then by Lemma 2 the vector-function F is a function of
bounded L-index in joint variables. �

Using the arguments of the proof of Theorem 3, one can prove the following theorem
Theorem 4. Let L ∈ Q(B2). If analytic vector-function F : B2 → C2 has bounded

L-index in joint variables then for all R′, R′′ ∈ R2
+, R′ < R′′, |R′′| ≤ β there exists

p1 = p1(R
′, R′′) ≥ 1 such that for every (z0, ω0) ∈ B2 inequality (6) holds.

Proof. Let N(F,L) = N < +∞. Suppose that inequality (6) does not hold i.e. there
exist R′ < R′′, 0 < |R′| < |R′′| < β, such that for each p∗ ≥ 1 and for some z0 = z0(p⋆),
ω0 = ω0(p∗)

M

(
R′′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
≥ p∗M

(
R′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
. (11)

By Theorem 1, there exists p0 = p0(R
′′) ≥ 1 such that for every (z0, ω0) ∈ B2 and some

(k0,m0) ∈ Z2
+, k0 +m0 ≤ N (that is n0 = N , see proof of Theorem 1) one has :

M

(
R′′

L(z0, ω0)(z0, ω0), F (k0,m0)

)
≤ p0∥F (k0,m0)(z0, ω0)∥. (12)

We put

b1 = p0λ
N
2,2(R

′′)N !

 2∑
j=1

(N − j)!

(r′′1)
j

(r′′1r′′2
r′1r

′
2

)N

,

b2 = p0

 2∑
j=1

(N − j)!

(r′′2)
j

(r′′2
r′2

)N

max

{
1,

1

(r′1)
N

}
,
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and

p∗ = (N !)2p0

(
r′′1r

′′2

r′1r
′
2

)N

+
2∑

k=1

bk + 1.

Let z0 = z0(p∗), ω0 = ω0(p∗), (z0, ω0) be a point for which inequality (11) holds and
(k0,m0) be such that (12) holds and

M

(
R′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
= ∥F (z∗, ω∗)∥,

M

(
R′′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

(i,j)

)
= ∥F (i,j)(z∗i,j , ω

∗
i,j)∥

for every (i, j) ∈ Z2
+, i+ j ≤ N . We apply Cauchy’s inequality

∥F (i,j)(z0, ω0)∥ ≤ i!j!

(
l1(z0, ω0)

r′1

)i( l2(z0, ω0)

r′2

)j

∥F (z∗, ω∗)∥ (13)

for estimate the difference

∥F (i,j)(z∗i,j , ω
∗
i,j)− F (i,j)(z01 , ω

∗
i,j)∥ = ∥

∫ z∗i,j

z01

∂i+j+1F

∂zi+1∂ωj
(ξ, ω∗

i,j)dξ∥ ≤

≤
∥∥∥∥ ∂i+j+1F

∂zi+1∂ωj
(z∗i+1,j , ω

∗
i+1,j)

∥∥∥∥ r′′1
l1(z0, ω0)

. (14)

Since (z01 , ω
∗
i,j) ∈ D2

[
(z0, ω0),

R′′

L(z0,ω0)

]
, and |z∗i,j − z01 | =

r′′1
l1(z0,ω0)

, l1(z
0
1 , z

∗
i,2) ≤

λ2,1(R
′′)l1(z0, ω0), |ω∗

i,j−ω0
2| =

r′′2
l2(z0,ω0)

, l2(ω0
2, ω

∗
j,2) ≤ λ2,2(R

′′)l2(z0, ω0), and inequality
(13) holds with i = k0, j = m0 by Theorem 1 we have

∥F (i,j)(z01 , ω
∗
i,j)∥ ≤

i!j!li1(z
0
1 , ω

∗
j,2)l

j
2(z

0
1 , ω

∗
j,2)

k0!m0!l
k0
1 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

p0∥F (k0,m0)(z0, ω0)∥ ≤

≤
i!j!li1(z0, ω0)l

j
2(z0, ω0)λ

i
2,1(R

′′)λj2,2(R
′′)

k0!m0!l
k0
1 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

p0k0!m0!
lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

(r′1)
k0(r′2)

m0
∥F (z∗, ω∗)∥ =

=
i!j!li1(z0, ω0)l

j
2(z0, ω0)λ

i
2,1(R

′′)λj2,2(R
′′)

(r′1)
k0(r′2)

m0
∥F (z∗, ω∗)∥. (15)

From inequalities (14) and (15) it follows that∥∥∥∥∥ ∂i+j+1F

∂zi+1
i,j ∂ω

j
i,j

(z∗i+1,j , ω
∗
i+1,j)

∥∥∥∥∥ ≥ l1(z0, ω0)

r′′1

{
∥F i,j(z∗i,j , ω

∗
i,j)∥ − ∥F i,j(z01 , ω

∗
i,j)∥

}
≥

≥
l1(z

0
1 , ω

∗
i,j)

r′′1
∥F i,j(z01 , ω

∗
i,j)∥ −

p0i!j!l
i+1
1 (z0, ω0)l

j
2(z0, ω0)λ

i,j
2,2(R

′′)

r′′1(r
′
1)

k0(r′2)
m0

∥F (z∗, ω∗)∥.
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Then

∥F (k0,m0)(z∗k0 , ω
∗
m0

)∥ ≥ l1(z0, ω0)

r′′1

∥∥∥∥∥∂(k0+m0)−1f

∂zk0−1∂ωm0
(z∗k0−1,m0

, ω∗
k0,m0

)

∥∥∥∥∥−
−
p0(k0 − 1)!m0!l

k0
1 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)λ

k0
2,1(R

′′)λm0
2,2 (R

′′)

r′′1(r
′
1)

k0(r′2)
m0

∥F (z∗, ω∗)∥ ≥

≥ l21(z0, ω0)

(r′′1)
2

∥∥∥∥∥∂(k0+m0)−2f

∂zk0−2∂ωm0
(z∗k0−2,m0

, ω∗
k0,m0

)

∥∥∥∥∥−
−
p0(k0 − 2)!m0!l

k0
1 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)λ

k0
2,1(R

′′)λm0
2,2 (R

′′)

(r′′1)
2(r′1)

k0(r′2)
m0

∥F (z∗, ω∗)∥−

−
p0(k0 − 1)!m0!l

k0
1 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)λ

k0
2,1(R

′′)λm0
2,2 (R

′′)

r′′1(r
′
1)

k0(r′2)
m0

∥F (z∗, ω∗)∥ ≥

≥ lk01 (z0, ω0)

(r′′)k0

∥∥∥∥∂m0f

∂ωm0
(z∗0 , ω

∗
m0

)

∥∥∥∥− p0
(R′)k0,m0

lk01 (z0, ω0)l
m0
2 (z0, ω0)×

×λm0
2,2 (R

′′)m0!
(k0 − i)!

(r′′1)
i

∥F (z∗, ω∗)∥ ≥

≥ lk01 (z0, ω0)l
m0
2 (z0, ω0)

(r′′1)
k0(r′′2)

m0
∥F (z∗0 , ω∗

0)− F (z∗, ω∗)∥(̃b1 + b̃2), (16)

where in view of the inequalities λ2,1(R′′) ≥ 1, λ2,2(R′′) ≥ 1 and R′′ ≥ R′ we have

b̃1 =
p0

(r′1)
k0(r′2)

m0
lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)λ

m0
2,2 (R

′′)m0!
(k0 − 1)!

r′′1
=

=
lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

(r′′1)
k0(r′′2)

m0

(
R′′

R′

)k0,m0

p0λ
m0
2,2 (R

′′)m0!
(k0 − 1)!

r′′1
≤ lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

(r′′1)
k0(r′′2)

m0
b1,

b̃2 =
p0

(R′)k0,m0
lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

1

(r′′1)
k0

(m0 − 1)!

r′′2
≤ lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

(r′′1)
k0(r′′2)

m0
b2.

Thus, (16) implies that:

∥F (k0,m0)(z∗k0,m0
, ω∗

k0,m0
)∥ ≥ lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

(r′′1)
k0(r′′2)

m0
∥F (z∗, ω∗)∥×

×
{
∥F (z∗0 , ω∗

0)∥
∥F (z∗, ω∗)∥

− (b1 + b2)

}
.
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But in view of (11) and a choice of p∗ , we have ∥F (z∗0 ,ω
∗
0)∥

∥F (z∗,ω∗)∥ ≥ p∗ > b1 + b2. Thus, in
view of (12) and (13) we obtain

∥F (k0,m0)(z∗k0,m0
, ω∗

k0,m0
)∥≥ lk01 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

(r′′1)
k0(r′′2)

m0
∥F (z∗, ω∗)∥ {p∗ − (b1 + b2)}≥

≥ lk01 (z0, ω0)l
m0
2 (z0, ω0)

(r′′1)
k0(r′′2)

m0
{p∗ − (b1 + b2)}

∥F (k0,m0)(z0, ω0)∥(R′)k0,m0

k0!m0!l
k0
1 (z0, ω0)l

m0
2 (z0, ω0)

≥

≥
(
r′1r2
r′′1r

′′
2

)N

{p∗ − (b1 + b2)}
∥F (k0,m0)(z∗k0,m0

, ω∗
k0,m0

)∥
p0(N !)2

.

Hence, we have p∗ ≤ p0

(
r′1r

′
2

r′′1 r
′′
2

)N
(N !)2 +

∑2
j=1 bj , but this contradicts the choice of

p∗. �
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В.П. Бакса, А.I. Бандура, О.Б. Скаскiв
Аналоги теорем Фрiке для аналiтичних у кулi векторнозначних функцiй обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
У цiй статтi нами отримано необхiднi та достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукуп-
нiстю змiнних для векторнозначних функцiй, аналiтичних в одиничнiй кулi, де L = (l1, l2) —
додатна неперервна векторнозначна функцiя, що визначена у внутрiшностi одиничнiй кулi
з двовимiрного комплексного простору i кожна компонента задовольняє деяку умову в цiй
кулi. Точнiше, при пiдходi до межi одиничної кулi кожна компонента зростає швидше, нiж
1/(1 − |z|), де |z| — евклiдова норма у двовимiрному комплексному просторi. Зокрема, на-
ми доведено аналоги теорем Фрiке для цього класу функцiй, якi дають оцiнку максимуму
норми на кiстяку бiкруга. Перша теорема стосується достатнiх умов. Згiдно з цими умова-
ми для обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних досить вимагати iснування деяких ра-
дiусiв, для яких максимум норми аналiтичної векторнозначної функцiї на кiстяку бiкруга з
бiльшим радiусом не перевищує максимуму норми векторнозначної функцiї на кiстяку бiкру-
га з меншим радiусом помноженого на деяку сталу, залежну лише вiд радiусiв. Доведення
першої теореми подiбне до доведення вiдповiдного твердження для аналiтичних в одинич-
нiй кулi функцiй та використовує властивостi максимального члена, центрального iндексу
та коефiцiєнтiв степеневого розвинення в околi довiльної точки з внутрiшностi двовимiрної
одиничної кулi. У другiй теоремi стверджується, що з обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю
змiнних для векторнозначної аналiтичної в двовимiрнiй одиничнiй кулi функцiї випливає
справедливiсть згаданої оцiнки для всiх радiусiв. Доведення другої теореми базується на
iнтегральнiй формулi Кошi та пов’язанiй з нею нерiвностi Кошi. Основою для такого дове-
дення служить критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для векторнозначних
функцiй, аналiтичних в одиничнiй кулi, який ранiше був отриманий одним зi спiвавторiв.
Цей критерiй описує локальне поводження максимумiв норм частинних похiдних на кiстя-
ках бiкруга. З одержаних нарiзно достатнiх умов та необхiдних умов обмеженостi L-iндексу
за сукупнiстю змiнних для векторнозначних аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй легко
одержується критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних, який полягає у мож-
ливостi оцiнки максимуму норми векторнозначної функцiї на кiстяку бiкруга з бiльшим ра-
дiусом через максимум норми векторнозначної функцiї на кiстяку бiкруга з меншим радiусом,
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помножений на деяку сталу, залежну лише вiд радiусiв i незалежну вiд центрiв бiкруга.

Ключовi слова: обмежений iндекс, обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, аналiтична
функцiя, одинична куля, локальне поводження, максимум модуля.
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ЗАДАЧА ПРО ДОБУТОК ВНУТРIШНIХ РАДIУСIВ ЧОТИРЬОХ
НЕПЕРЕТИННИХ ОБЛАСТЕЙ, ДЕЯКI З ЯКИХ СИМЕТРИЧНI
ВIДНОСНО ОДИНИЧНОГО КОЛА

В роботi розглядається достатньо загальна проблема геометричної теорiї функцiй про екстре-
мальне розбиття комплексної площини, а саме задача про знаходження максимуму добутку
внутрiшнiх радiусiв неперетинних областей {Bk}nk=1, симетричних вiдносно одиничного кола, i
степеня γ внутрiшнього радiуса областi {B0}, яка мiстить точку нуль. Дана задача розглядалася
в роботах В.М. Дубiнiна, Л.В. Ковальова, Г.П. Бахтiної та iнших, у 1994 роцi була виставлена
В.М. Дубiнiним в списку нерозв’язаних проблем. В 2000 р. для γ = 1 i для всiх n > 2 цю проблему
розв’язав Л.В Ковальов. У данiй роботi розглядається випадок трьох симетричних неперетинних
областей, причому степiнь внутрiшнього радiуса областi {B0} знаходиться в межах 0 < γ ≤ 1.233
i для даного випадку знайдено повний розв’язок без додаткових обмежень.
MSC: 30C75.
Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, неперетиннi областi, роздiляюче перетворення,
квадратичний диференцiал.

Задачi про екстремальне розбиття комплексної площини складають вiдомий
класичний напрям геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Ця тематика
бере початок вiд статтi М.О. Лаврентьева 1934 року [1] i потiм развивалася в
работах багатьох авторiв [2–9].

Нехай N и R – множини натуральних i дiйсних чисел вiдповiдно, C – комплекс-
на площина, i нехай C = C

∪
{∞} – розширена комплексна площина, R+ = (0,∞).

На розширенiй комплекснiй площинi розглянемо систему довiльних неперетинних
многозвязних областей {Bk}nk=0, причому n областей {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно
одиничного кола i нехай r(B, a) – внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiдносно точки
a ∈ B.

Розглянемо наступну екстремальну проблему.
Проблема 1. Знайти точну верхню оцiнку для функцiоналу

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (1)

де γ ∈ R+, a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ∈ C, де Bi
∩
Bj = ∅ при 0 ≤ i, j ≤ n

i i ̸= j – неперетиннi областi, и B1, . . . , Bn симетричнi вiдносно одиничного кола.
Вперше в 1984 р. аналогiчну задачу зi вiльними полюсами для симетричних

однозвязних областей розглянула Г. Бахтiна в роботi [5]. В 1994 р. дану задачу
поставив В. Дубiнiн в роботi [7] як нерозв’язану проблему. В 2000 р. для γ = 1
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i для всiх n > 2 цю проблему розв’язав Л. Ковальов [8, 9]. Одному з частинних
випадкiв даної проблеми i присвячена дана робота.

Нехай для конкретностi

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Позначимо

α1 :=
1
π (arg a2 − arg a1),α2 :=

1
π (arg a3 − arg a2)... αn := 1

π (2π − arg an).

Нехай α0 = max
k

αk, k = 1, n.
Правильна наступна теорема.
Теорема 1. Для довiльного набору точок ak, таких, що a0 = 0, |ak| = 1,

a1 = 1, k = 1, 3, i довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk, a0 =
0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 3, причому областi Bk, k = 1, 3, симетричнi
вiдносно одиничного кола |w| = 1, i довiльного дiйсного γ, такого, що 0 < γ ≤ 1.233
правильна нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

3∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

3

)3

· (2γ)
γ
3

27 (9− 2γ)
3
2
+ γ

3

·
(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

. (2)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, зокрема, у випадку, якщо ak = a
(0)
k ,

Bk = B
(0)
k , k = 0, 3, де a(0)k i B(0)

k , k = 0, 3, є, вiдповiдно, полюсами i круговими
областями квадратичного диференцiалу

Q(w)dw2 = −γw
6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2
dw2. (3)

Доведення. Зауважимо, що випадок 0 < γ < 1 був розглянутий в роботi [10],
випадок γ = 1 – в роботi [8], а випадок α0 ≤ 2√

2γ
– в роботi [11]. Таким чином, нам

достатньо розглянути випадок 1 < γ < 1.233 i α0 >
2√
2γ
.

Доведення теореми грунтується на методах i iдеях робiт [4, 7, 8].
Покажемо, що при умовi α0 > 2√

2γ
, значення функцiонала (1) задовольняє

спiввiдношення (2).
Нехай

Pk := {w : arg ak < argw < arg ak+1},

k = 1, 3, arg a4 = 2π, P0 := P3, P4 := P1 α1 + α2 + α3 = 2.
При кожному k = 1, 3 позначимо через zk(w) ту вiтку многозначної аналiтич-

ної функцiї z = −i(e−i arg akw)
1
αk , z0 := z3, z4 := z1, яка конформно i однолисно

вiдображає областi Pk, k = 1, 3 на праву пiвплощину Rez > 0.

Тодi для областей Bk, k = 1, 3, таких, як i в Задачi 1, позначимо через D(1)
k

об’єднання зв’язної компоненти множини zk(Bk
∩
Pk), що мiстить точку zk(ak) з її
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вiдображенням вiдносно уявної осi, а через D(1)
k – об’єднання зв’язної компоненти

множини zk−1(Bk
∩
Pk−1), що мiстить точку zk−1(ak) з її вiдображенням вiдносно

уявної осi, D(2)
0 := D

(2)
2 . Сiм’ю двох симетричних вiдносно уявної осi областей

{D(1)
k ;D

(2)
k−1}, будемо називати результатом роздiляючого перетворення областi Bk.

Для утворених областей, згiдно з теоремою 2 роботи [6], правильна нерiвнiсть:

3∏
k=1

r(Bk, ak) ≤
3∏

k=1

αk · (r(D
(i)
k+1, i)r(D

(2)
k ,−i))

1
2 .

Аналогiчно проводиться роздiляюче перетворення областi B0 i отримаємо нерiв-
нiсть

r(B0, 0) ≤
3∏

k=1

(r(D
(k)
0 ; 0)

α2
k
2 .

Використовуючи результати робiт [6,7] i властивостi роздiляючого перетворен-
ня, отримаєм

I03 (γ) = rγ
(
B

(0)
0 , 0

) 3∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

3

)3

· (2γ)
γ
3

27 (9− 2γ)
3
2
+ γ

3

·
(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

,

де B(0)
k , a(0)k , k = 0, 3, a(0)0 = 0, вiдповiдно, круговi областi i полюси квадратичного

диференцiала (3).
Правильна наступна лема.
Лема 1. Нехай B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) – попарно неперетинi областi в C,

a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, (aj ∈ Bj), j = 0, n i q > 0, q ∈ R, r(Bj , aj) - внутрiшнiй
радiус областi Bj в точцi aj i 0 < γ < n. Тодi при умовi, що

r(B0, a0) ≥ q
1

γ−n

виконується нерiвнiсть:

rγ(B0, a0) ·
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ q.

Доведення. Нехай
r(B0, a0) = p ≥ q

1
γ−n .

Застосуємо теорему Лаврентьєва [1] для областей B0 i B1, отримаємо, що

r(B0, 0) · r(B1, a1) ≤| a1 |= 1.

Оскiльки r(B0, 0) = p, то

r(B1, a1) ≤
1

p
.
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Аналогiчно
r(Bk, ak) ≤

1

p

для
k = 1, n.

Тодi

rγ(B0, a0) ·
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ pγ · 1
pn = pγ−n ≤ (q

1
γ−n )γ−n = q.

Лему доведено. �
Взявши в Лемi 1 q = I0n(γ), отримаємо, що для r(B0, a0) ≥

(
I0n(γ)

) 1
γ−n пра-

вильна нерiвнiсть (2). Тому нам достатньо розглядати тiльки випадок r(B0, a0) <(
I0n(γ)

) 1
γ−n .

Зауважимо, що:

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) =
3∏

k=0

r (Bk, ak) r
γ−1 (B0, 0) . (4)

За теоремою 1 роботи [12], а також, враховуючи, що α0 > 2√
2γ
, правильна

нерiвнiсть
3∏

k=0

r (Bk, ak) ≤
9

4
8
3

(|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|)
2
3 <

<
9

4
8
3

·
(
8 sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sinπ

(
1− 1√

2γ

)) 2
3

.

Таким чином, в (4) отримаємо:

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) <
9

4
5
3

·
(
sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sinπ

(
1− 1√

2γ

)) 2
3 (
I0n(γ)

) γ−1
γ−3 .

(5)
Далi, нехай

Jn(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

.

Використовуючи (5), отримаємо наступну нерiвнiсть:

Jn(γ) 6
9

4
5
3

·
(
sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sinπ

(
1− 1√

2γ

)) 2
3 (
I0n(γ)

) 2
γ−3 . (6)
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Зауважимо, що Jn(1.233) < 1, таким чином для γ = 1.233 i довiльного набору
областей Bk i точок ak, k = 0, 3, якi задовольняють умови Теореми 1, правильна
нерiвнiсть In(γ) < I0n(γ), а значить для даного випадку теорема доведена. Пра-
вильнiсть теореми для 1 < γ < 1.233 випливає з монотонного зростання по γ
виразу, записаного в правiй частинi нерiвностi (6).

Теорема доведена.�
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A.K. Bakhtin, Ya.V. Zabolotnii
The problem of the product of inner radii of four nonoverlapping domains, some of there
are symmetric about unit circle.

Considered in the paper is one quite general problem of geometric function theory on extremal
decomposition of the complex plane, namely to determine the maximum of product of the inner radii
of n non-overlapping domains {Bk}nk=1,, symmetric with respect to the unit circle, and the power γ of
the inner radius of a domain {B0}, which contains the origin. Starting point of the theory of extremal
problems on non-overlapping domains is the result of Lavrent’ev [1] who in 1934 solved the problem of
a product of conformal radii of two mutually nonoverlapping simply connected domains. It was the first
result of this direction. Goluzin [2] generalized this problem in the case of an arbitrary finite number of
mutually disjoint domains and obtained an accurate evaluation for the case of three domains. Further,
Kuzmina [12] showed that the problem of the evaluation for the case of four domains is reduced to
the smallest capacity problems in a certain continuum family and received the exact inequality for
n = 4. For n ≥ 5 full solution of the problem is not obtained at this time. The problem, considered
in this paper, stated in [7] by V.N. Dubinin and earlier in different form by G.P. Bakhtina [5]. Let
a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ∈ C, where B0, . . . , Bn are disjoint domains, and B1, . . . , Bn

are symmetric about the unit circle. Find the exact upper bound for rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), where

r(Bk, ak) is the inner radius of Bk with respect to ak. For γ = 1 and n ≥ 2 this problem was
solved by L.V. Kovalev [8, 9] and for γn = 0, 38n2 and n ≥ 2 under the additional assumption that
the maximum α0 of the angles between neighbouring line segments [0, ak] do not exceed 2π/

√
2γ it

was solved in [11]. In the present paper this problem is solved for three non-overlapping symmetric
domains and for 0 < γ ≤ 1.233 without additional restrictions, moreover, for the first time such 1 < γ

are considered for this case. Was proved the lemma, by which it was obtained the estimate of the inner
radius of a domain {B0}, which contains the origin. Using this lemma and the result of paper [11], it
was proved that for α0 > 2π/

√
2γ consided product does not exceed some expression.

Keywords: inner radius of domain, non-overlapping domains, separating transformation, quadratic
differential.
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НЕПЕРЕРВНIСТЬ СЛАБКИХ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛIНIЙНИХ
РIВНЯНЬ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ З ПIДСИЛЕНОЮ
ЕЛIПТИЧНIСТЮ ЧЕРЕЗ ПОТЕНЦIАЛИ ВОЛЬФА

Розглядаються нелiнiйнi дивергентнi рiвняння четвертого порядку з L1 правими частинами i
умовою пiдсиленої елiптичностi на коефiцiєнти. Основним результатом статтi є теорема про оцiн-
ку коливання в кулi узагальнених розв’язкiв розглянутих рiвнянь через потенцiали Вольфа їх
правих частин. Як наслiдок одержано новий результат про внутрiшню неперервнiсть розв’язкiв
рiвнянь з правими частинами з класу Като, який характеризується рiвномiрною збiжнiстю до ну-
ля вiдповiдних потенцiалiв Вольфа. Розглянуто окремi важливi випадки виконання цiєї умови:
права частина рiвняння належить до простору Морi з показником бiльше певного гранично-
го значення, тодi розв’язки є локально неперервними за Гельдером; права частина належить
до граничних класiв Лоренца–Зiгмунда, розв’язки є локально неперервними, але не Гельдер-
неперервними, всерединi областi. У разi, коли сумовнiсть правих частин розглянутих рiвнянь
характеризується показниками, меншими зазначених граничних значень, iснують приклади необ-
межених розривних розв’язкiв. Встановленi факти є точними аналогами вiдповiдних результатiв
в теорiї елiптичних рiвнянь другого порядку.
MSC: 31C15, 35B45, 35D30, 35J30, 35J62.
Ключовi слова: нелiнiйнi елiптичнi рiвняння, слабкi розв’язки, неперервнiсть, потенцiал
Вольфа, клас Като.

1. Вступ.
Нехай n ∈ N, n > 3, Ω – обмежена вiдкрита множина в Rn, i нехай f ∈ L1(Ω).

Розглядається нелiнiйне диференцiальне рiвняння з частинними похiдними чет-
вертого порядку у дивергентному виглядi:∑

α∈Λ2

(−1)|α|DαAα(x,∇2u) = f(x), x = (x1, . . . xn) ∈ Ω. (1)

Тут i надалi ми використовуємо такi позначення: α = (α1, . . . , αn) — n-вимiрний
мультиiндекс з невiд’ємними цiлими компонентами αi, i = 1, . . . , n, |α| = α1 +
· · · + αn; Λ2 — множина всiх n-вимiрних мультиiндексiв, таких, що |α| = 1 або
|α| = 2; Rn,2 — простiр, який складається з усiх векторiв ξ = {ξα ∈ R : α ∈ Λ2};
Dα = ∂|α|/∂xα1

1 · · · ∂xαn
n i ∇2u = {Dαu : |α| = 1, 2}.

Стосовно коефiцiєнтiв {Aα}α∈Λ2 рiвняння (1) робимо такi припущення:

(H1) Для будь-якого α ∈ Λ2, Aα : Ω×Rn,2 → R є функцiєю Каратеодорi, тобто для
кожного ξ ∈ Rn,2 функцiя Aα(·, ξ) є вимiрною на Ω, i для майже всiх x ∈ Ω
функцiя Aα(x, ·) є неперервною в Rn,2.

(H2) Нехай 1 < p < n/2 i 2p < q 6 n. Iснують додатнi сталi c1, c2 i невiд’ємнi
функцiї f1, f2 ∈ L1(Ω), такi, що для майже всiх x ∈ Ω i кожного ξ ∈ Rn,2
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виконуються нерiвностi:∑
|α|=1,2

Aα(x, ξ)ξα > c1

{ ∑
|α|=1

|ξα|q +
∑
|α|=2

|ξα|p
}
− f1(x), (2)

∑
|α|=1

|Aα(x, ξ)|q/(q−1)+
∑
|α|=2

|Aα(x, ξ)|p/(p−1) 6 c2

{ ∑
|α|=1

|ξα|q+
∑
|α|=2

|ξα|p
}
+f2(x).

(3)

Через W 1,q
2,p (Ω) позначаємо банахiв простiр W 1,q(Ω) ∩W 2,p(Ω) з нормою

∥u∥ = ∥u∥W 1,q(Ω) +
∑
|α|=2

∥Dαu∥Lp(Ω), u ∈W 1,q
2,p (Ω).

Тут W 1,q(Ω) i W 2,p(Ω) — класичнi простори Соболєва [11, гл. 7]. Замикання мно-
жини C∞

0 (Ω) у просторах W 1,q(Ω) i W 1,q
2,p (Ω) позначаємо через W 1,q

0 (Ω) i W̊ 1,q
2,p (Ω)

вiдповiдно.
Означення. Слабким (або узагальненим) розв’язком рiвняння (1) називається

функцiя u ∈ W 1,q
2,p (Ω), така, що для будь-якої функцiї v ∈ W̊ 1,q

2,p (Ω) ∩ L∞(Ω) з
компактним носiєм в Ω виконується iнтегральна рiвнiсть∫

Ω

{ ∑
α∈Λ2

Aα(x,∇2u)D
αv

}
dx =

∫
Ω
fv dx. (4)

Iснування узагальнених розв’язкiв рiвняння (1) можна довести методом мо-
нотонних операторiв, якщо, додатково до припущень (H1) i (H2), коефiцiєнти
{Aα}α∈Λ2 задовольняють умову монотонностi, а права частина рiвняння f має
пiдвищену сумовнiсть, так, що права частина рiвностi (4) є неперервним лiнiй-
ним функцiоналом, визначеним у просторi W 1,q

2,p (Ω). З точки зору нелiнiйної теорiї
потенцiалу, якої ми дотримуємося в цiй статтi, остання умова виконується, якщо∫

Ω
|f(x)|Wf

1,q(x;R) dx < +∞

для деякого R > 0 (див. [12, Теорема 1]). Тут функцiю f продовжено нулем на
Rn \ Ω, i

Wf
a,b(y;R) =

∫ R

0

(
1

rn−ab

∫
Br(y)

|f(x)| dx
)1/(b−1)dr

r
, b > 1, n > ab

є рiзновид нелiнiйного потенцiалу [25], так званий потенцiал Вольфа [1,12]. Запис
Br(y), як завжди, позначає множину {x ∈ Rn : |x − y| < r} – вiдкриту кулю з
центром у точцi y ∈ Rn i радiусом r > 0. У разi, коли функцiя f належить тiльки
до L1(Ω) i не має кращої сумовностi, ми посилаємося на [16, 20] для доведення
розв’язностi рiвняння (1) в припущеннях (H1) i (H2).
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Квазiлiнiйнi дивергентнi рiвняння високого порядку (2m, m > 2), зокрема чет-
вертого, зi структурними умовами на коефiцiєнти на зразок нерiвностей (2), (3)
вперше з’явились в роботi I.В. Скрипника [34] в контекстi проблеми регулярностi
розв’язкiв елiптичних рiвнянь з частинними похiдними у багатовимiрних областях
евклiдового простору Rn (19-а проблема Гiльберта). Для рiвнянь другого порядку
(m = 1) цю проблему спочатку розв’язали Е. Де Джорджi, Дж. Неш, Ю. Мозер
для лiнiйних рiвнянь, i згодом Дж. Серрiн, О.А. Ладиженська i Н.М. Уральцева
у загальному випадку квазiлiнiйних рiвнянь. В результатi цих дослiджень, з яки-
ми можна ознайомитись, наприклад, за монографiями [7, 11, 22], сформувалися
природнi (стандартнi) припущення на коефiцiєнти квазiлiнiйних елiптичних рiв-
нянь другого порядку, що забезпечили коректне означення, iснування, а згодом, i
регулярнiсть їх слабких розв’язкiв з просторiв Соболєва W 1,p(Ω), коли n > p > 1.

Для рiвнянь вищих порядкiв аналогiчнi, стандартнi для простору Wm,p(Ω),
умови вже не гарантують регулярностi розв’язкiв, якщо n > mp. Вiдповiднi контр-
приклади необмежених, розривних розв’язкiв навели В.Г. Мазья [24], Е. Де Джор-
джi [7], I.В. Скрипник [33, 34] та iн. Саме з метою уникнення розгляду таких
прикладiв в роботi [34] було видiлено пiдклас дивергентних рiвнянь порядку 2m,
m > 2, у яких всi узагальненi розв’язки локально неперервнi за Гельдером i якi
характеризуються пiдсиленою умовою елiптичностi (коерцитивностi у просторi
Wm,p(Ω) ∩W 1,q(Ω), n > q > mp) i вiдповiдною умовою зростання на коефiцiєн-
ти. У новiй роботi [38] ми використовуємо термiн "m-(p, q) умови"для позначення
цього факту. Для m = 2 цi умови збiгаються з нерiвностями (2), (3), а при m = 1
перетворюються на так званi нестандартнi (p, q)-умови зростання для коефiцiєн-
тiв рiвнянь другого порядку (для бiльш докладної iнформацiї дивись, наприклад,
публiкацiї [26, 36,38] i посилання в них).

Структурнi m-(p, q) умови надiляють рiвняння високого порядку якiсними вла-
стивостями, притаманними рiвнянню q-Лапласа:

−div(|∇u|q−2∇u) = f в Ω, (5)

на зразок теорiї Де Джорджi-Неша-Мозера (див. [4, 17–19,29,30,34,37]).
Особливо добре це видно на прикладi роботи [38], в якiй на рiвняння з m-

(p, q) структурними умовами поширено знаменитий результат T. Кiлпелайнена i
Я. Мали [15] про поточковi оцiнки для розв’язкiв u ∈ W 1,q(Ω) рiвняння (5), що
мають вигляд:

|u(x0)| 6 C

(
R−n

∫
BR(x0)

|u|(q−1)(1+λ) dx

) 1
(q−1)(1+λ)

+ CWf
1,q(x0; 2R), (6)

C ′Wf
1,q(x0;R) 6 u(x0) 6 C ′′ inf

BR(x0)
u+ C ′′Wf

1,q(x0; 2R) (u, f > 0 в Ω), (7)

де λ ∈ (0, q−1
n−q+1), C, C ′, C ′′ – додатнi сталi, залежнi тiльки вiд n, q i λ, x0 ∈ Ω –

довiльна лебегова точка функцiї u i B3R(x0) ⊂ Ω. Цi оцiнки цiкавi тим, що дозволя-
ють вивчати локальнi властивостi розв’язкiв рiвняння (5) (i бiльш загальних ква-
зiлiнiйних рiвнянь), аналiзуючи вiдповiднi потенцiали [15, 20, 21, 23]. Прообразом
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такого пiдходу є класична теорiя потенцiалу Ньютона i рiвняння Пуассона [5, 13].
Метод Кiлпелайнена-Мали можна розглядати як узагальнення методу Де Джор-
джi, перед яким вiн має вiдомi переваги. Зокрема, вiн не вимагає стандартної для
методу Де Джорджi умови f ∈ Lτ (Ω) з τ > n/q на сумовнiсть правої частини рiв-
няння (5). Фактично для реалiзацiї методу Кiлпелайнена–Мали достатньо тiльки
припущення f ∈ L1(Ω). З цiєї точки зору вiн є унiверсальним, а завдяки наявностi
двобiчних оцiнок в (7) для значення u(x0), i оптимальним в певному розумiннi.
До того ж, використання методу Кiлпелайнена-Мали в граничних точках областi
Ω вирiшує питання про необхiдну умову регулярностi за Вiнером цих точок для
нелiнiйних рiвнянь другого порядку [15, 23]. Для рiвнянь порядку 2m (m > 2) з
m-(p, q) структурними умовами ця проблема все ще є актуальною (про вiдповiдну
достатню умову див. [35]). Наразi її розв’язання стає цiлком можливим завдяки
цiй роботi i [38].

Для довiльного розв’язку u ∈W 1,q
2,p (Ω) рiвняння (1) за умов (H1) i (H2) аналог

оцiнки (6) має вигляд (див. [38, Теорема 3.2])

|u(x0)| 6 C1

(
R−n

∫
BR(x0)

|u|(q−1)(1+λ) dx

) 1
(q−1)(1+λ)

+ C1

(
Wf

1,q(x0; 2R) +Wf1+f2
q

q+1
,q+1

(x0; 2R) +R
q−2p
q−p

)
,

(8)

де стала C1 > 0 залежить тiльки вiд n, p, q i сталих c1 i c2 в умовах (2), (3). З цiєї
оцiнки випливає локальна обмеженiсть розв’язку u (див. [38, Теорема 3.6]): якщо
O – вiдкрита пiдмножина Ω, яка компактно входить до Ω (O ⊂ Ω),

0 < ϱ < min
{
1,

1

2
dist(O, ∂Ω)

}
i sup

x′∈O
Wf

1,q(x
′; 2ϱ) + sup

x′∈O
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x′; 2ϱ) < +∞,

то ess sup
O

|u| < +∞.

Доведення внутрiшньої неперервностi розв’язку u в термiнах потенцiалiв Wf
1,q

i Wf1+f2
q

q+1
,q+1

вимагає додаткових дослiджень, якi призводять до умови

lim
ρ→0

(
sup
x∈Ω

Wf
1,q(x; ρ) + sup

x∈Ω
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x; ρ)

)
= 0. (9)

Такi дослiдження в роботi [38] вiдсутнi, їм присвячено цю статтю.
Умову (9) можна подати в термiнах так званих Като-класiв функцiй наступним

чином:
f ∈ K1,q(Ω), f1, f2 ∈ K q

q+1
,q+1(Ω),

де за означенням Ka,b(Ω) = {g ∈ L1(Ω) : lim
ρ→0

sup
x∈Ω

Wg
a,b(x; ρ) = 0}. Дослiдження ло-

кальних властивостей розв’язкiв рiвнянь другого порядку з коефiцiєнтами з класiв
Като i бiблiографiю з цiєї проблематики можна знайти в [20].
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Ця стаття органiзована в такий спосiб. У наступному роздiлi наведено форму-
лювання основних результатiв. Головним з них є Теорема 1 про оцiнку коливання
розв’язку u у кулi Bρ(x0) ⊂ Ω, для якого ми використовуємо таке позначення:

osc{u;Bρ(x0)} := ess sup
Bρ(x0)

u− ess inf
Bρ(x0)

u.

Безпосереднiм наслiдком цiєї теореми є Теорема 2 про неперервнiсть довiльного
розв’язку u ∈ W 1,q

2,p (Ω) рiвняння (1) в припущеннях (H1), (H2) i (9). Ми також
розглядаємо окремi важливi випадки виконання умови (9) (див. Теореми 3-6). До-
веденню Теореми 1 присвячено четвертий роздiл. Воно спирається на потенцiальнi
поточковi оцiнки функцiй iз класiв, якi ми називаємо класами Кiлпелайнена–Мали
i позначаємо через KMf1,f2,f

2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3). Точне означення цих класiв i вiд-
повiднi оцiнки наведено в третьому роздiлi.

2. Основнi результати.
Для будь-якого ρ > 0 покладемо

Wf
1,q(ρ) = sup

x∈Ω
Wf

1,q(x; ρ), Wf1+f2
q

q+1
,q+1

(ρ) = sup
x∈Ω

Wf1+f2
q

q+1
,q+1

(x; ρ),

ψ(ρ) = Wf
1,q(4ρ) +Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(4ρ). (10)

Наступна теорема є головним результатом статтi.
Теорема 1. Нехай u ∈ W 1,q

2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння (1) за умови
виконання припущень (H1), (H2), i нехай B2R(x0) ⊂ Ω, R 6 1. Тодi для будь-яких
ρ ∈ (0, R] i θ ∈ (0, 1) виконується нерiвнiсть

osc{u;Bρ(x0)} 6 C
(
(ρ/R)ϑ osc{u;BR(x0)}+ (ρθR1−θ)

q−2p
2(q−p) + ψ(ρθR1−θ)

)
(11)

де C = C(n, p, q, c1, c2) i ϑ = ϑ(n, p, q, θ, c1, c2) – деякi додатнi сталi.
З оцiнки (11) випливає, що в умовах Теореми 1 розв’язок u буде неперервним

в Ω, якщо lim
ρ→0

ψ(ρ) = 0, тобто, якщо виконується умова (9). Отже, маємо такий
результат.

Теорема 2. Нехай u ∈ W 1,q
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння (1) за умови

виконання припущень (H1), (H2) i (9). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Умова (9) є суттєвою для правильностi Теореми 2 (див. [38, приклади 6.1, 6.2]).

Розглянемо окремi важливi випадки, коли виконується ця умова. Нехай спочатку

f, f1, f2 ∈M τ (Ω) для деякого τ > n/q, (12)

де запис g ∈M τ (Ω), τ > 1, означає (див. [11]) iснування сталої K > 0, такої, що∫
Ω∩Br

|g|dx 6 Krn(τ−1)/τ для всiх куль Br ⊂ Rn.
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Найменша стала K, що задовольняє цю нерiвнiсть називається нормою функцiї
g ∈ M τ (Ω) i позначається через ∥g∥Mτ (Ω). З умови (12) випливає, що для будь-
якого ρ > 0 виконуються очевиднi нерiвностi

Wf
1,q(ρ) 6

τ(q − 1)

τq − n
∥f∥1/(q−1)

Mτ (Ω) ρ
τ(q−1)
τq−n ,Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(ρ) 6 τq

τq − n
∥f1 + f2∥1/qMτ (Ω) ρ

τq−n
τq ,

якi в комбiнацiї з Теоремою 1 дають такий результат.
Теорема 3. Нехай u ∈W 1,q

2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння (1) за умов (H1),
(H2) i (12). Тодi розв’язок u є локально неперервним за Гельдером в Ω.

Зауваження 1. У випадку, коли f1 ≡ f2 ≡ 0 i f > 0, має мiсце результат,
обернений до Теореми 3: з гельдерової неперервностi розв’язку 0 6 u ∈ W 1,q

2,p (Ω)
рiвняння (1) випливає, що f ∈ M τ

loc(Ω) для деякого τ > n/q [38, Теорема 3.14]).
Про аналогiчнi результати для рiвнянь другого порядку дивись [15,31].

У граничному випадку, коли f , f1, f2 ∈ Mn/q(Ω), рiвняння у виглядi (1)–(3)
можуть мати необмеженi розривнi розв’язки [38, Приклад 6.1]. Теорiя елiптичних
рiвнянь другого порядку [9] пiдказує уточнення останньої умови, яке гарантує
неперервнiсть розв’язкiв (але не гельдерову неперервнiсть [2]):

f ∈ Ln/q, 1/(q−1)(Ω), f1, f2 ∈ Ln/q, 1/q(Ω). (13)

Нагадаємо, що за означенням (див., наприклад, [3, гл. 4]) простiр Лоренца La,b(Ω)
(0 < a, b 6 +∞) складається з усiх вимiрних i майже всюди скiнчених функцiй
g : Ω → R, для яких величина

∥g∥a,b =


(∫ |Ω|

0 [ s1/ag∗(s)] b ds
s

)1/b
, якщо 0 < b < +∞,

sup
0<t<|Ω|

[ s1/ag∗(s)], якщо b = +∞,

є скiнченою. Тут символ |Ω| позначає n-вимiрну мiру Лебега множини Ω, а запис
g∗ : [0, |Ω|) → [0,+∞) позначає спадну перестановку функцiї g, визначену як
g∗(s) = sup{t > 0 : |{x ∈ Ω : |g(x)| > t}| > s} для 0 6 s < |Ω|.

З [8, Роздiл 3.2] випливає, що умова (9) виконується, якщо виконано (13). Тому
маємо такий результат.

Теорема 4. Нехай n > q, i нехай u ∈ W 1,q
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння

(1) за умов (H1), (H2) i (13). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Розглянемо ще один граничний випадок, коли n = q. У цьому випадку умова

(9) виконується, якщо ∫ |Ω|

0

(∫ t

0
f∗(s) ds

)1/(n−1) dt

t
< +∞, (14)

∫ |Ω|

0

(∫ t

0
[f∗1 (s) + f∗2 (s)] ds

)1/n dt

t
< +∞. (15)
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Цей факт випливає з вiдомої нерiвностi Хардi–Лiтлвуда: якщо g ∈ L1(Ω) i E ⊂ Ω
– вимiрна за Лебегом множина, то∫

E
|g(x)|dx 6

∫ |E|

0
g∗(s)ds.

Як наслiдок сказаного, а також Теореми 2, маємо такий результат (див. [14]
для порiвняння з випадком m = 1).

Теорема 5. Нехай n = q, i нехай u ∈ W 1,n
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння

(1) за умов (H1), (H2), (14) i (15). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Нарештi, за аналогiєю з [14, 38] можна показати, що умови (14) i (15) викону-

ються, якщо для деякого ϵ > 0

f ∈ L(logL)n−1(log logL)n−2 · · · (log · · · logL)n−2(log · · · logL)n−2+ϵ(Ω),

f1, f2 ∈ L(logL)n(log logL)n−1 · · · (log · · · logL)n−1(log · · · logL)n−1+ϵ(Ω).
(16)

Точне означення простору Зiгмунда L(logL)σ1 · · · (log · · · logL)σk(Ω), σ1, . . . σk ∈ R,
можна знайти, наприклад, в [3, гл. 4], [14].

Теорема 6. Нехай n = q, i нехай u ∈ W 1,n
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння

(1) за умов (H1), (H2) i (16). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Зауваження 2. Теорема 6 стає неправильною, якщо в умовах (16) покласти

ϵ = 0 (див. [38, Приклад 6.2]).
3. Поточковi потенцiальнi оцiнки для функцiй iз класiв Кiлпелайнена–

Мали.
Означення. Нехай B2R(x0) ⊂ Ω, 0 < R 6 1, t > 1 i λ ∈

(
0, q−1

n−q+1

)
. Говоримо,

що функцiя u ∈ W 1,q
2,p (Ω) належить до класу KMf1,f2,f

2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3), якщо
iснують додатнi сталi K1, K2 i K3, такi, що для будь-яких концентричних куль
Br(x0) i Br−σr(x0), R/2 6 r − σr < r 6 R, i будь-яких чисел l > 0 i δ > R

q−2p
2(q−p)

виконується нерiвнiсть (для порiвняння див. [38, нерiвнiсть 4.10]):∑
|α|=1

∫
Ωr−σr,l(x0)

[Ul,δ(u)]
t−1|Dαu|q(

1 + U t
l,δ(u)

)1+λ/t
dx 6 K1δ

q

(σr)q

∫
Ωr,l(x0)

(
1 + U t

l,δ(u)
) (λ+1)(q−1)

t dx

+K2

∫
Br(x0)

(f1 + f2)dx+K3δ

∫
Br(x0)

|f | dx,
(17)

де Ωr,l(x0) = Br(x0) ∩ {x ∈ Ω : |u(x)| > l} i, для будь-якого s ∈ R,

Ul,δ(s) = max

{
(|s| − l)

δ
, 0

}
=

(|s| − l)+
δ

. (18)

Теорема 7. Нехай B2R(x0) ⊂ Ω, 0 < R 6 1, t > 1, 0 < λ < (q − 1)/(n− q + 1),

u ∈ KMf1,f2,f
2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3),
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i нехай x0 – точка Лебега функцiї u. Тодi виконується така нерiвнiсть:

|u(x0)| 6 C

(
R−n

∫
BR(x0)

|u|(λ+1)(q−1)dx

) 1
(λ+1)(q−1)

+ C

(
K

1/q
2 Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x0; 2R) +K

1/(q−1)
3 Wf

1,q(x0; 2R) +R
q−2p
2(q−p)

)
,

де C – додатна стала, залежна тiльки вiд n, p, q, λ, t i K1.
Ми не наводимо тут доведення Теореми 2. Воно повторює з незначними змi-

нами мiркування, що викладенi в [38, Розд. 4.2, 4.3]). Також в [38, Лема 4.1] пока-
зано, що для будь-якого λ ∈

(
0, q−1

n−q+1

)
i деякого t = t(p, q) > 2 довiльний слаб-

кий розв’язок u ∈ W 1,q
2,p (Ω) рiвняння (1) за умов (H1) i (H2) належить до класу

KMf1,f2,f
2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3), в якому константи K1, K2 i K3 залежать тiльки вiд

n, p, q, c1, c2 i λ. Саме звiдси i з Теореми 2 випливає слушнiсть оцiнки (8).
Важливим новим моментом, який вiдрiзняє цю роботу вiд [38], є той факт, що

до класiв KMf1,f2,f
2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3) належать не тiльки розв’язки рiвняння

(1), але i їх суперпозицiї з деякими допомiжними функцiями, на кшталт лога-
рифмiчних функцiй Мозера [27,28]. Цей факт буде встановлено i використано для
доведення Теореми 1 в наступному роздiлi.

4. Доведення Теореми 1.
Нехай x0 – довiльна точка в Ω, ∂Ω – границя Ω, i d = dist(x0, ∂Ω). Зафiксуємо

радiуси
R < min{d/8, 1} i 0 < ρ 6 R, (19)

i зробимо такi позначення:

M(ρ) = ess sup
Bρ(x0)

u, m(ρ) = ess inf
Bρ(x0)

u, ω(ρ) = osc{u;Bρ(x0)} =M(ρ)− m(ρ).

Внаслiдок [38, Теорема 3.6] маємо: M(ρ) < +∞, m(ρ) < +∞, i тому ω(ρ) < +∞.
Визначимо такi множини:

G′
ρ =

{
x ∈ Bρ(x0) : u(x) 6 m(ρ) +

ω(ρ)

2

}
, G′′

ρ = Bρ(x0) \G′
ρ. (20)

Далi визначимо функцiю V : Bρ(x0) → (0,+∞) в такий спосiб:

V (x) = V (u(x)) =


ln

2ω(ρ)

u(x)− m(ρ) + ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ)

, якщо |G′
ρ| 6

1

2
|Bρ(x0)|,

ln
2ω(ρ)

M(ρ)− u(x) + ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ)

, якщо |G′′
ρ| 6

1

2
|Bρ(x0)|,

(21)
де значення ψ(ρ) визначено за допомогою (10). Припускаємо також, що ω(ρ) >

ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ), i тому

V > 0 в Bρ(x0), (21′)
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iнакше нерiвнiсть (11) виконується.
Нашi подальшi мiркування скерованi на доведення обмеженостi функцiї V в

кулi Bρ/2(x0). Звiдси, як буде показано нижче, i випливає оцiнка (11). Iдея викори-
стання обмеженостi логарифмiчної функцiї на зразок функцiї (21) для доведення
неперервностi розв’язку u походить з робiт Ю. Мозера [27, 28] i його iтерацiйного
методу для лiнiйних елiптичних рiвнянь другого порядку. Для нелiнiйних рiвнянь
вищих порядкiв з досить регулярними даними подiбнi iдеї реалiзовано Й. Фре-
зе [10], К.-О. Вiдманом [39], I.В. Скрипником [32–34] i згодом багатьма iншими
авторами, див., наприклад, [4, 6, 17, 18, 29, 30, 35, 37]. Наразi, ми не можемо засто-
сувати iтерацiйний метод Мозера для доведення обмеженостi функцiї V , оскiльки
права частина f рiвняння (1) є слабко сумовною. Фактично, f належить тiльки
до L1(Ω). Ми скористаємося Теоремою 2, яка не вимагає вiд f пiдвищеної сумов-
ностi i дає можливiсть для доведення обмеженостi функцiї V в термiнах величин
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(4ρ) i Wf

1,q(4ρ).

Вiзьмемо довiльну точку Лебега x ∈ Bρ/2(x0) функцiї V , концентричнi кулi
Br(x) i Br−σr(x) з радiусами

ρ/8 6 r − σr < r 6 ρ/4 6 1, (22)

функцiю η ∈ C∞
0 (Br(x)) з такими властивостями:

0 6 η 6 1 в Br(x), η = 1 в Br−σr(x), (23)

|Dαη| 6 cn(σr)
−|α| для кожного α ∈ Λ2, (24)

i дiйснi числа λ i t, що задовольняють умови:

0 < λ <
1

n− 1
<

q − 1

n− q + 1
, t > 2. (25)

Покажемо, що
V ∈ KMf1,f2,f

2,p,q,t,λ(Bρ/4(x);K1,K2,K3), (26)

де
K1 = c3, K2 = c3[ψ(ρ)]

−q, K3 = c3[ψ(ρ)]
1−q, (27)

i через ci, i = 3, 4, . . ., позначено сталi, що залежать тiльки вiд c1, c2, n, p, q, λ, t.
Для цього фiксуємо числа l i δ,

l > 0, δ > ρ
q−2p
2(q−p) . (28)

Визначимо функцiї hl,δ : R → R (див. [38, рiвнiсть (4.11)]) i ṽ : Ω → R в такий
спосiб:

hl,δ(s) =
[
1−

(
1 + U t

l,δ(s)
)−λ/t

]
sign s для будь-якого s ∈ R,

ṽ =

{
B1−qhl,δ(V (u))ηq в Br(x),

0 в Ω \Br(x),
(29)
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де функцiя Ul,δ(s) визначена за допомогою (18), а функцiя B : Bρ(x0) → (0,+∞)
– в такий спосiб:

B(x) =


u(x)− m(ρ) + ρ

q−2p
2(q−p) + ψ(ρ), якщо |G′

ρ| 6
1

2
|Bρ(x0)|,

M(ρ)− u(x) + ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ), якщо |G′′

ρ| 6
1

2
|Bρ(x0)|.

(30)

Ясно, що hl,δ ∈ C2(R) i для будь-якого s ∈ R виконуються спiввiдношення (див.,
також, [38, нерiвнiсть (4.13)]):

h′l,δ(s) = λ δ−1
(
1 + U t

l,δ(s)
)−1−λ/t

U t−1
l,δ (s),

|h′′
l,δ(s)| 6 c4 δ

−2
(
1 + U t

l,δ(s)
)−1−λ/t

U t−2
l,δ (s).

(31)

Безпосереднi обчислення з використанням (21), (24), (29), (30), (31) показують,
що функцiя ṽ належить до W̊ 1,q

2,p (Ω)∩L∞(Ω), має компактний носiй в Br(x) ⊂ Ω, i
виконуються такi твердження:

якщо α ∈ Λ2 i |α| = 1, то∣∣∣∣Dαṽ ± λ

δ

U t−1
l,δ (V )B−qDαu ηq(
1 + U t

l,δ(V )
)1+λ/t

± (q − 1)B−qhl,δ(V )Dαu ηq
∣∣∣∣

6 c5q

σr
B1−qhl,δ(V )ηq−1 м.в. в Ω;

(32)

якщо α ∈ Λ2 i |α| = 2, то∣∣∣∣Dαṽ ± λ

δ

U t−1
l,δ (V )B−qDαu ηq(
1 + U t

l,δ(V )
)1+λ/t

± (q − 1)B−qhl,δ(V )Dαu ηq
∣∣∣∣

6 c6
∑
|β|=1

|Dβu|2B−q−1(|hl,δ(V )|+ h′l,δ(V ) + |h′′l,δ(V )|)ηq

+
c6
σr

∑
|β|=1

|Dβu|B−q(|hl,δ(V )|+ h′l,δ(V ))ηq−1

+
c6

(σr)2
B1−qhl,δ(V )ηq−2 м.в. в Ω.

(33)

Надалi, для зручностi, ми використовуємо такi скороченi позначення:

Vl,δ = Ul,δ(V ) i Φ =
∑
|α|=1

|Dαu|q +
∑
|α|=2

|Dαu|p. (34)

Пiдставивши функцiю ṽ в (4) замiсть v, i скориставшись умовою (2) i твер-
дженнями (32) i (33), отримаємо нерiвнiсть

λc1
δ

∫
Ωr,l(x)

ΦV t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx 6

6 c7

( 4∑
i=1

Ii +
λ

δ

∫
Ωr,l(x)

f1V
t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx+

∫
Ωr,l(x)

|f |ṽ dx
)
,

(35)
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де

I1 =
∑
|α|=1

∫
Ωr,l(x)

(σr)−1|Aα(x,∇2u)| |hl,δ(V )|B1−qηq−1dx,

I2 =
∑
|α|=2

∫
Ωr,l(x)

(σr)−2|Aα(x,∇2u)| |hl,δ(V )|B1−qηq−2dx,

I3 =
∑
|α|=2

∑
|β|=1

∑
κ=0,1

∫
Ωr,l(x)

(σr)−1|Aα(x,∇2u)| |Dβu| |h(κ)l,δ (V )|B−qηq−1dx,

I4 =
∑
|α|=2

∑
|β|=1

2∑
κ=0

∫
Ωr,l(x)

|Aα(x,∇2u)| |Dβu|2 |h(κ)l,δ (V )|B−q−1ηqdx.

Нам знадобляться такi оцiнки для Ii, i = 1, 2, 3, 4, з довiльним ε ∈ (0, 1):

Ii 6
c2ε

δ

∫
Ωr,l(x)

ΦV t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx

+
c8
εc4

δq−1

(σr)q

∫
Ωr,l(x)

(1 + V t
l,δ)

(1+λ)(q−1)
t dx+

ε

δ

∫
Ωr,l(x)

f2V
t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx.

(36)

Ми не наводимо тут детальне доведення нерiвностi (36), яке можна виконати на
зразок роботи [38]. Зауважимо тiльки, що воно ґрунтується на акуратному вико-
ристаннi нерiвностi Юнга в комбiнацiї з нерiвностями (3), (22)–(25), (28), (31) i
вiдповiдному виборi параметру t = t(p, q) > 2.

Оцiнки (36) разом з (35) за умови вибору достатньо малого ε > 0 дають:

∫
Ωr,l(x)

ΦV t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx 6 c9δ

q

(σr)q

∫
Ωr,l(x)

(1 + V t
l,δ)

(1+λ)(q−1)
t dx

+ c9

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)V
t−1
l,δ ηq

Bq(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx+ c9δ

∫
Ωr,l(x)

|f |ṽ dx.

З огляду на (23), (29) i (30) для iнтегралiв в правiй частинi останньої нерiвностi,
що мiстять функцiї f1, f2 i f , маємо такi оцiнки:

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)V
t−1
l,δ ηq

Bq(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx 6 1

[ψ(ρ)]q

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)dx,

∫
Ωr,l(x)

|f |ṽ dx 6 [ψ(ρ)]1−q

∫
Ωr,l(x)

|f |dx,
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якi у поєднаннi з попередньою нерiвнiстю, властивiстю (23) i визначеннями функ-
цiй V , B, Vl,δ i Φ (див. рiвностi (21), (30) i (34), вiдповiдно) дають:

∑
|α|=1

∫
Ωr−σr,l(x)

[Ul,δ(V )]t−1|DαV |q(
1 + U t

l,δ(V )
)1+λ/t

dx 6 c9δ
q

(σr)q

∫
Ωr,l(x)

(
1 + U t

l,δ(V )
) (1+λ)(q−1)

t dx

+
c9

[ψ(ρ)]q

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)dx+
c9δ

[ψ(ρ)]q−1

∫
Ωr,l(x)

|f |dx.

Одержана нерiвнiсть означає, що для функцiї V , визначеної за допомогою рiвностi
(21), виконується нерiвнiсть вигляду (17) зi сталими K1, K2, K3, визначеними в
(27) i з радiусами r i r − σr як в (22). Таким чином, доведення включення (26)
завершено.

Тепер Теорема 2 з урахуванням (26), (27), нерiвностей (λ+ 1)(q − 1) < q (див.
(25)), Гельдера i включень Bρ/4(x) ⊂ B3ρ/4(x0) ⊂ Bρ(x0) означає правильнiсть
такої нерiвностi:

V (x) 6 c10

(
ρ−n

∫
Bρ/4(x)

V (λ+1)(q−1)dx

) 1
(1+λ)(q−1)

+
c10
ψ(ρ)

(
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x; ρ/2) +Wf

1,q(x; ρ/2)
)
+ c10ρ

q−2p
2(q−p)

6 c10

(
ρ−n

∫
Bρ(x0)

V qdx

)q

+
c10
ψ(ρ)

(
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(ρ) +Wf

1,q(ρ)
)
+ c10ρ

q−2p
2(q−p) .

(37)

Щоб оцiнити iнтеграл в правiй частинi цiєї нерiвностi зауважимо, що функцiя
V належить до W 1,q(Bρ(x0)) i має таку властивiсть: iснує множина G ⊂ Bρ(x0) i
додатнi сталi C ′ i C ′′ такi, що |G| > C ′ρn i ess sup

G
|V | 6 C ′′. Дiйсно, з огляду на (21)

можемо покласти G = G′′
ρ, якщо |G′

ρ| 6 1
2 |Bρ(x0)|, i G = G′

ρ, якщо |G′′
ρ| 6 1

2 |Bρ(x0)|.
Тодi, внаслiдок (20), (21) i (21′), матимемо

|G| > |Bρ(x0)|/2 i 0 < V 6 2ω(ρ)

1
2ω(ρ) + ρ

q−2p
2(q−p) + ψ(ρ)

< 4 на G.

Для функцiї V iз зазначеною властивiстю виконується нерiвнiсть на зразок нерiв-
ностi Пуанкаре (див., наприклад, [11, нерiвнiсть (7.45)], [33, гл.1, §2, Лема 4]):∫

Bρ(x0)
V qdx 6 C

(
ρq
∑
|α|=1

∫
Bρ(x0)

|DαV |qdx+ ρn
)

= C

(
ρq
∫
Bρ(x0)

{ ∑
|α|=1

|Dαu|q
}
B−qdx+ ρn

) (38)

з додатною сталою C, що залежить тiльки вiд n, q, C ′ i C ′′. Останнiй iнтеграл в
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правiй частинi одержаної нерiвностi можна оцiнити наступним чином:∫
Bρ(x0)

{ ∑
|α|=1

|Dαu|q
}
B−qdx 6 c11ρ

n−q

+
c11

[ψ(ρ)]q−1

∫
B2ρ(x0)

|f |dx+
c11

[ψ(ρ)]q

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)dx.

(39)

Для цього в iнтегральнiй тотожностi (4) слiд виконати пiдстановку

v =

{
B1−qζq в B2ρ(x0),

0 в Ω \B2ρ(x0),

де функцiя ζ ∈ C∞
0 (B2ρ(x0)) має такi властивостi:

0 6 ζ 6 1, ζ = 1 в Bρ(x0), |Dαζ| 6 cnρ
−|α|. (40)

Оцiнювання iнтегральних доданкiв, що виникають пiд час такої пiдстановки, ви-
конується на зразок [37, Лема 4.2] з використанням нерiвностi Юнга, (40), струк-
турних умов (2), (3) i елементарних нерiвностей:∫

B2ρ(x0)
fB1−qζqdx 6 1

[ψ(ρ)]q−1

∫
B2ρ(x0)

|f |dx.

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)B
−qζqdx 6 1

[ψ(ρ)]q

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)dx.

Поєднання оцiнок (37), (38), (39), нерiвностi (19) i елементарних нерiвностей(
ρq−n

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)dx

)1/q

6 2n/qWf1+f2
q

q+1
,q+1

(x0; 4ρ),

(
ρq−n

[ψ(ρ)]q−1

∫
B2ρ(x0)

|f |dx
)1/q

6 1 +
1

ψ(ρ)

(
ρq−n

∫
B2ρ(x0)

|f |dx
)1/(q−1)

6 1 +
2

n−1
q−1

ψ(ρ)
Wf

1,q(x0; 4ρ),

з урахуванням (10) i довiльного вибору Лебегової точки x ∈ Bρ/2(x0) функцiї V ,
дає

ess sup
Bρ/2(x0)

V 6 c12 +
c12
ψ(ρ)

(
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(4ρ) +Wf

1,q(4ρ)

)
6 c13.

З одержаної нерiвностi та з означення функцiї V (див. рiвнiсть (21)) випливає, що
для кожного ρ ∈ (0, R] виконується нерiвнiсть:

ω(ρ/2) 6 c13 − 1

c13
ω(ρ) + ρ

q−2p
2(q−p) + ψ(ρ).
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Тепер твердження Теореми 1 є простим наслiдком одержаного спiввiдношення
i вiдомої iтерацiйної леми (див., наприклад, [11, Лема 8.23]).

Доведення Теореми 1 завершено. 2
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M.V. Voitovych
Continuity of weak solutions to nonlinear fourth-order equations with strengthened
ellipticity via Wolff potentials.

In the present article nonlinear fourth-order equations in the divergence form with L1-right-hand sides
and the strengthened ellipticity condition on the coefficients are analyzed. Such equations, but with
sufficiently regular right-hand sides, first appeared in the works of Professor I.V. Skrypnik concerning
the regularity of generalized solutions for multidimensional nonlinear elliptic equations of high order.
This class of equations correctly generalizes the corresponding nonlinear second-order elliptic equations
with non-standard growth conditions on the coefficients, which are models for numerous physical
phenomena in non-homogeneous medium. The main result of the article is a theorem on an estimation
of oscillations in a ball of solutions to the given equations via the Wolff potentials of their right-
hand sides. To prove this, we use the improved Kilpeläinen-Malý method and pointwise potential
estimates of functions related to special subclasses of Sobolev spaces, akin to the well-known De Giorgi
classes. A new point is the verification that these classes contain superpositions of solutions and Moser
logarithmic functions that include the Wolf potential of the right-hand side of the equation. As a
corollary, a new result is obtained on the interior continuity of solutions to the equations with right-
hand sides from the Kato class, which is characterized by the uniform convergence to zero of the
corresponding Wolff potentials. Some important cases of fulfilling this condition are considered: the
right-hand side of the equation belongs to the Morrey space with an index exceeding a certain limiting
value, then the solutions are locally Hölder continuous; if the right-hand side belongs to the borderline
Lorentz-Zygmund classes, then the solutions are only locally continuous, but they are not Hölder
continuous in the domain. In the case when the summability exponents of the right-hand sides of the
equations under consideration are less than the borderline values, there are examples of unbounded
discontinuous solutions. These facts are exact analogues of the corresponding results in the theory of
second-order elliptic equations.

Keywords: nonlinear elliptic equations, weak solutions, continuity, Wolff potential, Kato class.
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ПРО ВIДОБРАЖЕННЯ СКIНЧЕННОГО СПОТВОРЕННЯ
ДОВЖИНИ НА РИМАНОВИХ ПОВЕРХНЯХ

У статтi, в термiнах дилатацiй, доведено ряд критерiїв для неперервного i гомеоморфного продо-
вження на границю вiдображень скiнченного спотворення довжини мiж областями на риманових
поверхнях. Ця робота є продовженням наших попереднiх статей [1] i [2], в яких можна знайти
короткий iсторичний огляд та обговорення основних означень. Зазначенi роботи були присвяченi
теорiї граничної поведiнки вiдображень зi скiнченним спотворенням за Iванцем на риманових
поверхнях, якi спершу були визначенi на площинi в роботi [3], а пiсля узагальненi на Rn, n > 2,
в монографiї [4]. В данiй статтi розвивається теорiя граничної поведiнки на риманових поверх-
нях, так званих, вiдображень зi скiнченним спотворенням довжини, що були вперше визначенi
в роботi [5] в контекстi Rn, n > 2, див. також главу 8 монографiї [6]. Як було показано в робо-
тах [7] i [8], такi вiдображення, взагалi кажучi, не є вiдображеннями зi скiнченним спотворенням
за Iванцем, оскiльки їх першi частковi похiднi можуть бути локально не iнтегрованi. В той же
час, цей клас є узагальненням вiдомого класу вiдображень з обмеженим спотворенням довжини
за Вяйсяля–Мартiо з роботи [9]. Крiм того, в цей клас входять в якостi пiдкласу так званi скiн-
ченно бiлiпшицевi вiдображення, введенi в Rn, n > 2 в роботi [10], див. секцiю 10.6 в [6], якi в
свою чергу є узагальненням добре вiдомих класiв бiлiпшицевих вiдображень, а також iзометрiй
та квазiiзометрiй. При дослiдженнi локальної та граничної поведiнки вiдображень зi скiнчен-
ним спотворенням довжини в Rn ключовим фактором було те, що вони задовольняли деяким
модульним нерiвностям, якi сприяли розгляду бiльш ширших класiв вiдображень, див., напри-
клад, статтi [5, 11, 12] та монографiю [6]. Тому природньо, що при дослiдженнi вiдображень зi
скiнченним спотворенням на риманових поверхнях ми розпочнемо iз встановлення вiдповiдних
модульних нерiвностей, якi будуть слугувати для нас основним iнструментом при вивченнi гра-
ничної поведiнки таких вiдображень.
Ключовi слова: римановi поверхнi, гранична поведiнка, неперервне i гомеоморфне продовжен-
ня, вiдображення скiнченного спотворення довжини, сильно досяжнi i слабо плоскi границi.

Присвячується 100-рiччю вiд дня народження Георгiя Дмитровича Суворова

1. Означення та попереднi зауваження.
В подальшому, ми завжди будемо вважати, що всi вiдображення, якi ми роз-

глядатимемо, є неперервними.
Почнемо з основних визначень роботи [5], адаптованих до випадку областей

D в комплекснiй площинi C, див. також главу 8 монографiї [6]. Будемо казати,
що вiдображення f : D → C – скiнченного метричного спотворення, пишемо
f ∈ FMD, якщо f володiє (N)–властивiстю Лузiна вiдносно площi та

0 < l(z, f) 6 L(z, f) < ∞ м.в. , (1)

Робота частково пiдтримана грантом Мiнiстерства освiти i науки України, номер проекту
0119U100421.
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де

l(z, f) := lim inf
ζ→z,ζ∈D

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

, L(z, f) := lim sup
ζ→z,ζ∈D

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

. (2)

Далi кажемо, що вiдображення f : D → C володiє (L)–властивiстю, якщо
для м.в. шляхiв γ в D шлях γ̃ = f ◦ γ локально спрямляється та f |γ володiє
(N)–властивiстю Лузiна вiдносно мiри довжини. Нагадаємо, що шлях γ в D є вi-
дображенням γ : ∆ → D, де ∆ – iнтервал в R. При цьому кажуть, що деяка
властивiсть має мiсце для майже всiх (м.в.) шляхiв, якщо шляхи з порушенням
цiєї властивостi утворюють сiмейство нульового конформного модуля, див., напри-
клад, означення в нашiй попереднiй роботi [1], формули (6) i (7).

Кажемо також, що гомеоморфiзм f мiж двома областями D та D∗ в C – скiн-
ченного спотворення довжини, пишемо f ∈ FLD, якщо f ∈ FMD i при цьо-
му, f та f−1 володiють (L)–властивiстю. Прикладами таких вiдображень можуть
слугувати скiнченно бiлiпшицевi гомеоморфiзми, що задовольняють умовi (1)
всюди, а не тiльки м.в., див. теорему 5.7 в статтi [13] або теорему 10.11 в моногра-
фiї [6]. Частинним випадком останнiх виступають бiлiпшицевi гомеоморфiзми,
для яких величини в (1) рiвномiрно в областi D вiддiленi як вiд нуля, так i вiд
нескiнченностi. Таким чином, гомеоморфiзми скiнченного спотворення довжини є
далекосяжним узагальненням iзометрiй та квазiiзометрiй.

Зауваження 1. За теоремою 6.10 в [5] або теоремою 8.6 в [6], гомеоморфiзми
f ∈ FLD мiж областями D та D∗ в C задовольняють модульнiй нерiвностi

M(fΓ) 6
∫
D

Q(z) · ρ2(z) dm(z) (3)

з Q = Kf для будь-якого сiмейства Γ шляхiв γ в D i ρ ∈ admΓ. Для визначення
дилатацii Kf , конформного модуля M сiмейства Γ та допустимих ρ, див. [1].

Гомеоморфiзми f мiж областями D та D∗ в комплекснiй площинi C, що задо-
вольняють умовi (3), прийнято називати Q–гомеоморфiзмами, див. статтi [11]
та [12], а також глави 5 та 6 монографiї [6]. З огляду на зауваження 1, цi гомео-
морфiзми представляють собою ще бiльш широкий клас вiдображень нiж гомео-
морфiзми скiнченного спотворення довжини.

Перейдемо до вiдповiдних означень на риманових поверхнях. Нехай тепер f –
гомеоморфiзм мiж областями D та D∗ на риманових поверхнях S та S∗. Перш за
все кажемо, що f є вiдображенням скiнченного спотворення довжини, пише-
мо f ∈ FLD, якщо f є таким в картах S та S∗. З огляду на властивостi конформних
вiдображень, а саме, властивостей (N)–Лузiна вiдносно площи та довжини, а та-
кож збереження локального спрямлення шляхiв, див., наприклад, теорему 5.6 в
монографiї [14], визначення не залежить вiд вибору карт. В подальшому також
будемо говорити, що f є локальним Q–гомеоморфiзмом для деякої вимiрюва-
ної функцiї Q : D → (0,∞), якщо умова (3) виконується для будь-якого сiмейства
шляхiв Γ в D ∩ U для карт U риманової поверхнi S, що є околами точок p ∈ D.
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Зауваження 2. Як вiдомо, якщо функцiя ρ : V → [0,∞] є допустимою для
деякого сiмейства A шляхiв α в вiдкритiй множинi V комплексної площини C, то
функцiя ρ∗(ζ) = ρ(φ−1(ζ))/|φ′(φ−1(ζ))| є допустимою для сiмейства шляхiв B :=
φA шляхiв β := φ ◦ α при будь-якому конформному вiдображеннi φ : V → C, див.
ще раз теорему 5.6 в монографiї [14]. Таким чином, права частина в (3) конформно
iнварiантна, оскiльки якобiан конформного вiдображення φ(z) рiвний |φ′(z)|2.

Пропозицiя 1. Будь-який гомеоморфiзм f скiнченного спотворення довжини
мiж областями D та D∗ на риманових поверхнях S та S∗, вiдповiдно, є локаль-
ним Q–гомеоморфiзмом з Q = Kf .

Доведення. Нехай g : U → C карта риманової поверхнi S, яка є околом довiльної
точки p ∈ D. Оскiльки простiр S сепарабельний, вiдкрита множина D ∩ U скла-
дається зi злiченої кiлькостi компонент Uk, кожна з яких конформно еквiвалентна
плоским областям Vk := g(Uk). Таким чином, областi U∗

k := f(Uk) гомеоморфнi
плоским областям Vk i, як наслiдок, за загальним принципом Кьобе, див., напри-
клад, [15], с. 48, конформно еквiвалентнi цим областям.

Вiдмiтимо також, що сiмейство шляхiв Γ розбивається на злiчений набiр сi-
мейства шляхiв Γk, що попарно не перетинаються, i лежать в областях Uk. То-
му сiмейство шляхiв Γ∗ := fΓ розбивається на злiчений набiр сiмейства шляхiв
Γ∗
k := fΓk, що попарно не перетинаються, i лежать в областях U∗

k , тобто, таких,
що лежать у вiдповiдних картах риманової поверхнi S∗. Таким чином, за заува-
женням 1 роботи [1] та за зауваженням 1 i 2 даної роботи, отримаємо необхiдний
висновок.

2. Основна лема.
В подальшому, ∆(E,F ; Ω) для множин E,F i Ω на римановiй поверхнi S означає

сiмейство кривих γ : [a, b] → S, якi з’єднують множини E i F в Ω, тобто γ(a) ∈
E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ Ω при a < t < b. Нагадаємо також, що фактор-простiр
D/G одиничного кола D по дискретнiй групi G без нерухомих точок є римановою
поверхнею з картами з проекцiї π : D → D/G, див., наприклад, теорему 6.2.1 в [16].

Лема 1. Нехай G – дискретна група дробово-лiнiйних вiдображень D на се-
бе без нерухомих точок, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення
довжини мiж областями D та D∗ на риманових поверхнях D/G та S∗. Тодi

M (∆ (fC1, fC2; fA)) 6
∫

A∩D

Kf (p) · ξ2(h(p, p0)) dh(p) ∀ p0 ∈ D (4)

для будь-яких кiлець A = A(p0, R1, R2) = {p ∈ D/G : R1 < h(p, p0) < R2}, кiл C1 =
{z ∈ D/G : h(p, p0) = r1}, C2 = {p ∈ D/G : h(p, p0) = r2}, 0 < R1 < R2 < ε(p0), i,
для будь-яких вимiрних функцiй ξ : (R1, R2) → [0,∞], таких, що

R2∫
R1

ξ(R) dR > 1 , (5)
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i проекцiя π : D → D/G конформна на крузi {z ∈ D : h(z, z0) < ε(p0)}, p0 = π(z0).
Доведення. Як обговорювалось в секцiї 2 роботи [1], тут ми ототожнюємо по-

верхню D/G з фундаментальною множиною F в D для G з метрикою d, визна-
ченою (2.10) в [1], яка мiстить фундаментальний многокутник Пуанкаре Dz0 для
G з центром в точцi z0 ∈ D, орбiта якої Gz0 i є p0. Без обмежень загальностi, бу-
демо рахувати z0 = 0. Це досягається за рахунок дробово-лiнiйного вiдображення
D на себе g0(z) = (z − z0)/(1 − zz0), що переводить точку z0 в початок коорди-
нат. Переходячи до нової групи G0, отримаємо риманову поверхню D/G0, яка
будет конформно еквiвалентною D/G, а всi величини й умови в лемi 1 конформ-
но iнварiантнi. Оберемо ε(p0) ∈ (0, δ0) настiльки малими, щоб при d(0, z) 6 ε(p0)

виконувалась рiвнiсть d(0, z) = h(0, z), де δ0 = min

[
inf

ζ∈∂D0

d(0, ζ), sup
z∈D

d(0, z)

]
.

Вiдмiтимо, що за визначенням гiперболiчної метрики, див., напр., (11) в [1],

R : = h(0, z) = log
1 + r

1− r
, где r : = |z| ,

i, вiдповiдно,

dR =
2dr

1− r2
, r =

eR − 1

eR + 1
,

A = {z ∈ D : r1 < |z| < r2} , C1 = {z ∈ D : |z| = r1} , C2 = {z ∈ D : |z| = r2} ,

r1 :=
eR1 − 1

eR1 + 1
, r2 :=

eR2 − 1

eR2 + 1
.

Як наслiдок,
r2∫

r1

η(r) dr > 1 , де η(r) =
2

1− r2
· ξ
(
log

1 + r

1− r

)
,

тому функцiя ρ(z) := η(|z|), z ∈ A, є допустимою для зазначеного сiмейства
шляхiв, якщо її продовжити нулем поза A i D. Крiм того,∫

A∩D

Kf (z) · ξ2(h(z, z0)) dh(z) =

∫
A∩D

Kf (z) · η2(|z|) dm(z) , (6)

де елемент площi dm(z) : = dx dy вiдповiдає мiрi Лебега на площинi C. Таким
чином, висновок леми випливає з пропозицiї 1.

Зауваження 3. За теоремою унiформiзацiї Клейна–Пуанкаре, див. II.3 в [1], а
також 7.4 в [17], будь-яка риманова поверхня S конформно еквiвалентна фактор-
простору одиничного круга D за дискретною групою G без нерухомих точок, за
виключенням найпростiших випадкiв, коли S конформно еквiвалентна C, C, кiль-
цю або тору.

У випадку тора, S конформно еквiвалентна фактор-простору C/G за групою
G зсувiв з двома генераторами z → z + ω1 i z → z + ω2, де ω1 i ω2 ∈ C \ {0} i
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Im ω1/ω2 > 0. В цьому випадку, фундаментальна область F є паралелограмом
зi сторонами паралельними ω1 та ω2, пiсля склейки протилежних сторiн якого i
отримується тор. Оскiльки Евклiдовi вiдстанi i площi iнварiантнi вiдносно зсувiв,
то метрика i площа на поверхнi C/G в малому також спiвпадають з Евклiдовим.

Таким чином, за пропозицiєю 1 вiдношення (4) має мiсце для всiх вказаних
особливих випадкiв з Евклiдовим вiдстаням i площею замiсть гiперболiчних. Хоча,
зберiгаємо теж позначення для унiверсальностi.

3. Про продовження на границю обернених вiдображень.
Тут i далi розумiємо, що дилатацiя Kf продовжена нулем поза D i S, пише-

мо Kf ∈ L1
loc, якщо Kf локально iнтегрується в картах S. Будемо також казати

як i в роботi [1], що гомеоморфiзм f : D → D∗ мiж областями D та D∗ в ком-
пактифiкацiях Керекьярто-Стоiлова S та S∗ є вiдображенням зi скiнченним
спотворенням довжини, пишемо f ∈ FLD, якщо ця властивiсть має мiсце для
його звуження в S. Нагадаємо, що гомеоморфiзм мiж областями в S та S∗ завжди
продовжується до гомеоморфiзму мiж вiдповiдними областями в S та S∗.

Наступна лема є основною при дослiдженнi проблеми неперервного продов-
ження обернених вiдображень f−1 для f ∈ FLD на границю.

Лема 2. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D та D∗ – областi в S i S∗,
вiдповiдно, ∂D ⊂ S i ∂D∗ ⊂ S∗, i ∂D∗ – слабо плоска. Якщо f : D → D∗ – гомео-
морфiзм зi скiнченним спотворенням довжини i Kf ∈ L1

loc, тодi в точках p1 i
p2 ∈ ∂D, p1 ̸= p2, локальної зв’язностi областi D

C(p1, f) ∩ C(p2, f) = ∅ , (7)

де C(p0, f) для будь-якої точки p0 ∈ ∂D ⊂ S означає множину точок накопичення
f(p) при p→ p0 на римановiй поверхнi S∗.

Доведення. Згiдно зауваження 3, ми можемо обмежитись випадком поверхонь
гiперболiчного типу. Вiдмiтимо також, що ∂D та ∂D∗ мають околи, якi не мiстять
жодних граничних елементiв поверхонь S i S∗ з моделi Керекьярто-Стоiлова,
оскiльки ∂D ⊂ S i ∂D∗ ⊂ S∗.

Нехай Ei = C(pi, f), i = 1, 2. Тодi з наслiдку 1 статтi [1] Ei ⊆ ∂D∗, i = 1, 2.
Допустимо, що E1 ∩E2 ̸= ∅ i нехай p∗ ∈ E1 ∩ E2.

Позначими через δ число ε(p1) з леми 1. Так як область D локально зв’язна в
точках p1 i p2, iснують їх вiдкритi околи U1 i U2 в S, вiдповiдно, такi, що W1 =
D ∩U1 i W2 = D ∩U2 є областями, а також U1 ⊂ B(p1, δ/3) i U2 ⊂ S \B(p1, 2δ/3).
Тодi за нерiвнiстю трикутника h(W1, W2) > δ/3. Розглянемо функцiю

ξ(t) =

{
3/δ, t ∈ (δ/3, 2δ/3),
0, t /∈ (δ/3, 2δ/3).

Зрозумiло, що
2δ/3∫
δ/3

ξ(t) dt = 1 й за принципом мiнорирування та лемою 1 для будь-
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яких континумiв C1 ⊂W1 i C2 ⊂W2:

M(f(∆(C1, C2, D))) 6
∫

A(p1,δ/3,2δ/3)

Kf (p) · ξ2(h(p, p1)) dh(p) 6

6 32

δ2

∫
A(p1,δ/3,2δ/3)

Kf (p) dh(p) < ∞ ,

так як Kf ∈ L1(A), де A = A(p1, δ/3, 2δ/3) та припускається, що Kf продовжена
нулем поза D.

Проте, ця оцiнка протиречить умовi, що ∂D∗ є слабо плоскою. Дiйсно, p∗ ∈
E1 ∩ E2 ⊆ fW1 ∩ fW2 i тодi в областях W ∗

1 = fW1 i W ∗
2 = fW2 знайдеться

по неперервнiй кривiй, що перетинає будь-якi наперед заданi кола ∂B(p∗, r0) i
∂B(p∗, r∗) з достатньо малими радiусами r0 i r∗. Таким чином, припущення, що
E1∩ E2 ̸= ∅ було хибним.

На вiдмiну вiд прямих вiдображень, див. наступну секцiю, має мiсце простий
критерiй для продовження обернених вiдображень на границю.

Теорема 1. Нехай S i S∗ – римановi поверхнi, D та D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S i ∂D∗ ⊂ S∗, D локально звя’зна на границi i ∂D∗ – слабо
плоска. Якщо f : D → D∗ – гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням довжини
i Kf ∈ L1

loc, то f−1 продовжується за неперервнiстю в D∗.
Доведення. За теоремою Урисона S є простiр з можливiстю визначення мет-

рики, див., наприклад, теорему 22.II.1 в [18]. Тому компактнiсть S еквiвалент-
на секвенцiальнiй компактностi, див., наприклад, зауваження 41.I.3 в [19]. Отже,
гранична множина C(p∗, f−1) не пуста для будь-якої точки p∗ ∈ ∂D∗ з огляду се-
квенцiальної компактностi S i C(p∗, f−1) ⊆ ∂D ⊂ S за наслiдком 1 з роботи [1].
Таким чином, достатньо переконатись, що C(p∗, f−1) складається з єдиної точки,
див., наприклад, теореми 20.V.1 i 21.II.1 в [18], оскiльки на S може бути визначена
метрика.

Допустимо, що знайдеться принаймнi двi точки p1 i p2 ∈ ∂D в C(p∗, f−1). Тодi
p∗ ∈ C(p1, f)∩C(p2, f), що протиречить лемi 2. Отримане протирiччя спростовує
зроблене допущення, i тим самим, доводить висновок теореми 1.

4. Неперервне продовження на границю прямих вiдображень.
На вiдмiну вiд випадку обернених вiдображень, як це було встановлено ще на

площинi, жодна степiнь iнтегрованостi дилатацiї не призводить до продовження
Q–гомеоморфiзмiв (i як наслiдок, гомеоморфiзмiв класу FLD) на границю, див.,
наприклад, пропозицiю 6.3 в [6]. Вiдповiдний критерiй для цього, наведений ниж-
че, є значно витонченiшим. Як i ранiше, ми розумiємо, що дилатацiя Kf продов-
жена нулем за межi областi D.

Лема 3. Нехай S i S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та S∗,
вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна в точцi p0 ∈ ∂D. Допустимо,
що f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини такий, що
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∂D∗ сильно досяжна хоча б в однiй точцi C(p0, f) i, в деякiй картi U поверхнi
S з локальною координатою z0 точки p0,∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · ψ2
z0,ε(|z − z0|) dm(z) = o(I2z0,ε0(ε)), при ε → 0 (8)

для деякого ε0 > 0, де ψz0,ε(t) – сiмейство невiд’ємних вимiрних (по Лебегу) функ-
цiй на (0,∞), таких що задовольняють

0 < Iz0,ε0(ε) : =

ε0∫
ε

ψz0,ε(t) dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) . (9)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi в точку p0 i f(p0) ∈ ∂D∗.
Вiдмiтимо, що умови (8)-(9) приводять до того, що Iz0,ε0(ε) → ∞ при ε → 0

i, що ε0 може бути обрано настiльки малим на скiльки потрiбно зi збереженням
(8)-(9).

Доведення. Переходячи до карти U , ми можемо вважати, без обмеження за-
гальностi, що S i D – плоскi областi. Тодi за принципом унiформiзацiї Кьобе, див.,
наприклад, [15], с. 48, область D∗ = fD також є картою на римановiй поверхнi
S∗. Таким чином, за пропозицiєю 1

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6
∫
A

Kf (z) · η2(|z − z0|) dm(z) (10)

для будь-яких кiлець A = A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}, 0 < r1 <
r2 < ε∗ : = sup

z∈D
|z − z0|, континумiв C1 i C2 в D, що належать рiзним компо-

нентам зв’язностi доповнення A в C, i для будь-яких функцiй, що вимiрюються
η : (r1, r2) → [0,∞], таких, що

r2∫
r1

η(r) dr > 1 , (11)

див., наприклад, пропозицiю 2.4 в [20] або 13.4 в [6].
Нагадаємо, що за теоремою Урисона S∗ є простором з визначенням метрики,

див., наприклад, теорему 22.II.1 в [18]. Тому компактнiсть S∗ еквiвалентна секвен-
цiальнiй компактностi, див., наприклад, зауваження 41.I.3 в [19]. З цього слiдує,
гранична множина C(z0, f) не є пустою з огляду на секвенцiальну компактнiсть
S∗, i C(z0, f) ⊆ ∂D∗ ⊂ S∗ за наслiдком 1 з роботи [1] . Таким чином, достатньо
показати, що C(z0, f) складається з єдиної точки, див., наприклад, теореми 20.V.1
i 21.II.1 в [18], оскiльки S∗ метризується.

За умовою леми, ∂D∗ сильно досяжна в деякiй точцi p1 ∈ C(z0, f). Допустимо,
що iснує ще хоча б одна точка p2 ∈ C(z0, f). Через d позначимо одну з вiдстаней в
S∗. Нехай d0 ∈ (0, d(p1, p2)).
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З огляду на локальну звя’знiсть областi D в точцi z0, знайдеться послiдовнiсть
вiдкритих околiв Uk точки z0 така, що Dk = D ∩ Uk – областi i diamUk → 0 при
k → ∞. Тодi знайдуться точки ζk i ζ∗k ∈ D∗

k : = fDk, близькi до p1 i p2, вiдповiдно,
для яких d(p1, ζk) < d0 i d(p1, ζ∗k) > d0, i якi можна з’єднати кривими Ck в областях
D∗

k, k = 1, 2, . . .. З огляду на зв’язнiсть Ck,

Ck ∩ ∂B(p1, d0) ̸= ∅ , де B(p1, d0) = {p ∈ S∗ : d(p, p1) < d0} . (12)

За умови сильної досяжностi точки p1 знайдуться континум C0 ⊂ D∗ i число
δ > 0 такi, що

M(∆(C0, Ck; D
∗)) > δ (13)

для достатньо великих k, оскiльки dist (p1, Ck) → 0 при k → ∞. Вiдмiтимо, що K0 :
= f−1(C0) також є континумом як неперервний образ континума. Таким чином,
ε∗ : = dist (z0,K0)) > 0. Визначимо в умовi леми ε0 < min (ε∗, ε

∗).
Зауважимо, що для функцiї

ηε(t) : =

{
ψz0,ε(t)/Iz0,ε0(ε), t ∈ (ε, ε0),

0, t ̸∈ (ε, ε0),
(14)

виконана умова
ε0∫
ε

ηε(t) dt = 1 .

Таким чином, для довiльного континума K ⊂ D(z0, ε) : = {z ∈ D : |z − z0| < ε},
за властивiстю (10),

M(△(fK0, fK; D∗)) 6
∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · η2ε(|z − z0|) dm(z) =

=
1

I2z0,ε0(ε)

∫
ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · ψ2
z0,ε(|z − z0|) dm(z) → 0 при ε → 0 (15)

з огляду на умову (8).
З iншого боку, для будь-якого ε ∈ (0, ε0) при великих k має мiсце включення

Dk ⊂ D(z0, ε) i, як наслiдок, f−1(Ck) ⊂ D(z0, ε). Таким чином, отримаємо про-
тирiччя мiж (13) i (15). Це протирiччя спростовує гiпотезу про iснування другої
точки p2 в C(z0, f), що i завершує доведення.

Теорема 2. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.

Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S,

δ∫
0

dr

||Kf || (z0, r)
= ∞ (16)
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при всiх достатньо малих δ > 0, де

||Kf || (z0, r) =

∫
|z−z0|=r

Kf (z) | d z| . (17)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.
Доведення. Дiйсно, при ψz0(t) = 1/||Kf || (z0, t) для всiх t ∈ (0, ε0) i достатньо

малому ε0 > 0, та ψz0(t) = 1 для всiх t ∈ (ε0,∞), з (16) отримаємо, що∫
ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · ψ2
z0(|z − z0|) dm(z) = Iz0,ε0(ε) = o(I2z0,ε0(ε)) при ε→ 0 ,

де з огляду умов Kf (z) > 1 в D i Kf ∈ L1
loc ,

0 < Iz0,ε0(ε) : =

ε0∫
ε

ψz0(t) dt < ∞ .

Таким чином, теорема 2 випливає з леми 3 та теореми 1.
Наслiдок 1. В частинному випадку, висновок теореми 2 має мiсце якщо, для

будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в картi U поверхнi S,

Kf (z) = O

(
log

1

|z − z0|

)
при z → z0 , (18)

або, бiльш загально,

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
при ε→ 0 , (19)

де kz0(ε) – середнє значення функцiї Kf на колi |z − z0| = ε.
З урахуванням теореми 3.1 в роботi [21] та результату теореми 2, отримаємо

наступне.
Теорема 3. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та

S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.

Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S,∫

Φ(Kf (z)) dm(z) < ∞ , (20)

де Φ : R+ → R+ – неспадаюча випукла функцiя з умовою, для деякого δ > Φ(0),
∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ . (21)
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Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.
Зауваження 4. Вiдмiтимо, що за теоремою 5.1 та зауваженням 5.1 в [13] умова

(21) є не тiльки достатньою, а й необхiдною для неперервного продовження на
границю всiх вiдображень f скiнченного спотворення довжини з iнтегральними
обмеженнями виду (20).

Зауважимо також, що за теоремою 2.1 в [21] умова (21) еквiвалентна будь-якiй
iз наступних умов, де H(t) = logΦ(t):

∞∫
∆

H ′(t)
dt

t
= ∞ (22)

або
∞∫

∆

dH(t)

t
= ∞ (23)

або
∞∫

∆

H(t)
dt

t2
= ∞ (24)

для декого ∆ > 0, а також кожнiй iз рiвностей:
δ∫

0

H

(
1

t

)
dt = ∞ (25)

для деякого δ > 0,
∞∫

∆∗

dη

H−1(η)
= ∞ (26)

для деякого ∆∗ > H(+0).
Iнтеграл в (23) розумiється як iнтеграл Лебега–Стилтьєса, а iнтеграли в (28),

(24)–(26) як звичайнi iнтеграли Лебега.
Необхiдно навести ще пояснення. В правих частинах умов (22)–(26) маємо на

увазi +∞. Якщо Φ(t) = 0 для t ∈ [0, t∗], то H(t) = −∞ для t ∈ [0, t∗], i ми завершує-
мо означення в (22), вважаючи H ′(t) = 0 для t ∈ [0, t∗]. Вiдмiтимо, що умови (23) i
(24) виключають випадок того, що t∗ належить iнтервалу iнтегрування, оскiльки
в протилежному випадку лiвi частини в (23) i (24) або рiвнi −∞, або не визначенi.
Тому припусткаємо, що в (22–(25) δ > t0, вiдповiдно, ∆ < 1/t0, де t0 := supΦ(t)=0 t,
i вважаємо t0 = 0, якщо Φ(0) > 0.

Найбiльш цiкавим iз вказаних вище умов є умова (24), яка може бути записана
у виглядi:

∞∫
δ

log Φ(t)
dt

t2
= ∞ . (27)
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Наслiдок 2. Зокрема, висновок теореми 3 має мiсце, якщо при деякому α > 0∫
eαKf (z) dm(z) < ∞ . (28)

Наступне твердження є наслiдком теореми 1 i леми 3 при ψ(t) = 1/t.

Теорема 4. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.

Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S,∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z)
dm(z)

|z − z0|2
= o

([
log

1

ε

]2)
при ε→ 0 . (29)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.

Зауваження 5. Обираючи в лемi 3 функцiю ψ(t) = 1/(t log 1/t) замiсть ψ(t) =
1/t отримаємо, що умова (29) може бути замiнена умовою∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) dm(z)(
|z − z0| log 1

|z−z0|

)2 = o

([
log log

1

ε

]2)
при ε→ 0 . (30)

Аналогiчно, умова (19) за теоремою 2 може бути замiнена бiльш слабкою умовою

kz0(ε) = O

(
log

1

ε
log log

1

ε

)
при ε→ 0 . (31)

Звичайно, ми могли б тут навести велику кiлькiсть вiдповiдних умов логарифмiч-
ного типу, використовуючи функции ψ(t), що пiдходять.

Аналогiчно як в [22], говоримо, що функцiя φ : Ω → R на вiдкритiй множинi
Ω ⊆ C має скiнченне середнє коливання в точцi z0 ∈ D, пишемо φ ∈ FMO(z0),
якщо

lim sup
ε→0

1

πε2

∫
B(z0, ε)

| φ(z)− φ̃ε| dm(z) < ∞ , (32)

де φ̃ε – середнє значення функцiї φ в крузi B(z0, ε) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}.
За лемою 3 з вибором ψz0, ε(t) ≡ 1/t log 1

t , див. також наслiдок 2.3 в [22], отри-
маємо наступний результат.

Теорема 5. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.
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Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S, для деякої функцiї Q : U → R+,

Kf (z) 6 Q(z) ∈ FMO(z0) ∀ z ∈ U . (33)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.
За наслiдком 2.1 в [22] з теореми 5 також маємо:
Наслiдок 3. Зокрема, висновок теореми 5 має мiсце, якщо

lim sup
ε→0

1

πε2

∫
B(z0, ε)

Kf (z) dm(z) < ∞ .

Зауваження 6. Лема 3 дозволяє проводити поточковий аналiз: якщо вико-
нанi умови на дилатацiю в будь-якiй граничнiй точцi D, то в цiй точцi має мiсце
продовження на границу по неперервностi.

5. Про гомеоморфне продовження вiдображень на границю.
Комбiнуючи теорему 1 з результатами попереднього роздiлу, можна отримати

цiлу низку ефективних критерiїв гомеоморфного продовження на границю для
вiдображень зi скiнченним спотворенням довжини мiж областями на риманових
поверхнях. Як i ранiше, тут ми будемо розумiти, що функцiяKf продовжена нулем
поза областю D.

Теорема 6. Нехай в доповнення до умов теореми 1, для будь-якої точки p0 ∈
∂D з локальною координатою z0 в деякiй картi U поверхнi S,

δ∫
0

dr

||Kf || (z0, r)
= ∞ (34)

при всiх достатньо малих δ > 0, де

||Kf || (z0, r) =

∫
|z−z0|=r

Kf (z) | d z| . (35)

Тодi вiдображення f можна продовжити до гомеоморфiзму D на D∗.
Наслiдок 4. В частинному випадку, висновок теореми 6 має мiсце якщо, для

будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в картi U поверхнi S,

Kf (z) = O

(
log

1

|z − z0|

)
при z → z0 , (36)

або, бiльш загально,

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
при ε→ 0 , (37)
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де kz0(ε) – середнє значення функцiї Kf на колi |z − z0| = ε.
Теорема 7. За умов теореми 1, нехай для будь-якої точки p0 ∈ ∂D знайдеть-

ся карта поверхнi S, що мiстить p0, в локальних координатах якої∫
Φ(Kf (z)) dm(z) < ∞ , (38)

де Φ : R+ → R+ – неспадаюча випукла функцiя з умовою, для деякого δ > Φ(0),

∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ . (39)

Тодi вiдображення f можна продовжити до гомеоморфiзму D на D∗.
Наслiдок 5. Зокрема, висновок теореми 7 має мiсце, якщо при деякому α > 0∫

eαKf (z) dm(z) < ∞ . (40)

Теорема 8. Нехай за умов теореми 1, для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локаль-
ною координатою z0 в деякiй картi U поверхнi S,∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z)
dm(z)

|z − z0|2
= o

([
log

1

ε

]2)
при ε→ 0 . (41)

Тодi вiдображеня f продовжується до гомеоморфiзму D на D∗.
Теорема 9. Нехай за умов теореми 1, для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локаль-

ною координатою z0 в деякiй картi U поверхнi S, Kf (z) 6 Q(z) ∈ FMO. Тодi
вiдображення f продовжується до гомеоморфiзму D на D∗.

Наслiдок 6. Зокрема, висновок теореми 9 має мiсце, якщо

lim sup
ε→0

1

πε2

∫
B(z0, ε)

Kf (z) dm(z) < ∞ .
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S.V. Volkov, V.I. Ryazanov
On mappings with finite length distortion on Riemann surfaces.

The present paper is a natural continuation of our previous paper (2017) on the boundary behavior
of mappings in the Sobolev classes on Riemann surfaces, where the reader will be able to find the
corresponding historic comments and a discussion of many definitions and relevant results. The given
paper was devoted to the theory of the boundary behavior of mappings with finite distortion by Iwaniec
on Riemannian surfaces first introduced for the plane in the paper of Iwaniec T. and Sverak V. (1993)
On mappings with integrable dilatation and then extended to the spatial case in the monograph of
Iwaniec T. and Martin G. (2001) devoted to Geometric function theory and non-linear analysis. At the
present paper, it is developed the theory of the boundary behavior of the so–called mappings with finite
length distortion first introduced in the paper of Martio O., Ryazanov V., Srebro U. and Yakubov E.
(2004) in the spatial case, see also Chapter 8 in their monograph (2009) on Moduli in modern mapping
theory. As it was shown in the paper of Kovtonyuk D., Petkov I. and Ryazanov V. (2017) On the
boundary behavior of mappings with finite distortion in the plane, such mappings, generally speaking,
are not mappings with finite distortion by Iwaniec because their first partial derivatives can be not
locally integrable. At the same time, this class is a generalization of the known class of mappings
with bounded distortion by Martio–Vaisala from their paper (1988). Moreover, this class contains as
a subclass the so-called finitely bi-Lipschitz mappings introduced for the spatial case in the paper
of Kovtonyuk D. and Ryazanov V. (2011) On the boundary behavior of generalized quasi-isometries,
that in turn are a natural generalization of the well-known classes of bi-Lipschitz mappings as well
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as isometries and quasi-isometries. In the research of the local and boundary behavior of mappings
with finite length distortion in the spatial case, the key fact was that they satisfy some modulus
inequalities which was a motivation for the consideration more wide classes of mappings, in particular,
the Q-homeomorphisms (2005) and the mappings with finite area distortion (2008). Hence it is natural
that under the research of mappings with finite length distortion on Riemann surfaces we start from
establishing the corresponding modulus inequalities that are the main tool for us. On this basis, we
prove here a series of criteria in terms of dilatations for the continuous and homeomorphic extension
to the boundary of the mappings with finite length distortion between domains on arbitrary Riemann
surfaces.

Keywords: Riemann surfaces, boundary behavior, continuous and homeomorphic extension, mappings
of finite length distortion, strongly accessible and weakly flat boundaries.
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The study of the Dirichlet problem with arbitrary measurable data for harmonic functions is due
to the famous dissertation of Luzin. Later on, the known monograph of Vekua has been devoted to
boundary value problems (only with Hölder continuous data) for the generalized analytic functions,
i.e., continuous complex valued functions h(z) of the complex variable z = x+ iy with generalized first
partial derivatives by Sobolev satisfying equations of the form ∂z̄h + ah + bh = c , where ∂z̄ :=
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)
, and it was assumed that the complex valued functions a, b and c belong to the class

Lp with some p > 2 in the corresponding domains D ⊂ C. The present paper is a natural continuation
of our articles on the Riemann, Hilbert, Dirichlet, Poincare and, in particular, Neumann boundary
value problems for quasiconformal, analytic, harmonic and the so-called A−harmonic functions with
boundary data that are measurable with respect to logarithmic capacity. Here we extend the correspon-
ding results to the generalized analytic functions h : D → C with the sources g : ∂z̄h = g ∈ Lp,
p > 2 , and to generalized harmonic functions U with sources G : △U = G ∈ Lp, p > 2 . It was also
given relevant definitions and necessary references to the mentioned articles and comments on previous
results. This paper contains various theorems on the existence of nonclassical solutions of the Riemann
and Hilbert boundary value problems with arbitrary measurable (with respect to logarithmic capacity)
data for generalized analytic functions with sources. Our approach is based on the geometric (theoretic-
functional) interpretation of boundary values in comparison with the classical operator approach in
PDE. On this basis, it is established the corresponding existence theorems for the Poincare problem on
directional derivatives and, in particular, for the Neumann problem to the Poisson equations △U = G
with arbitrary boundary data that are measurable with respect to logarithmic capacity. These results
can be also applied to semi-linear equations of mathematical physics in anisotropic and inhomogeneous
media.
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Dedicated to the 100th anniversary of the birth of Georgii Dmitrievich Suvorov

1. Introduction.
The well–known monograph of Vekua [46] has been devoted to the theory of the

generalized analytic functions, i.e., continuous complex valued functions h(z) of
the complex variable z = x + iy with generalized first partial derivatives by Sobolev
satisfying equations of the form

∂z̄h + ah + bh = c , ∂z̄ :=
1

2

(
∂

∂x
+ i · ∂

∂y

)
, (1)
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where it was assumed that the complex valued functions a, b and c belong to the class
Lp with some p > 2 in the corresponding domains D ⊆ C.

The present paper is a natural continuation of the articles [6]– [8], [15]– [20], [47] and
[48] devoted to the Riemann, Hilbert, Dirichlet, Poincare and, in particular, Neumann
boundary value problems for quasiconformal, analytic, harmonic and the so–called
A−harmonic functions with boundary data that are measurable with respect to lo-
garithmic capacity. Here we extend the corresponding results to generalized analytic
and harmonic functions, see relevant definitions with history notes in the mentioned
articles and necessary comments on previous results below.

The first part of the paper is devoted to the proof of existence of nonclassical
solutions of Riemann, Hilbert and Dirichlet boundary value problems with arbitrary
measurable boundary data with respect to logarithmic capacity for the equations

∂z̄h(z) = g(z) (2)

with the real valued function g in the class Lp, p > 2. We will call continuous solutions h
of the equation (2) with the generalized first partial derivatives by Sobolev generalized
analytic functions with sources g.

The second part of the paper contains the proof of existence of nonclassical solutions
to the Poincare problem on the directional derivatives and, in particular, to the Neumann
problem with arbitrary measurable boundary data with respect to logarithmic capacity
for the Poisson equations

△U(z) = G(z) (3)

with real valued functions G of a class Lp(D), p > 2, in the corresponding domains D ⊂
C. For short, we will call continuous solutions to (3) of the class W 2,p

loc (D) generalized
harmonic functions with the source G. Note that by the Sobolev embedding
theorem, see Theorem I.10.2 in [44], such functions belong to the class C1.

The research of boundary value problems with arbitrary measurable data is due
to the famous dissertation of Luzin, see its original text [30], and its reprint [31] with
comments of his pupils Bari and Men’shov. Namely, he has established that, for each
measurable a.e. finite 2π−periodic function φ(ϑ) : R → R, there is a harmonic function
U in the unit disk D such that U(z) → φ(ϑ) for a.e. ϑ as z → ζ := eiϑ along all
nontangential paths to ∂D. The latter was based on his other deep result on the
antiderivatives stated that, for any measurable function ψ : [0, 1] → R, there is a
continuous function Ψ : [0, 1] → R with Ψ′ = ψ a.e., see e.g. his papers [29] and [32].

Later on, the Luzin theorem on harmonic functions was strengthened in the paper
[39], Corollary 5.1, see also [40], by the statement that, for each (Lebesgue) measurable
function φ : ∂D → R, the space of all harmonic functions u : D → R with the
angular limits φ(ζ) for a.e. ζ ∈ ∂D has the infinite dimension. Recall, it is well–known
the uniqueness theorem to the Dirichlet problem in terms of the angular limits e.g.
for bounded harmonic functions u, see Corollary IX.1.1 and Theorem IX.2.3 in [37].
However, in general there is no uniqueness theorem in the Dirichlet problem for the
Laplace equation even under a.e. zero boundary data, see e.g. Theorem 2.1 in [40].
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The Luzin theorem was key to establish the corresponding result on the Hilbert
boundary value problem in [39], Theorems 2.1 and 5.2: for arbitrary measurable functions
λ : ∂D → C, |λ(ζ)| ≡ 1, and φ : ∂D → R, the space of all analytic functions f : D → C
with angular limits

lim
z→ζ

Re {λ(ζ) · f(z)} = φ(ζ) for a.e. ζ ∈ ∂D (4)

has the infinite dimension. Then this theorem was extended to arbitrary Jordan domains
with rectifiable boundaries in terms of the natural parameter, see Theorem 3.1 in [39].

In turn, these results have been applied in the paper [41] to the study of the Poincare
problem on directional derivatives and, in particular, of the Neumann problem for
harmonic functions with arbitrary boundary data that are measurable with respect to
natural parameter in arbitrary Jordan domains with rectifiable boundaries. Similarly,
the results on the Hilbert and Riemann problems for analytic functions along the so–
called Bagemihl–Seidel systems of Jordan arcs terminating at the boundary in [42]
can be applied to the Poincare and Neumann problems for harmonic functions.

Moreover, a series of the corresponding results have been formulated and proved in
terms of logarithmic capacity, see its definition and properties e.g. in [16]. The base is
the following analog of the Luzin theorem in [7], see also [48], where the abbreviation
q.e. means quasi–everywhere with respect to logarithmic capacity.

Theorem A. Let φ : [a, b] → R be a measurable function with respect to logarithmic
capacity. Then there is a continuous function Φ : [a, b] → R with Φ′(x) = φ(x) q.e.

Furthermore, the function Φ can be chosen in such a way that Φ(a) = Φ(b) = 0 and
|Φ(x)| ≤ ε for any prescribed ε > 0 and all x ∈ [a, b].

On the basis of Theorem A, it was proved the analog of the second Luzin theorem:

Theorem B. Let φ : R → R be 2π-periodic, measurable with respect to logarithmic
capacity and finite q.e. Then a space of harmonic functions u in D with the angular
limits u(z) → φ(ϑ) as z → eiϑ q.e. on R has the infinite dimension.

In turn, on the basis of Theorem B, it was obtain the result on the Hilbert problem:

Theorem C. Let λ : ∂D → C, |λ(ζ)| ≡ 1, be of bounded variation and φ : ∂D → R
be measurable with respect to logarithmic capacity. Then there is a space of analytic
functions f : D → C of the infinite dimension with the angular limits

lim
z→ζ

Re {λ(ζ) · f(z)} = φ(ζ) q.e. on ∂D . (5)

Then this result was extended to domains with the so–called quasiconformal bounda-
ries and, in particular, to arbitrary smooth (C1) domains, see [7] and [48], and it was
also applied to the Poincare and Neumann problems for harmonic and A−harmonic
functions, see [47]. Moreover, it was proved in [19] the following result:

Theorem D. Let D be a Jordan domain with the quasihyperbolic boundary condition,
∂D have a tangent q.e., λ : ∂D → C, |λ(ζ)| ≡ 1, be of countable bounded variation
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and let φ : ∂D → R be measurable with respect to logarithmic capacity. Then there is a
space of analytic functions f : D → C of the infinite dimension with the angular limits

lim
z→ζ

Re{λ(ζ)f(z)} = φ(ζ) q.e. on ∂D. (6)

See the next section for definitions. As usual, this theorem on the Hilbert problem for
analytic functions implies the corresponding theorems on the Poincare and Neumann
problems for harmonic functions. Finally, notice a wide circle of the corresponding
results on boundary value problems in terms of the Bagemihl–Seidel systems in [17].

2. Hilbert problem and angular limits.
In this section, we prove the existence of nonclassical solutions of the Hilbert

boundary value problem for generalized analytic functions with arbitrary boundary
data that are measurable with respect to logarithmic capacity. The result is formulated
in terms of the angular limit that is a traditional tool of the geometric function theory,
see e.g. monographs [5, 26,31,36] and [37].

Recall that the classic boundary value problem of Hilbert, see [24], was formulated
as follows: To find an analytic function f(z) in a domain D bounded by a rectifiable
Jordan contour C that satisfies the boundary condition

lim
z→ζ

Re {λ(ζ) f(z)} = φ(ζ) ∀ ζ ∈ C , (7)

where the coefficient λ and the boundary date φ of the problem are continuously
differentiable with respect to the natural parameter s and λ ̸= 0 everywhere on C.
The latter allows to consider that |λ| ≡ 1 on C. Note that the quantity Re {λ f} in (7)
means a projection of f into the direction λ interpreted as vectors in R2.

The reader can find a rather comprehensive treatment of the theory in the new
excellent books [2, 3, 23, 45]. We also recommend to make familiar with the historic
surveys contained in the monographs [10, 33, 46] on the topic with an exhaustive bib-
liography and take a look at our recent papers, see Introduction.

Next, recall that a straight line L is tangent to a curve Γ in C at a point z0 ∈ Γ if

lim sup
z→z0,z∈Γ

dist (z, L)
|z − z0|

= 0 . (8)

Let D be a Jordan domain in C with a tangent at a point ζ ∈ ∂D. A path in D
terminating at ζ is called nontangential if its part in a neighborhood of ζ lies inside
of an angle with the vertex at ζ. The limit along all nontangential paths at ζ is called
angular at the point.

Following [19], we say that a Jordan curve Γ in C is almost smooth if Γ has a
tangent q.e. In particular, Γ is almost smooth if Γ has a tangent at all its points except
a countable collection. The nature of such a Jordan curve Γ can be complicated enough
because this countable collection can be everywhere dense in Γ.
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Recall that the quasihyperbolic distance between points z and z0 in a domain
D ⊂ C is the quantity

kD(z, z0) := inf
γ

∫
γ

ds/d(ζ, ∂D) ,

where d(ζ, ∂D) denotes the Euclidean distance from the point ζ ∈ D to ∂D and the
infimum is taken over all rectifiable curves γ joining the points z and z0 in D, see [12].

Further, it said that a domain D satisfies the quasihyperbolic boundary con-
dition if there exist constants a and b and a point z0 ∈ D such that

kD(z, z0) ≤ a + b ln
d(z0, ∂D)

d(z, ∂D)
∀ z ∈ D . (9)

The latter notion was introduced in [11] but, before it, was first implicitly applied in [4].
By the discussion in [20], every smooth (or Lipschitz) domain satisfies the quasihyper-
bolic boundary condition.

Note that it is well–known the so–called (A)−condition by Ladyzhenskaya–Ural’tseva,
which is standard in the theory of boundary value problems for PDE, see e.g. [28]. Recall
that a domain D in Rn, n ≥ 2, is called satisfying (A)-condition if

mes D ∩B(ζ, ρ) ≤ Θ0 mes B(ζ, ρ) ∀ ζ ∈ ∂D , ρ ≤ ρ0 (10)

for some Θ0 and ρ0 ∈ (0, 1), where B(ζ, ρ) denotes the ball with the center ζ ∈ Rn and
the radius ρ, see 1.1.3 in [28].

Recall also that a domain D in Rn, n ≥ 2, is said to be satisfying the outer cone
condition if there is a cone that makes possible to be touched by its top to every
boundary point of D from the completion of D after its suitable rotations and shifts.
It is clear that the outer cone condition implies (A)–condition.

Probably one of the simplest examples of an almost smooth domain D with the
quasihyperbolic boundary condition and without (A)–condition is the union of 3 open
disks with the radius 1 centered at the points 0 and 1± i. It is clear that this domain
has zero interior angle at its boundary point 1.

Given a Jordan domain D in C, we call λ : ∂D → C a function of bounded
variation, write λ ∈ BV(∂D), if

Vλ(∂D) : = sup

k∑
j=1

|λ(ζj+1)− λ(ζj)| < ∞ (11)

where the supremum is taken over all finite collections of points ζj ∈ ∂D, j = 1, . . . , k,
with the cyclic order meaning that ζj lies between ζj+1 and ζj−1 for every j = 1, . . . , k.
Here we assume that ζk+1 = ζ1 = ζ0. The quantity Vλ(∂D) is called the variation of
the function λ.

Now, we call λ : ∂D → C a function of countable bounded variation, write
λ ∈ CBV(∂D), if there is a countable collection of mutually disjoint arcs γn of ∂D,
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n = 1, 2, . . . on each of which the restriction of λ is of bounded variation and the set
∂D \ ∪γn has logarithmic capacity zero. In particular, the latter holds true if the set
∂D \ ∪γn is countable. It is clear that such functions can be singular enough.

Theorem 1. Let D be a Jordan domain with the quasihyperbolic boundary condition,
∂D have a tangent q.e., λ : ∂D → C, |λ(ζ)| ≡ 1, be in CBV(∂D) and let φ : ∂D → R
be measurable with respect to logarithmic capacity.

Suppose that g : D → R is in Lp(D), p > 2. Then there exist generalized analytic
functions h : D → C with the source g that have the angular limits

lim
z→ζ

Re
{
λ(ζ) · h(z)

}
= φ(ζ) q.e. on ∂D . (12)

Furthermore, the space of such functions h has the infinite dimension.
Later on, we often apply the logarithmic (Newtonian) potential NG of sources

G ∈ Lp(C), p > 2, with compact supports given by the formula:

NG(z) :=
1

2π

∫
C

ln |z − w|G(w) dm(w) . (13)

By Lemma 3 in [16], NG ∈W 2,p
loc (C) ∩ C

1,α
loc (C), α := (p− 2)/p, and △NG = G a.e.

Proof. Extending the function g by zero outside of D and setting P = NG with
G = 2g, U = Px and V = −Py, we have that Ux − Vy = G and Uy + Vx = 0. Thus,
elementary calculations show that H := U + iV is just a generalized analytic function
with the source g. Moreover, the function

φ∗(ζ) := lim
z→ζ

Re
{
λ(ζ) ·H(z)

}
= Re

{
λ(ζ) ·H(ζ)

}
, ∀ ζ ∈ ∂D , (14)

is measurable with respect to logarithmic capacity because the function H is continuous
in the whole plane C.

By Theorem 2 in [19], see also Theorems 5.1 and 6.1 in [21], there exist analytic
functions A in D with the angular limits

lim
z→ζ

Re {λ(ζ) · A(z)} = Φ(ζ) q.e. on ∂D (15)

for the function Φ(ζ) := φ(ζ)−φ∗(ζ), ζ ∈ ∂D. The space of such analytic functions A
has the infinite dimension, see e.g. Corollary 8.1 in [21].

Finally, it is clear that the functions h := A + H are desired generalized analytic
functions with the source g satisfying the Hilbert condition (12). Thus, the space of
such functions h has really the infinite dimension. 2

Remark 1. As it follows from the proof of Theorems 1, the generalized analytic
functions h with a source g ∈ Lp, p > 2, satisfying the Hilbert boundary condition (12)
q.e. in the sense of the angular limits can be represented in the form of the sums A+H
with analytic functions A satisfying the corresponding Hilbert boundary condition (15)
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and a generalized analytic function H = U + iV with the same source g, U = Px and
V = −Py, where P is the logarithmic (Newtonian) potential NG with G = 2g in the
class W 2,p

loc (C) ∩ C
1,α
loc (C), α = (p− 2)/p, that satisfies the equation △P = G.

In particular, for the case λ ≡ 1, we obtain the following consequence of Theorem
1 on the Dirichlet problem for the generalized analytic functions.

Corollary 1. Let D be a Jordan domain with the quasihyperbolic boundary condition,
∂D have a tangent q.e., φ : ∂D → R be measurable with respect to logarithmic capacity
and let g : D → R be in Lp(D) for some p > 2.

Then there exist generalized analytic functions h : D → C with the source g that
have the angular limits

lim
z→ζ

Re h(z) = φ(ζ) q.e. on ∂D . (16)

Furthermore, the space of such functions h has the infinite dimension.
3. Hilbert problem and Bagemihl–Seidel systems.
Let D be a domain in C whose boundary consists of a finite collection of mutually

disjoint Jordan curves. A family of mutually disjoint Jordan arcs Jζ : [0, 1] → D,
ζ ∈ ∂D, with Jζ([0, 1)) ⊂ D and Jζ(1) = ζ that is continuous in the parameter ζ is
called a Bagemihl–Seidel system or, in short, of class BS.

Theorem 2. Let D be a bounded domain in C whose boundary consists of a finite
number of mutually disjoint Jordan curves, and let functions λ : ∂D → C, |λ(ζ)| ≡ 1,
φ : ∂D → R and ψ : ∂D → R be measurable with respect to the logarithmic capacity.

Suppose that {γζ}ζ∈∂D is a family of Jordan arcs of class BS in D and that a
function g : D → R is of the class Lp(D) for some p > 2. Then there is a generalized
analytic function f : D → C with the source g such that

lim
z→ζ

Re {λ(ζ) · h(z)} = φ(ζ) , (17)

lim
z→ζ

Im {λ(ζ) · h(z)} = ψ(ζ) (18)

along γζ q.e. on ∂D.
Proof. As in the proof of Theorem 1, the function H = U + iV with U = Px and

V = −Py, where P = NG with G = 2g is a generalized analytic function with the
source g. Moreover, the functions

φ∗(ζ) := lim
z→ζ

Re
{
λ(ζ) ·H(z)

}
= Re

{
λ(ζ) ·H(ζ)

}
, ∀ ζ ∈ ∂D , (19)

ψ∗(ζ) := lim
z→ζ

Im
{
λ(ζ) ·H(z)

}
= Im

{
λ(ζ) ·H(ζ)

}
, ∀ ζ ∈ ∂D , (20)

are measurable with respect to logarithmic capacity because the functionH is continuous
in the whole plane C.
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Next, by Theorem 3 in [17] there is an analytic function A in D that has along γζ
q.e. on ∂D the limits

lim
z→ζ

Re {λ(ζ) · A(z)} = Φ(ζ) , (21)

lim
z→ζ

Im {λ(ζ) · A(z)} = Ψ(ζ) (22)

for the functions Φ(ζ) := φ(ζ) − φ∗(ζ) and Ψ(ζ) := ψ(ζ) − ψ∗(ζ), ζ ∈ ∂D. Thus, the
function h := A+H is a desired generalized analytic function with the source g. 2

Remark 2. As it follows from the proof of Theorems 2, the generalized analytic
functions h with a source g ∈ Lp, p > 2, satisfying the Hilbert boundary condition (17)
q.e. in the sense of the limits along γζ can be represented in the form of the sums A+H
with analytic functions A satisfying the corresponding Hilbert boundary condition (21)
and a generalized analytic function H = U + iV with the same source g, U = Px and
V = −Py, where P is the logarithmic (Newtonian) potential NG with G = 2g in the
class W 2,p

loc (C) ∩ C
1,α
loc (C), α = (p− 2)/p, that satisfies the equation △P = G.

The space of all solutions h of the Hilbert problem (17) in the given sense has the
infinite dimension for any such prescribed φ, λ and {γζ}ζ∈D because the space of all
functions ψ : ∂D → R which are measurable with respect to the logarithmic capacity
has the infinite dimension.

The latter is valid even for its subspace of continuous functions ψ : ∂D → R. Indeed,
by the Riemann theorem every Jordan domain G can be mapped with a conformal
mapping g onto the unit disk D and by the Caratheodory theorem g can be extended
to a homeomorphism of G onto D. By the Fourier theory, the space of all continuous
functions ψ̃ : ∂D → R, equivalently, the space of all continuous 2π-periodic functions
ψ∗ : R → R, has the infinite dimension.

Corollary 2. Let D be a bounded domain in C whose boundary consists of a
finite number of mutually disjoint Jordan curves, and λ : ∂D → C, |λ(ζ)| ≡ 1, and
φ : ∂D → R be measurable functions with respect to the logarithmic capacity.

Suppose also that {γζ}ζ∈∂D is a family of Jordan arcs of class BS in D and that a
function g : D → R is of the class Lp(D), p > 2.

Then there exist generalized analytic functions h : D → C with the source g that
have the limits (17) along γζ q.e. on ∂D. Furthermore, the space of such functions h
has the infinite dimension.

In particular, for the case λ ≡ 1, we obtain the corresponding consequence on the
Dirichlet problem for the generalized analytic functions with the source g along any
prescribed Bagemihl–Seidel system:

Corollary 3. Let D be a bounded domain in C whose boundary consists of a finite
number of mutually disjoint Jordan curves and φ : ∂D → R be a measurable function
with respect to the logarithmic capacity.

Suppose also that {γζ}ζ∈∂D is a family of Jordan arcs of class BS in D and that a
function g : D → R is of the class Lp(D), p > 2.
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Then there exist generalized analytic functions h : D → C with the source g such
that

lim
z→ζ

Re h(z) = φ(ζ) along γζ q.e. on ∂D . (23)

Furthermore, the space of such functions h has the infinite dimension.
4. Riemann problem and Bagemihl–Seidel systems.
Recall that the classical setting of the Riemann problem in a smooth Jordan

domain D of the complex plane C is to find analytic functions f+ : D → C and
f− : C \ D → C that admit continuous extensions to ∂D and satisfy the boundary
condition

f+(ζ) = A(ζ) · f−(ζ) + B(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (24)

with prescribed Hölder continuous functions A : ∂D → C and B : ∂D → C.
Recall also that the Riemann problem with shift in D is to find analytic

functions f+ : D → C and f− : C \D → C satisfying the condition

f+(α(ζ)) = A(ζ) · f−(ζ) + B(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (25)

where α : ∂D → ∂D was a one-to-one sense preserving correspondence having the non-
vanishing Hölder continuous derivative with respect to the natural parameter on ∂D.
The function α is called a shift function. The special case A ≡ 1 gives the so–called
jump problem and B ≡ 0 gives the problem on gluing of analytic functions.

Arguing similarly to the proof of Theorem 1, we obtain by Theorem 8 in [17] on
the Riemann problem for analytic functions the following statement.

Theorem 3. Let D be a domain in C whose boundary consists of a finite number
of mutually disjoint Jordan curves, A : ∂D → C and B : ∂D → C be functions that are
measurable with respect to the logarithmic capacity and let {γ+ζ }ζ∈∂D and {γ−ζ }ζ∈∂D be
families of Jordan arcs of class BS in D and C \D, correspondingly.

Suppose that g : C → R is a function with compact support in the class Lp(C)
with some p > 2. Then there exist generalized analytic functions f+ : D → C and
f− : C \D → C with the source g that satisfy (24) q.e. on ζ ∈ ∂D, where f+(ζ) and
f−(ζ) are limits of f+(z) and f−(z) az z → ζ along γ+ζ and γ−ζ , correspondingly.

Furthermore, the space of all such couples (f+, f−) has the infinite dimension for
every couple (A,B) and any collections γ+ζ and γ−ζ , ζ ∈ ∂D.

Theorem 3 is a special case of the following lemma based on Lemma 3 in [17] on
the Riemann problem with shift that may have of independent interest.

Lemma 1. Under the hypotheses of Theorem 3, let in addition α : ∂D → ∂D be a
homeomorphism keeping components of ∂D such that α and α−1 have the (N)−property
of Luzin with respect to the logarithmic capacity.

Then there exist generalized analytic functions f+ : D → C and f− : C\D → C with
the source g that satisfy (25) for a.e. ζ ∈ ∂D with respect to the logarithmic capacity,
where f+(ζ) and f−(ζ) are limits of f+(z) and f−(z) az z → ζ along γ+ζ and γ−ζ ,
correspondingly.

74



Boundary value problems for the generalized analytic and harmonic functions

Furthermore, the space of all such couples (f+, f−) has the infinite dimension for
every couple (A,B) and any collections γ+ζ and γ−ζ , ζ ∈ ∂D.

Remark 3. Some investigations were devoted also to the nonlinear Riemann pro-
blems with boundary conditions of the form

Φ( ζ, f+(ζ), f−(ζ) ) = 0 ∀ ζ ∈ ∂D . (26)

It is natural as above to weaken such conditions to the following

Φ( ζ, f+(ζ), f−(ζ) ) = 0 q.e. on ζ ∈ ∂D . (27)

It is easy to see that the proposed approach makes possible also to reduce such problems
to the algebraic measurable solvability of the relations

Φ( ζ, v, w ) = 0 (28)

with respect to complex-valued functions v(ζ) and w(ζ), cf. e.g. [13].
Later on, we sometimes say in short "C−measurable"instead of the expression

"measurable with respect to the logarithmic capacity".
Example 1. For instance, correspondingly to the scheme given above, special

nonlinear problems of the form

f+(ζ) = φ( ζ, f−(ζ) ) q.e. on ζ ∈ ∂D (29)

are always solved if the function φ : ∂D × C → C satisfies the Caratheodory
conditions with respect to the logarithmic capacity, that is if φ(ζ, w) is continuous in
the variable w ∈ C for a.e. ζ ∈ ∂D with respect to the logarithmic capacity and it is
C−measurable in the variable ζ ∈ ∂D for all w ∈ C.

Furthermore, the spaces of solutions of such problems always have the infinite
dimension. Indeed, by the Egorov theorem, see e.g. Theorem 2.3.7 in [9], see also
Section 17.1 in [27], the function φ(ζ, ψ(ζ)) is C−measurable in ζ ∈ ∂D for every
C−measurable function ψ : ∂D → C if the function φ satisfies the Caratheodory
conditions, and the space of all C−measurable functions ψ : ∂D → C has the infinite
dimension, see e.g. arguments in Remark 2 above.

5. On mixed boundary value problems.
Remark 3 makes possible to formulate a series of nonlinear boundary value problems

in terms of Bagemihl–Seidel systems for generalized analytic functions including mixed
boundary value problems. In order to demonstrate the potentiality of our approach, we
give here a couple of results. Namely, arguing similarly to the proof of Theorem 1, see
also Theorem 1.10 in [46], we obtain for instance by Theorem 10 and Lemma 5 in [17]
the following statement on mixed boundary value problems.

Theorem 4. Let D be a domain in C whose boundary consists of a finite number
of mutually disjoint Jordan curves, φ : ∂D×C → C satisfy the Caratheodory conditions
and ν : ∂D → C, |ν(ζ)| ≡ 1, be measurable with respect to the logarithmic capacity.
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Suppose also that g : C → R is in Cα(C), α ∈ (0, 1), with compact support, {γ+ζ }ζ∈∂D
and {γ−ζ }ζ∈∂D are families of Jordan arcs of class BS in D and C\D, correspondingly.

Then there exist generalized analytic functions f+ : D → C and f− : C \ D → C
with the source g such that

f+(ζ) = φ

(
ζ,

[
∂f

∂ν

]−
(ζ)

)
q.e. on ∂D , (30)

where f+(ζ) and
[
∂f
∂ν

]−
(ζ) are limits of the functions f+(z) and ∂f−

∂ ν (z) as z → ζ

along γ+ζ and γ−ζ , correspondingly.
Furthermore, the space of all such couples (f+, f−) has the infinite dimension for

any such prescribed functions g, φ, ν and collections γ+ζ and γ−ζ , ζ ∈ ∂D.
Theorem 4 is a special case of the following lemma on the mixed problem with shift.
Lemma 2. Under the hypotheses of Theorem 4, let in addition β : ∂D → ∂D be a

homeomorphism keeping components of ∂D such that β and β−1 have the (N)−property
of Luzin with respect to the logarithmic capacity.

Then there exist generalized analytic functions f+ : D → C and f− : C \ D → C
with the source g such that

f+(β(ζ)) = φ

(
ζ,

[
∂f

∂ν

]−
(ζ)

)
q.e. on ∂D , (31)

where f+(ζ) and
[
∂f
∂ν

]−
(ζ) are limits of the functions f+(z) and ∂f−

∂ ν (z) as z → ζ

along γ+ζ and γ−ζ , correspondingly.
Furthermore, the space of all such couples (f+, f−) has the infinite dimension for

any such prescribed g, φ, ν, β and collections {γ+ζ }ζ∈∂D and {γ−ζ }ζ∈∂D.
6. Poincare and Neumann problems in terms of angular limits.
In this section, we consider the Poincare boundary value problem on the directional

derivatives and, in particular, the Neumann problem for the Poisson equations

△U(z) = G(z) (32)

with real valued functions G of classes Lp(D) with p > 2 in the corresponding domains
D ⊂ C. Recall that a continuous solution U of (32) in the class W 2,p

loc is called a
generalized harmonic function with the source G and that by the Sobolev
embedding theorem such a solution belongs to the class C1.

Theorem 5. Let D be a Jordan domain with the quasihyperbolic boundary condition,
∂D have a tangent q.e., ν : ∂D → C, |ν(ζ)| ≡ 1, be in CBV(∂D) and φ : ∂D → R be
measurable with respect to logarithmic capacity.

Suppose that G : D → R is in Lp(D), p > 2. Then there exist generalized harmonic
functions U : D → R with the source G that have the angular limits

lim
z→ζ

∂U

∂ν
(z) = φ(ζ) q.e. on ∂D . (33)
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Furthermore, the space of such functions U has the infinite dimension.
Proof. Indeed, let us extend the function G by zero outside of D and let P be

the logarithmic potential NG with the source G, see (13). Then by Lemma 3 in [16]
P ∈W 2,p

loc (C) ∩ C
1,α
loc (C) with α = (p− 2)/p and △P = G a.e. in C. Set

φ∗(ζ) = Re ν(ζ)H(ζ) , ζ ∈ ∂D , (34)

where
H(z) := ∇P (z) , z ∈ C , ∇P := Px + iPy , z = x+ iy . (35)

Then by Theorem 1 with g = G/2 in D and λ = ν on ∂D, there exist generalized
analytic functions h with the source g that have the angular limits

lim
z→ζ

Re ν(ζ)h(z) = φ(ζ) q.e. on ∂D (36)

and, moreover, by Remark 4 the given functions h can be represented in the form of
the sums A+H with analytic functions A in D that have the angular limits

lim
z→ζ

Re ν(ζ)A(z) = Φ(ζ) q.e. on ∂D (37)

with Φ(ζ) := φ(ζ)−φ∗(ζ), ζ ∈ ∂D, and the space of such analytic functions A has the
infinite dimension.

Note that any indefinite integral F of such A in the simply connected domain D
is also a single-valued analytic function and the harmonic functions u := Re F and
v := Im F satisfy the Cauchy-Riemann system ux = vy and uy = −vx. Hence

A = F ′ = Fx = ux + i · vx = ux − i · uy = ∇u . (38)

Consequently, setting U∗ = u + P , we see that U∗ is a generalized harmonic function
with the source G and, moreover, by the construction h = ∇U∗.

Note also that the directional derivative of U∗ along the unit vector ν is the
projection of its gradient ∇U∗ into ν, i.e., the scalar product of ν and ∇U∗ interpreted
as vectors in R2 and, consequently,

∂U∗
∂ν

= (ν,∇U∗) = Re ν · ∇U∗ = Re ν · h . (39)

Thus, (36) implies (33) and the proof is complete. 2
Remark 4. We are able to say more in the case of Re n(ζ)ν(ζ) > 0, where n(ζ) is

the inner normal to ∂D at the point ζ. Indeed, the latter magnitude is a scalar product
of n = n(ζ) and ν = ν(ζ) interpreted as vectors in R2 and it has the geometric sense
of projection of the vector ν into n. In view of (33), since the limit φ(ζ) is finite, there
is a finite limit U(ζ) of U(z) as z → ζ in D along the straight line passing through the
point ζ and being parallel to the vector ν because along this line

U(z) = U(z0) −
1∫

0

∂U

∂ν
(z0 + τ(z − z0)) dτ . (40)
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Thus, at each point with condition (33), there is the directional derivative

∂U

∂ν
(ζ) := lim

t→0

U(ζ + t · ν)− U(ζ)

t
= φ(ζ) . (41)

In particular, in the case of the Neumann problem, Re n(ζ)ν(ζ) ≡ 1 > 0, where
n = n(ζ) denotes the unit interior normal to ∂D at the point ζ, and we have by
Theorem 5 and Remark 4 the following significant result.

Corollary 4. Let D be a Jordan domain in C with the quasihyperbolic boundary
condition, the unit inner normal n(ζ), ζ ∈ ∂D, belong to the class CBV(∂D) and
φ : ∂D → R be measurable with respect to logarithmic capacity.

Suppose that G : D → R is in Lp(D), p > 2. Then one can find generalized harmonic
functions U : D → R with the source G such that q.e. on ∂D there exist:

1) the finite limit along the normal n(ζ)

U(ζ) := lim
z→ζ

U(z) ,

2) the normal derivative

∂U

∂n
(ζ) := lim

t→0

U(ζ + t · n(ζ))− U(ζ)

t
= φ(ζ) ,

3) the angular limit

lim
z→ζ

∂U

∂n
(z) =

∂U

∂n
(ζ) .

Furthermore, the space of such functions U has the infinite dimension.
7. Poincare and Neumann problems and Bagemihl–Seidel systems.
Arguing similarly to the last section, we obtain by Theorem 6 in [17], as well as

Theorem 2 and Remark 2 above, the following statement.
Theorem 6. Let D be a Jordan domain in C, ν : ∂D → C, |ν(ζ)| ≡ 1, and

φ : ∂D → C be measurable functions with respect to the logarithmic capacity and let
{γζ}ζ∈∂D be a family of Jordan arcs of class BS in D.

Suppose that G : D → R is in Lp(D), p > 2. Then there exist generalized harmonic
functions U : D → C with the source G that have the limits along γζ

lim
z→ζ

∂U

∂ν
(z) = φ(ζ) q.e. on ∂D . (42)

Furthermore, the space of such functions U has the infinite dimension.
Remark 5. As it follows from the proofs of Theorems 5 and 6, the generalized

harmonic functions U with a source G ∈ Lp, p > 2, satisfying the Poincare boundary
conditions can be represented in the form of the sums NG + H of the logarithmic
(Newtonian) potential NG that is a generalized harmonic function with the source G
and harmonic functions H satisfying the corresponding Poincare boundary conditions.
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8. Other consequences in terms of Bagemihl–Seidel systems.
Finally, arguing similarly to the proofs of Corollaries 9 and 10 in [17] and supporting

on Lemmas 1 and 2 from Sections 4 and 5, correspondingly, we obtain the following
consequences.

Corollary 5. Let D be a domain in C whose boundary consists of a finite number
of mutually disjoint Jordan curves, B : ∂D → R and C : ∂D → R be functions
that are measurable with respect to the logarithmic capacity and let α : ∂D → ∂D be a
homeomorphism keeping components of ∂D such that α and α−1 have the (N)−property
of Luzin with respect to the logarithmic capacity.

Suppose that G : D → R is in Lp(D), p > 2, {γ+ζ }ζ∈∂D and {γ−ζ }ζ∈∂D are families
of Jordan arcs of class BS in D and C\D, correspondingly. Then there exist generalized
harmonic functions u+ : D → R and u− : C \D → R with the source G such that

u+(α(ζ)) = B(ζ) · u−(ζ) + C(ζ) q.e. on ∂D , (43)

where u+(ζ) and u−(ζ) are limits of u+(z) and u−(z) az z → ζ along γ+ζ and γ−ζ ,
correspondingly.

Furthermore, the space of all such couples (u+, u−) has the infinite dimension for
any such prescribed functions G, B, C, α and collections {γ+ζ }ζ∈∂D and {γ−ζ }ζ∈∂D.

In particular, we are able to obtain from the following corollary solutions of the
problem on gluing of the Dirichlet problem in the unit disk D and the Neumann problem
outside of D in the class of generalized harmonic functions with the source G.

Corollary 6. Let D be a domain in C whose boundary consists of a finite number
of mutually disjoint Jordan curves, ν : ∂D → C, |ν(ζ)| ≡ 1, be a measurable function,
β : ∂D → ∂D be a homeomorphism such that β and β−1 have the (N)−property of
Luzin and φ : ∂D × R → R satisfy the Caratheodory conditions with respect to the
logarithmic capacity.

Suppose that G : C → R is in Cα(C), α ∈ (0, 1), with compact support, {γ+ζ }ζ∈∂D
and {γ−ζ }ζ∈∂D are families of Jordan arcs of class BS in D and C\D, correspondingly.
Then there exist generalized harmonic functions u+ : D → R and u− : C \D → R with
the source G such that

u+(β(ζ)) = φ

(
ζ,

[
∂u

∂ν

]−
(ζ)

)
q.e. on ∂D , (44)

where u+(ζ) and
[
∂u
∂ν

]−
(ζ) are limits of the functions u+(z) and ∂u−

∂ ν (z) as z → ζ
along γ+ζ and γ−ζ , correspondingly.

Furthermore, the space of all such couples (u+, u−) has the infinite dimension for
any such prescribed functions G, ν, β, φ and collections γ+ζ and γ−ζ , ζ ∈ ∂D.

The corresponding results on the boundary value problems for semi–linear equations
of mathematical physics in anisotropic and inhomogeneous media with arbitrary mea-
surable data can be proved on the basis of the factorization theorem in the paper [14],
too.
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В. Гутлянський, О. Нєсмєлова, В. Рязанов, А. Єфiмушкiн
Крайовi задачi для узагальнених аналiтичних i гармонiчних функцiй.

Вивчення задачи Дiрiхле з довiльними вимiрними даними для гармонiчних функцiй сходить до
знаменитої дисертацiї Лузiна. Пiзнiше, вiдома монографiя Вєкуа була присвячена крайовим за-
дачам (тiльки з неперервними по Гельдеру граничними даними) для узагальнених аналiтичних
функцiй, а саме для неперервних комплекснозначних функцiй комплексної змiнної з узагальнени-
ми першими частинними похiдними по Соболєву, якi задовольняють лiнiйним рiвнянням першого
порядку, чиї коефiцiєнти iнтегрованi порядку бiльше 2 у вiдповiдних областях комплексної пло-
щини. Подана стаття є природнiм продовженням наших статей, присвячених крайовим задачам
Рiмана, Гiльберта, Дiрiхле, Пуанкаре i, зокрема, Неймана для квазiконформних, аналiтичних,
гармонiчних i, так званих, A-гармонiчних функцiй з крайовими умовами, вимiрними вiдносно ло-
гарифмiчної ємностi. В цiй роботi ми поширюємо вiдповiднi результати на узагальненi аналiтичнi
функцiї з витоками iнтегрованими порядку бiльше 2, а також на узагальненi гармонiчнi функцiї з
витоками iнтегрованими порядку бiльше 2. Також ми даємо вiдповiднi визначення з необхiдними
посиланнями на згаданi статтi та коментарi до попереднiх результатiв. Стаття мiстить рiзно-
манiтнi теореми iснування некласичних розв’язкiв крайових задач Гiльберта та Рiмана з довiль-
ними вимiрними вiдносно логарифмiчної ємностi даними для узагальнених аналiтичних функцiй
з витоками. Наш пiдхiд грунтується на геометричнiй (теоретико-функциональной) iнтерпрета-
цiї граничних значень в порiвняннi з класичним операторним пiдходом в теорiї диференцiйних
рiвнянь з частинними похiдними. На цiй основi встановленi вiдповiднi теореми iснування для
задачi Пуанкаре про похiднi за напрямами i, зокрема, для задачi Неймана до рiвняння Пуасона
з довiльними крайовими умовами, вимiрними вiдносно логарифмiчної ємностi. Цi результати та-
кож можуть бути застосованi для напiвлiнiйних рiвнянь математичної фiзики в анiзотропних та
неоднорiдних середовищах.

Ключовi слова: рiвняння Пуасона; задачi Рiмана, Гiльберта, Дiрiхле, Неймана та Пуанкаре;
узагальненi аналiтичнi та гармонiчнi функцiї; логарифмiчна ємнiсть.
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ОЦIНКА ДОБУТКIВ ВНУТРIШНIХ РАДIУСIВ ОБЛАСТЕЙ
З ДОДАТКОВОЮ УМОВОЮ СИМЕТРIЇ

У данiй роботi розглядається проблема про максимум добутку внутрiшнiх радiусiв n областей,
що взаємно не перетинаються, з додатковою умовою симетрiї, та мiстять точки розширеної ком-
плексної площини, i ступеня γ внутрiшнього радiусу областi, що мiстить точку нуль. Одержано
оцiнку зверху максимума даного добутку при всiх значеннях γ ∈ (0, n]. Основний результат ро-
боти також узагальнює та посилює результати попередникiв [1–4] на випадок довiльного розта-
шування систем точок на C.
MSC: 30C75.
Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, областi, що не перетинаються, функцiя Грiна,
трансфiнiтний дiаметр, теорема про мiнiмiзацiю площi, нерiвнiсть Кошi.

Нехай C – комплексна площина, C = C
∪
{∞} – її одноточкова компактифiка-

цiя, N, R – множини натуральних i дiйсних чисел, вiдповiдно, R+ = (0,∞). Нехай
r(B, a) – внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B [1 – 9].

В геометричнiй теорiї функцiй велику роль вiдiграють специфiчнi способи ви-
мiрювання замкнутих множин на комплекснiй площинi. Один з таких способiв був
даний Фекете в 1923 роцi. Згiдно з теоремою Сеге, введений Фекете трансфiнiт-
ний дiаметр дорiвнює логарифмiчнiй ємностi i виражається через енергiю Вiнера
з логарифмiчним ядром. Природнiм узагальненням логарифмiчної ємностi є єм-
нiсть Робена. В роботi Дюрена, Пфальцграффа i Турмана доведена формула, що
пов’язує ємнiсть Робена та енергiю Вiнера, в ролi ядра якої замiсть логарифмiчної
функцiї є функцiя Неймана. Вiдмiтимо, що в теорiї потенцiала введенi поняття
ємностi, енергiї Вiнера, трансфiнiтного дiаметра i сталої Чебишева вiдносно до-
вiльного ядра i досить добре вивчений зв’язок мiж ними.

Для компакта E його логарифмiчна ємнiсть визначається наступними рiвно-
стями:

capE :=
1

r(C\E,∞)
,

якщо величина r(C\E,∞) скiнченна; capE := 0 – в iншому випадку.
Наприклад, трансфiнiтний дiаметр будь-якого кола дорiвнює його радiусу, транс-

фiнiтний дiаметр будь-якого прямолiнiйного вiдрiзка дорiвнює чвертi його довжи-
ни [7].

Система точок An := {ak ∈ C, k = 1, n}, n ∈ N, n > 2, називається n-
променевою, якщо |ak| ∈ R+ при k = 1, n i 0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.
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Позначимо при цьому

an+1 := a1, αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
,

αn+1 := α1, k = 1, n,

n∑
k=1

αk = 2.

Нехай U – вiдкритий одиничний круг з центром в початку координат, ∂U –
одиничне коло. Вважатимемо, що область D0 належить до класу Λ, якщо 0 ∈
D0 ⊂ C та

(
C\D0

)
∩ ∂U мiстить хоча б одну невироджену дугу одиничного кола.

Вважатимемо, що область D0 ∈ Λ належить до класу ∆, якщо D0 ⊂ U, оче-
видно, що ∆ ⊂ Λ. Систему непересiчних областей D1, D2, ..., Dn, будемо називати
системою областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою умовою симетрiї,
яка визначається областю D0, D0 ∈ Λ, якщо має мiсце наступне спiввiдношення

n∪
k=1

Dk ⊂ C\
{
D0 ∪ D̃0

}
,

де D̃0 – область, симетрична D0 вiдносно одиничного кола. Очевидно, що D0, D1,
D2, ..., Dn – система областей, що взаємно не перетинаються.

Проблема. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, n] знайти максимум добутку

In(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) , (1)

де n ∈ N, n > 2, a0 = 0, An = {ak}nk=1 – n-променева система точок, {Dk}nk=1

– довiльна система областей, що взаємно не перетинаются, з додатковою умовою
симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ Λ, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, n, i описати всi
екстремалi.

Використовуючи мiркування леми 1 роботи [5] ми отримуємо справедливiсть
наступної оцiнки зверху добутку (1).

Теорема. Нехай n ∈ N, n > 2, γ ∈ (0, n]. Тодi для будь-якої фiксованої си-
стеми рiзних точок An = {ak}nk=1 ∈ C/{0} та будь-якого набору областей Dk,
ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, де {Dk}nk=1 – система областей, що взаємно
не перетинаються, з додатковою умовою симетрiї, яка визначається областю
D0 ∈ ∆, справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Dk, ak)

)1− γ
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2γ
n

. (2)

Дана теорема узагальнює та посилює результати робiт [1–4] на випадок довiль-
ного розташування систем точок на C.
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Доведення. Нехай d(E) – трансфiнiтний дiаметр компактної множини E ⊂ C.
Тодi має мiсце наступне спiввiдношення

r (D0, 0) = r
(
D+

0 ,∞
)
=

1

d
(
C \D+

0

) 6 1

d

(
n∪

k=1

D
+
k

) , (3)

де D+ =
{
z : 1

z ∈ D
}
. Згiдно iз теоремою Пойа [6], справедлива нерiвнiсть

µE 6 πd2(E),

де µE – лебегова мiра компактної множини E. Звiдси

d(E) >
(
1

π
µE

) 1
2

.

Далi, використовуючи (3), маємо

r (D0, 0) 6
1

d

(
n∪

k=1

D
+
k

) 6 1√
1
πµ

(
n∪

k=1

D
+
k

) =

[
1

π

n∑
k=1

µD
+
k

]− 1
2

. (4)

За теоремою про мiнiмiзацiю площi [7] одержуємо, що

µ(D) > πr2 (D, a) .

Iз нерiвностi (4), маємо

r (D0, 0) 6
[
1

π

n∑
k=1

µD
+
k

]− 1
2

6
[
1

π

n∑
k=1

µD+
k

]− 1
2

6
[

n∑
k=1

r2
(
D+

k , a
+
k

)]− 1
2

.

Звiдси отримуємо нерiвнiсть

r (D0, 0) 6
1[

n∑
k=1

r2
(
D+

k , a
+
k

)] 1
2

.

Використовуючи конформну iнварiантнiсть функцiї Грiна

gDk
(z, ak) = gD+

k
(w+, a+k ), w+ =

1

z
, a+k =

1

ak
,

маємо

gD+
k
(w+, a+k ) = gD+

k

(
1

z
,
1

ak

)
= ln

1

|1z − a+k |
+ ln r(D+

k , a
+
k ) + o(1).
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Виконавши нескладнi перетворення, одержуємо

gD+
k
(w+, a+k ) = ln

|z|
|1− za+k |

+ ln r(D+
k , a

+
k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln |ak|2 + ln

∣∣∣∣1− 1

ak
(z − ak)

∣∣∣∣+ ln r(D+
k , a

+
k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln |ak|2r(D+

k , a
+
k ) + o(1).

Таким чином,

r
(
D+

k , a
+
k

)
=
r (Dk, ak)

|ak|2

i приходимо до наступної нерiвностi

r (D0, 0) 6

 1
n∑

k=1

r2(Dk,ak)
|ak|4


1
2

.

Далi,

rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, ak) 6

n∏
k=1

r (Dk, ak)[
n∑

k=1

r2(Dk,ak)
|ak|4

] γ
2

.

Iз нерiвностi Кошi отримуємо

1

n

n∑
k=1

r2 (Dk, ak)

|ak|4
>
[

n∏
k=1

r2 (Dk, ak)

|ak|4

] 1
n

.

Звiдси маємо, що

[
n∑

k=1

r2 (Dk, ak)

|ak|4

] γ
2

>

n[ n∏
k=1

r2 (Dk, ak)

|ak|4

] 1
n


γ
2

= n
γ
2

[
n∏

k=1

r (Dk, ak)

] γ
n
[

n∏
k=1

|ak|

]− 2γ
n

.

I, таким чином,

In(γ) 6

n∏
k=1

r (Dk, ak)

n
γ
2

[
n∏

k=1

r (Dk, ak)

] γ
n
[

n∏
k=1

|ak|
]− 2γ

n

= n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Dk, ak)

)1− γ
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2γ
n

.

Нерiвнiсть (2) даної теореми доведена. 2

86



Оцiнка добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей з додатковою умовою симетрiї

Зауваження. Якщо γ = n i
n∏

k=1

|ak| 6 1, тодi при всiх умовах вище сформу-

льованої теореми має мiсце нерiвнiсть

rn (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, ak) 6 n−
n
2 .

У цьому випадку структура точок i областей є неважливою.
Використовуючи нерiвнiсть [8]

n∏
k=1

r(Dk, ak) 6 2n · L(An) ·
n∏

k=1

αk,

L(An) :=

n∏
k=1

χ

(∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|, χ(t) :=

1

2

(
t+ t−1

)
,

доведену для будь-якої n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 i довiльної си-
стеми областей, що взаємно не перетинаються, {Dk}nk=1, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, n,
одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N, n > 2, γ ∈ (0, n]. Тодi для будь-якої фiксованої n-
променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої, що L(An) = 1, i будь-якого набору
областей Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, де {Dk}nk=1 – система областей, що
взаємно не перетинаються, з додатковою умовою симетрiї, яка визначається
областю D0 ∈ ∆, справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, ak) 6 2n−γ · n−
γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

У випадку, якщо αk = 2
n , k = 1, n, тодi має мiсце наступний результат.

Наслiдок 2. Нехай n ∈ N, n > 2, γ ∈ (0, n]. Тодi при всiх умовах наслiдку 1
справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

З мiркувань доведення вище сформульованої теореми для випадку, коли |ak| =
1, k = 1, n, маємо наступне твердження.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ N, n > 2, γ ∈ (0, n]. Тодi для будь-якої системи рiзних
точок An = {ak}nk=1 одиничного кола та будь-якого набору непересiчних областей
Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, де {Dk}nk=1 – система областей, що взаємно
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не перетинаються, з додатковою умовою симетрiї, яка визначається областю
D0 ∈ Λ, справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Dk, ak)

)1− γ
n

.

Екстремальнi задачi iнших типiв, пов’язаних з теорiєю вiдображень, оцiнками
ємностi i модуля, а також точними оцiнками iнтегралiв з вагою, розглядалися в
роботах [10–15].

Автор висловлює подяку рецензенту статтi за уважне прочитання роботи i
зробленi зауваження.
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I.V. Denega
Estimation of the products of the inner radii of domains with an additional symmetry
condition.

In geometric function theory of complex variable extremal problems on non-overlapping domains are
well-known classic direction. A lot of such problems are reduced to determination of the maximum
of product of inner radii on the system of non-overlapping domains satisfying a certain conditions.
Based on these elementary estimates a number of new estimates for functions realizing a conformal
mapping of a disc onto domains with certain special properties are obtained. Estimates of this type
are fundamental to solving some metric problems arising when considering the correspondence of
boundaries under a conformal mapping. Also, on the basis of the results concerning various extremal
properties of conformal mappings, the problem of the representability of functions of a complex variable
by a uniformly convergent series of polynomials is solved. In this paper, we consider the problem on
maximum the products of the inner radii of n disjoint domains with an additional symmetry condition
that contain points of extended complex plane and the degree γ of the inner radius of the domain that
contains the zero point. An upper estimate for the maximum of this product is found for all values of
γ ∈ (0, n]. The main result of the paper generalizes and strengthens the results of the predecessors
[1–4] for the case of an arbitrary arrangement of points systems on C. In proving the main theorem,
the arguments of proving of Lemma 1 [5] and the ideas of proving Theorem 1 [3] played a key role.
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We also established the conditions under which the structure of points and domains is not important.
The corresponding results are obtained for the case when the points are placed on the unit circle and
in the case of any fixed n-radial system of points.

Keywords: inner radius of domain, non-overlapping domains, the Green function, transfinite diameter,
theorem on minimizing of the area, the Cauchy inequality.
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АСИМПТОТИЧНЕ ОЦIНЮВАННЯ СТАНУ ТА ЖОРСТКОСТI
ОСЦИЛЯТОРА ВАН ДЕР ПОЛЯ

Розглянуто задачу спостереження та iдентифiкацiї математичної моделi осцилятора ван дер По-
ля. Шуканi невiдомi характеризують швидкiсть коливань та жорсткiсть осцилятора. Такi моделi
виникають при спрощеному моделюваннi багатьох складних фiзичних, бiологiчних нелiнiйних
процесiв, що мають циклiчний характер i для яких актуальною є задача вiдновлення характери-
стик коливань в режимi реального часу за даними вимiрювань. Для побудови вiдповiдних схем
спостереження та iдентифiкацiї використано метод синтезу iнварiантних спiввiдношень, розроб-
лений для розв’язку обернених задач математичної теорiї керування. Метод дозволяє формувати
скiнченнi спiввiдношення, якi визначають шуканi невiдомi як функцiї вiд вiдомих величин на
траєкторiях дослiджуваної системи в процесi її функцiювання. Для вихiдної задачi побудовано
нелiнiйний спостерiгач та iдентифiкатор, за допомогою яких знаходяться асимптотичнi оцiнки
шуканого параметра i повного фазового вектора за даними про залежнiсть вiд часу положення
осцилятора ван дер Поля.
MSC: 34A60,34D20, 34N05.
Ключовi слова: нелiнiйний спостерiгач, iдентифiкацiя, iнварiантнi спiввiдношення, осциля-
тор ван дер Поля.

1. Вступ.
У багатьох прикладних дослiдженнях фiзики, бiологiї та iнших наук в якостi

наближеною моделi складних нелiнiйних процесiв використовується пiдхiд, який
засновано на концепцiї модельних рiвнянь. В основi такої концепцiї лежить поло-
ження про те, що невелике число характерних типiв рухiв (патернiв), властивих
простим математичним моделям та/або їх комбiнацiям, дає ключ до розумiння
природи багатьох складних явищ. При цьому апрiорi передбачається, що все фi-
зичне рiзноманiття динамiчних взаємозв’язкiв в дослiджуванiй системi може бути
представлено у формi досить простих модельних рiвнянь. Оскiльки такi базовi
моделi окремо добре вивченi та їх параметри мають фiзичну iнтерпретацiю, то це
сприяє якiсному дослiдженню на цiй основi складних систем рiзної природи.

Примiром, у багатьох прикладних дослiдженнях коливальний рух рiзних си-
стем, який має явно виражений нелiнiйний характер, моделюється системою, що
складається з одного або декiлькох пов’язаних мiж собою осциляторiв ван дер
Поля [1]. Системи такого роду досить широко представленi, наприклад, при до-
слiдженнi та моделюваннi бiологiчних функцiй органiзму, таких як серцева дiяль-
нiсть, дихання, локомоторна активнiсть [2], [3]. У зв’язку з появою пристроїв, якi
вiдстежують i регулюють стан та параметри патернiв живих органiзмiв, задача
визначення в реальному масштабi часу характеристик таких систем за результа-
тами вимiрювання вихiдних сигналiв є актуальною [4], [5]. Проблеми iдентифiка-
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цiї параметрiв коливальних пристроїв виникають також у зв’язку з розвитком
рiзних технiчних смарт-систем. Зокрема, в сучасних iнтелектуальних електронно-
обчислювальних MEMS-системах широко застосовуються мiнiатюрнi електроме-
ханiчнi елементи, резонатори - нелiнiйнi осцилятори з параметрами, якi треба на-
лаштовувати [6].

Одна iз притаманних для таких ситуацiй задача про визначення характеристик
модельної системи, а саме, задача знаходження повного вектора стану та iден-
тифiкацiї параметра, що характеризує жорсткiсть пружини осцилятора ван дер
Поля за iнформацiєю про рух, розглянута в данiй статтi. Для отримання асимп-
тотичних оцiнок невiдомих використовується розроблений в аналiтичнiй механiцi
метод iнварiантних спiввiдношень [7], модифiкацiя якого в задачах математичної
теорiї керування дозволяє синтезувати додатковi зв’язки мiж вiдомими i невiдоми-
ми величинами [8]. Метод не передбачає лiнеаризацiї вихiдної системи i є суттєво
нелiнiйним.

2. Задача визначення характеристик осцилятора ван дер Поля.
Розглянемо рiвняння ван дер Поля, якi описують процес релаксацiйних коли-

вань [1]
s̈+ µ(1− s2)ṡ+ ω2s = 0. (1)

Тут s – вiдхилення точки вiд положення рiвноваги, µ - коефiцiєнт при нелiнiй-
нiй складовiй рiвняння, який характеризує величину змiнного демпфiрування,
µ > 0. Режим µ = 0 вiдповiдає коливанням без тертя i описується рiвнянням гар-
монiчного осцилятора з власною частотою ω. Однiєю iз задач, що виникають при
вивченнi та спрощеному моделюваннi нелiнiйних коливальних процесiв за допомо-
гою осциляторних систем, в припущеннi, що значення s(t) доступнi вимiрюванню,
є задача визначення невiдомої компоненти фазового вектора ṡ(t) – швидкостi ко-
ливань i параметра ω – жорсткостi осцилятора.

Позначимо s1 = s, s2 = ṡ i перепишемо (1) у виглядi системи

ṡ1 = s2,

ṡ2 = −ω2s1 + µ(1− s21)s2,

y = s1(t).

(2)

Розглянемо задачу знаходження невiдомих s2(t) i ω як класичну задачу спо-
стереження i одночасної iдентифiкацiї системи (2) за вiдомою iнформацiєю про
рух, y(t) = s1(t) [9]. Такою iнформацiєю є вихiд - функцiя y(t), а також тi ве-
личини, якi можуть бути отриманi з використанням тiльки лише значень вихiду.
Зокрема, далi вiдомим будемо вважати будь-яке рiшення задачi Кошi для системи
диференцiальних рiвнянь

ξ̇ = U(ξ, x1(t)), ξ(0) = ξ0 ∈ Rp, p > 1, (3)

в якiй функцiї U(ξ, x1) задовольняють умовам теорем iснування та єдиностi рiшень
для t ∈ [0,∞).
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Застосовуючи до системи (2) перетворення Лiенара [10]

x1 = s1, x2 = s2 + µ(s31/3− s1), (4)

отримуємо систему

ẋ1 = x2 + µ(x1 − x31/3),

ẋ2 = −ω2x1,

y = x1(t).

(5)

Оскiльки: вихiд системи (2) s1(t) збiгається з x1(t)-вихiдом системи (5); шукана
змiнна s2 виражається через x2 за формулою s2 = x2 − µ(x31/3 − x1); параметр ω
один i той же для обох систем, то далi будемо розглядати таку задачу.

Задача. Знайти асимптотично точнi оцiнки змiнної x2(t) i параметра ω системи
(5) по вiдомим значенням виходу y = x1(t).

Достатньою умовою локальної спостережливостi та iдентифiкованостi [9] си-
стеми (5) є факт невиродження якобiєвої матрицi J = ∂(ẏ, ÿ)/∂(x2, ω), де похiднi
вiд функцiї виходу y(t) = x1(t) взятi в силу системи (5). Оскiльки detJ = −2ωx1,
то система є iдентифiкованою тiльки на iнтервалах знакосталостi x1(t). Тому далi
будемо вважати виконаним бiльш сильну умову iдентифiкованостi.

Припущення. Будемо вважати, що в процесi виконання сформульованої за-
дачi значення виходу вiдокремлено вiд нуля досить малою сталою δ > 0.

У загальному випадку природним є порушення умови |x1(t)| > δ. Тодi, якщо
виход не дорiвнює тотожно нулю, величина δ завжди може бути пiдiбрана так,
що iснує деяка послiдовнiсть часових iнтервалiв Tα, на кожному з яких умову
знакосталостi виходу x1(t) виконано. Пропонована нижче схема рiшення задачi
передбачає послiдовне полiпшення оцiнок шуканих невiдомих на кожному з таких
iнтервалiв.

3. Синтез додаткових спiввiдношень.
Для вирiшення вихiдної задачi спостереження та iдентифiкацiї будемо викори-

стовувати метод синтезу iнварiантних спiввiдношень, який дозволяє отримувати
в процесi функцiонування системи асимптотичнi оцiнки невiдомих [8]. Суть цьо-
го пiдходу полягає в динамiчному розширеннi вихiдної системи диференцiальних
рiвнянь (5) рiвняннями (3), де p дорiвнює 2 – числу невiдомих, а саме: функцiї
x2(t) i сталої ω. При цьому правi частини U(ξ, x1) пiдбираються таким чином, щоб
отримана розширена система диференцiальних рiвнянь (3), (5) допускала сiм’ю
iнварiантних спiввiдношень

Fi(x1, x2, ξ, ω) = 0, i = 1, 2, (6)

з наступними властивостями:
1) Спiввiдношення (6) формують додатковi незалежнi рiвняння для невiдомих,

тобто rank ∂(F1,F2)
∂(x2,ω)

= 2;
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2) Вiдповiдний до рiвностей (6) iнварiантний многовид

M = {(x1, x2, ξ) ⊆ R2+p : Fi(x1, x2, ξ, ω) = 0, i = 1, 2}

має властивiсть глобального тяжiння для будь-яких рiшень розширеної системи
(3), (5). Iншими словами, на будь-якому рiшеннi

lim
t→∞

Fi(x1(t), x2(t), ξ(t), ω) = 0, i = 1, 2.

4. Iснування iнварiанних спiввiдношень.
Покажемо, що для даної задачi iнварiантнi спiввiдношення виду (6) iснують.

Щоб властивiсть 1) було виконано у всiй розглянутiй областi шукатимемо їх у
виглядi

F1(x1, x2, ξ, ω) = x2 − ξ1 −Ψ1(x1) = 0,

F2(x1, x2, ξ, ω) = ω2 − ξ2 −Ψ2(x1) = 0,
(7)

де ξ1(t), ξ2(t) є рiшеннями системи диференцiальних рiвнянь (3).
На функцiї Ψ1(x1),Ψ2(x1), U1(ξ1, ξ2, x1), U2(ξ1, ξ2, x1) поки не накладаємо нiя-

ких обмежень, окрiм вимоги безперервної диференцiйованостi по своїх аргументах
у розглянутiй областi. Якщо цi функцiї обранi так, що спiввiдношення (7) стають
iнварiантними на даному рiшеннi, то тодi невiдомi x2(t), ω можуть бути знайденi
безпосередньо з рiвностей (7).

Твердження 1. Для будь-яких диференцiйовних функцiй Ψ1(x1), Ψ2(x1) iс-
нують керування U1(ξ1, ξ2, x1), U2(ξ1, ξ2, x1) такi, що рiвностi (7) виконуються
тотожно на деяких рiшеннях розширеної системи диференцiальних рiвнянь (3),
(5).

Доказ. Введемо змiннi ε1, ε2, якi характеризують невязку в формулах (7) на
рiшеннях системи (3),(5).

x2(t)− ξ1(t)−Ψ1(x1(t)) = ε1, ω2 − ξ2(t)−Ψ2(x1(t)) = ε2. (8)

Диференцiюючи (8) в силу системи (3), (5), отримуємо диференцiальнi рiвняння
для вiдхилень

ε̇1 = −U1 −Ψ′
1(x1)[ε1 + ξ1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)]− x1(ε2 + ξ2 +Ψ2(x1),

ε̇2 = −U2 −Ψ′
2(x1)[ξ1 + ε1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)],

(9)

де знак ′ означає операцiю диференцiювання.
Щоб рiвностi (7) виконувалися тотожно на деяких рiшеннях системи диферен-

цiальних рiвнянь (3), (5) досить показати, що система диференцiальних рiвнянь
(9) допускає тривiальне рiшення ε1(t) = ε2(t) ≡ 0.

Для цього накладемо обмеження на частину вiльних функцiй, а саме: зафiк-
суємо вигляд правих частин допомiжньої системи диференiальних рiвнянь (3)

ξ̇1 = U1(ξ1, ξ2, x1) = −Ψ′
1(x1)[ξ1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)]− x1(ξ2 +Ψ2(x1)),

ξ̇2 = U2(ξ1, ξ2, x1) = −Ψ′
2(x1)[ξ1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)].

(10)
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В результатi система диференцiальних рiвнянь для вiдхилень ε1, ε2 стає одно-
рiдною

ε̇1 = −Ψ1
′(x1)ε1 − x1ε2,

ε̇2 = −Ψ2
′(x1)ε1,

(11)

тобто вона допускає тривiальне рiшення. Твердження доведено.2

Таким чином, можна стверджувати, що для будь-яких Ψ1(x1),Ψ2(x1) початко-
вi значення ξ1(0), ξ2(0) в задачi Кошi для диференцiальних рiвнянь (10) можуть
бути обранi таким чином, що в момент t = 0 формули (7) стають вiрними рiвно-
стями. Зокрема, це означало б, що початковi значення для вiдхилень ε1(0) = ε2(0)
дорiвнюють нулю. В цьому випадку рiвностi (7) для цiєї траєкторiї розширеної
системи (3), (5) виконуються тотожно, утворюючи тим самим систему додаткових
рiвнянь, в яких єдиними невiдомими залишаються x2(t), ω.

У загальному випадку здiйснити такий вибiр ξ1(0), ξ2(0) не вдається, оскiльки
для цього необхiдно знати значення x2(0), ω, якi, власне, i є шуканими величина-
ми. Для того, щоб використовувати формули (7) для оцiнки x2(t), ω на будь-якому
рiшеннi системи (3), (5) потрiбно з множини функцiй Ψ1(x1),Ψ2(x1) вибрати такi,
при яких тривiальне рiшення системи (11) мало б властивiсть глобальної асимп-
тотичної стiйкостi.

5. Стабiлiзацiя вiдхилень.
Розглянемо задачу пiдбору поки ще невизначених функцiй Ψ1(x1),Ψ2(x1) з

метою забезпечення глобальної асимптотичної стiйкостi тривiального рiшення си-
стеми (11). Введемо позначення:

V1(x1) = −Ψ1
′(x1), V2(x1) = −Ψ2

′(x1)

i перепишемо систему (11) у виглядi

ε̇1 = V1(x1)ε1 − x1ε2,

ε̇2 = V2(x1)ε1.
(12)

В силу наявної свободи на вибiр функцiї Ψ1(x1),Ψ2(x1) будемо розглядати за-
дачу визначення функцiй V1(x1), V2(x1) як задачу синтезу управлiнь, за якими
тривiальне рiшення системи (12) стає глобально асимптотично стiйким.

Твердження 2. Нехай значення абсолютної величини виходу системи (5)
протягом всього процесу вимiрювань вiдокремленi вiд нуля, |x1(t)| ≥ xmin > 0.
Тодi iснують Ψ1(x1),Ψ2(x1), такi, що в фазовому просторi розширеної системи
диференцiальних рiвнянь (5), (10) iснує iнварiантний многовид M , який визна-
чається спiввiдношеннями (7) i має властивiсть глобального тяжiння для всiх
траєкторiй даної системи.

Доказ. Доказ проведемо в два етапи. На першому з них знайдемо сiм’ю управ-
лiнь V1(x1), V2(x1), при яких змiннi ε1, ε2 пов’язанi однорiдним iнварiантним спiввiд-
ношенням. На другому етапi за допомогою вiдповiдного синтезу керуючих функцiй
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забезпечимо це однорiдне спiввiдношення властивiстю тяжiння для траєкторiй (12)
в просторi ε1, ε2. Далi пiдберемо вiльнi функцiї таким чином, щоб одна iз змiнних
εi, i = 1, 2 прямувала до нуля. Тодi наявнiсть такого однорiдного спiввiдношення
автоматично забезпечить прямування до нуля iншої координати.

Зажадаємо спочатку, щоб рiвняння (12) мали лiнiйний iнварiантний многовид
виду {(ε1, ε2) : ε2 = kε1} , де k – стала, така, що sign k = −sign x1(t). У загальному
випадку траєкторiї (12) не знаходяться на цiй прямiй, тому введемо також змiнну
η - вiдхилення траєкторiй вiд цього многовиду:

ε2 = kε1 + η.

Замiнивши у рiвняннях (12) змiнну ε2 на η, перепишемо їх у виглядi

ε̇1 = (V1(x1)− kx1)ε1 − x1η,

η̇ = kx1η + (V2(x1)− kV1(x1) + k2x1)ε1.
(13)

Розглянемо в якостi функцiї Ляпунова вираз

V =
1

2
(ε21 + η2)

i обчислимо його похiдну, взяту в силу системи диференцiальних рiвнянь (13).
Отримуємо

V̇ = (V1 − kx1)ε
2
1 + [V2 − kV1 + (k2 − 1)x1]εη + kx1η

2.

На другому етапi будемо вимагати, щоб невизначенi поки величини V1(x1), V2(x1)
задовольняли наступним рiвностям

V1 = kx1 − 1, V2 = k + x1. (14)

Тодi
V̇ ≤ −(ε21 + |kx1|η2),

що за умови |x1(t)| ≥ xmin > 0 дозволяє ствержувати: змiннi ε1(t), η(t) асимптотич-
но прямують до нуля. Оскiльки при цьому виконується рiвнiсть ε2(t) = kε1(t)+η(t),
то змiнна ε2(t) також прямує до нуля. А це означає, що многовид M , який по-
роджено iнварiантними спiввiдношеннями (7) є притягуючим для всiх траєкторiй
розширеної системи диференцiальних рiвнянь (3), (10). Твердження доведено.2

6. Спостерiгач.
Сформуємо остаточний вигляд рiвнянь, що реалiзують запропоновану схему

рiшення задачi спостереження та iдентифiкацiї. Для цього визначемо остаточнiй
вигляд вiльних функцiй, щоб задовольнити усi наведенi вище обмеження. Передба-
чається, що вихiдна задача вирiшується на часовому iнтервалi, при якому значення
виходу |x1(t)| ≥ xmin.
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Оскiльки V1(x1) = −Ψ1
′(x1), V2(x1) = −Ψ2

′(x1), то з урахуванням (14) покла-
демо

Ψ1 = k
x21
2

− x1, Ψ2 =
x21
2

+ kx1. (15)

Тодi асимптотичнi оцiнки невiдомих отримуємо за формулами

x2(t) = ξ1(t) + k
x21
2

− x1, ω2 = ξ2(t) +
x21
2

+ kx1, (16)

де змiннi ξ1(t), ξ2(t) задовольняють додатковим диференцiальним рiвнянням (10)
з будь-якими початковими значеннями ξ1(0), ξ2(0).

З урахуванням перетворення Лiенара остаточно маємо оцiнку для швидкостi
коливань вихiдної системи

s2(t) = x2(t)− µ(s31(t)/3− s1(t)).

7. Висновки.
Розглянуто задачу спостереження стану i одночасної iдентифiкацiї парамет-

ра, що характеризує жорсткiсть пружного зв’язку для осцiлятора ван дер По-
ля. Запропоновано метод побудови нелiнiйного iдентифiкатора, який дозволяє от-
римувати асимптотичнi оцiнки шуканих невiдомих за результатами вимiрювання
вихiдного сигналу в реальному масштабi часу. Використовується розроблений в
аналiтичнiй механiцi метод iнварiантних спiввiдношень, який в задачах управлiння
дозволяє синтезувати додатковi зв’язки мiж вiдомими i невiдомими величинами.
Розроблений пiдхiд асимптотичного оцiнювання в подальшому буде використано
в задачах адаптивного керування характером коливань осциляторних мереж.
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N.V. Zhogoleva, V.F. Shcherbak
Asymptotic evaluation of the state and stiffness of the van der Paul oscillator.

In many applications of physics, biology, and other sciences, an approach based on the concept of
model equations is used as an approximate model of complex nonlinear processes. The basis of this
concept is the provision that a small number of characteristic types movements of simple mathematical
models inherent in systems gives the key to understanding and exploring a huge number of different
phenomena. With this approach it is a priori assumed that the entire physical diverseness can be
represented in the form of fairly simple model equations. It is contributes to a qualitative study of
complex systems for various physical nature since basic models individually are well studied, their
parameters have a physical interpretation. In particular, it is well known that oscillatory motion of
various systems with a stable limit cycle can be modeled by a system consisting of one or more coupled
van der Pol oscillators. Such systems are widely represented in various technical devices and in the study
and modeling of some biological functions of the body, such as cardiac activity, respiration, locomotor
activity, etc. It is considered a typical situation for many practical applications of control theory when
the complete state vector of the system is unknown and only some of the functions of the state variables
– the outputs of the system are accessible to measurement. Therefore, the problem of determining in
real time the state and parameters of such systems based on the results of measuring the output
signals are relevant. One of these inverse control problems, namely, the problem of observability and
parameter identification of an model oscillatory system is considered in this article. For observation and
identification scheme design the method of invariant relations developed in analytical mechanics is used.
Its modification in control problems allows us to synthesize additional relationships between known and
unknown quantities of a dynamical system that arise during the observed motion. The method does
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not involve linearization of the original system and is essentially non-linear. The constructed nonlinear
observer provides an asymptotic estimation of unknown parameter and velocity of oscillations.

Keywords: nonlinear observer, identification, invariant relations, van der Pol oscillator.
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АЛГОРИТМИ, ЩО РЕАЛIЗУЮТЬ ТЕОРЕТИКО-МНОЖИННI
ОПЕРАЦIЇ НА ТАБЛИЦЯХ ТА МУЛЬТИТАБЛИЦЯХ

Робота присвячена дослiдженню алгоритмiв, що реалiзують операцiї перетину, об’єднання та
рiзницi у таблицях та мультитаблицях. Тематика роботи є актуальною, оскiльки незважаючи на
важливiсть та вживанiсть теоретико-множинних операцiй у реляцiйних базах даних, внаслiдок
певних причин, увагу дослiдникiв було зосереджено на оптимiзацiї iнших табличних операцiй,
у першу чергу – з’єднання. При цьому оптимальне виконання теоретико-множинних операцiй
призведе до бiльш швидкого виконання запиту, що мiстить хоча б одну таку операцiю, та сут-
тєво зменшить час обробки iнформацiї у сучасних базах даних. У статтi розглянуто базовi, най-
бiльш природнi алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї на таблицях та мульти-
таблицях, та дослiджувалися модифiкацiї базових алгоритмiв, якi могли б зменшити кiлькiсть
обчислень. У якостi критерiя оцiнювання швидкодiї алгоритмiв розглядалася їх складнiсть у
середньому для найбiльш загального випадку, за яким домен кожного атрибуту схеми таблиць
є фiксованим i зазделегiдь вiдомим, а розподiл значень за кожним атрибутом в кожнiй табли-
цi є рiвномiрним. Для кожного з шести випадкiв (три операцiї на таблицях та три операцiї на
мультитаблицях) знайдено найбiльш швидкi за цим критерiєм алгоритми. Для усiх розглянутих
6 алгоритмiв на таблицях (базовi та найшвидшi модифiкацiї базових) знайдено точну склад-
нiсть у середньому, причому формули, що визначають складнiсть запропонованих алгоритмiв,
не мiстять О-асимптотики. Для експериментального пiдтвердження теоретичних результатiв ро-
зроблено програмну систему, яка обчислює фактичну кiлькiсть виконаних обчислювальних дiй
для кожного розглянутих у роботi алгоритму. Проведенi експерименти пiдтвердили теоретичнi
оцiнки, знайденi для таблиць, та визначили найбiльш швидкi алгоритми для мультитаблиць. Ре-
зультати роботи можуть використовуватись як у теорiї реляцiйних баз даних, так i на практицi
для оптимiзацiї запитiв та зменшення часу обробки iнформацiї в системах управлiння базами
даних.
MSC: 68Q25.
Ключовi слова: алгоритм, складнiсть, бази даних.

1. Вступ.
В наш час свiт iнформацiйних технологiй широко розповсюдився майже у всi

сфери людської дiяльностi. Переважна бiльшiсть сучасних iнформацiйних систем
у своїй роботi використовує бази даних, роботу з якими забезпечують системи
управлiння базами даних, що реалiзуються рiзноманiтними програмними продук-
тами. Наразi спостерiгається постiйний зрiст обсягiв iнформацiї, що пiдвищує ви-
моги для її зберiгання та обробки у реальних базах даних. Однiєю з цих вимог
є збiльшення швидкодiї роботи системи з користувачем. Для бiльшостi iнформа-
цiйних систем ця вимога зазвичай реалiзується через оптимiзацiю запитiв, якi є
основним iнструментом взаємодiї мiж користувачем i базою даних та й взагалi з
системою.

Дотепер найбiльш розповсюдженими залишаються реляцiйнi бази даних, ма-
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тематична модель яких вперше була запропонована Е. Коддом [1, 2]. Табличнi ал-
гебри, що були введенi В.Н. Редьком i Д.Б. Буєм [3, 4], побудованi на основi алгебр
Е. Кодда, суттєво їх уточнюють та складають теоретичний фундамент мов запи-
тiв сучасних табличних баз даних. Аналiз лiтератури щодо оптимiзацiї операцiй
у реляцiйних базах даних показав, що у переважнiй бiльшостi випадкiв розгляда-
ються пiдходи, якi дозволяють одержати оптимiзацiю лише операцiї з’єднання; не
було знайдено жодної спроби оптимiзацiї теоретико-множинних операцiй перетину,
об’єднання, рiзницi. Проте цi операцiї є важливими для табличних (реляцiйних)
алгебр та досить вживаними у запитах. Тому дослiдження теоретико-множинних
табличних операцiй є важливою задачею, результати якої можуть бути викори-
станими для оптимiзацiї запитiв.

У роботi дослiджуються алгоритми, що реалiзують перетин, об’єднання та рiз-
ницю таблиць i мультитаблиць. У кожному з цих шести випадкiв спочатку розгля-
даються базовi, найбiльш природнi алгоритми, що їх реалiзують. У процесi дослiд-
ження теоретико-множинних табличних операцiй нами було розглянуто значну
кiлькiсть (приблизно 15 для кожного випадку) модифiкацiй базових алгоритмiв,
якi могли б зменшити кiлькiсть обчислень. Для таблиць для кожного алгорит-
му, що було розглянуто, знайдено значення середньої кiлькостi обчислень. Крiм
того, нами було розроблено програмну систему, яка для таблиць та мультитабли-
ць iз заданими параметрами (кiлькiсть рядкiв, атрибутiв, потужнiсть атрибутiв),
знаходить фактичну кiлькiсть виконаних обчислень за кожним iз розглянутих ал-
горитмiв. Завдяки роботi цiєї програмної системи були пiдтвердженi теоретичнi
оцiнки складностi алгоритмiв для таблиць, та обранi найбiльш швидкi (з розгля-
нутих) алгоритми для мультитаблиць; у цiй роботi наведено цi шiсть алгоритмiв
разом з оцiнками їх складностi.

2. Основнi визначення.
Зафiксуємо деяку непорожню множину A = {A1, . . . , Ap}, елементи якої нази-

ваються атрибутами. Довiльну скiнченну пiдмножину R = {A′
1, . . . , A

′
n} ⊆ A назве-

мо схемою. Рядком s схеми R називається множина пар s = {(A′
1, d1), . . . , (A

′
k, dk)},

проекцiя якої за першою компонентою дорiвнює R. Таблицею схеми R називається
скiнченна множина рядкiв схеми R. Кiлькiсть рядкiв у таблицi T позначатимемо
|T |.

На множинi всiх таблиць схеми R введено такi параметричнi операцiї: 1) пе-
ретин

∩
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi

належать одночасно всiм вихiдним таблицям; 2) об’єднання
∪
R

таблиць схеми R

– таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi належать хоча б однiй з
вихiдних таблиць; 3) рiзниця T1 −

R
T2 двох таблиць схеми R – таблиця, що скла-

дається з тих i лише тих рядкiв, якi належать таблицi T1 та не належать таблицi
T2.

Iншими словами операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць є обмежен-
ням вiдповiдно теоретико-множинних операцiй перетину, об’єднання i рiзницi на
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множинi таблиць однакової схеми.
Iснує цiлий ряд практичних ситуацiй, при яких може виникнути повторю-

ванiсть даних. При застосуваннi традицiйних реляцiйних (табличних) баз даних
для обробки результатiв у цих ситуацiях можуть виникнути певнi ускладнення,
оскiльки у таблицях повторюваннiсть даних заборонена. Iснує декiлька шляхiв
усунення цих ускладнень, одним з яких є розширення поняття таблицi з метою
усунення заборони повторюванностi рядкiв. По аналогiї з поняттям «мультимно-
жина», такi таблицi дiстали назву «мультитаблицi». Отже, мультитаблицею (схеми
R) називається сукупнiсть рядкiв однакової схеми (R).

Найбiльш природними є такi два способи подання мультитаблицi:
а) мультитаблиця задається як невпорядкована сукупнiсть рядкiв однакової

схеми (iз можливим повторенням рядкiв);
б) змiнюється структура рядка. Вводиться новий атрибут (у нашiй роботi цей

атрибут назвемо лiчильником, iм’я цього атрибута позначимо K), що не належить
схемi вихiдної таблицi. В якостi значення цього атрибута будемо розумiти кiлькiсть
повторiв даного рядка заданої таблицi, це значення є додатним цiлим числом.

Нескладно бачити, що цi два способи подання мультитаблицi є еквiвалентни-
ми: з мультитаблицi, представленої першим способом, легко отримати (причому,
однозначно) мультитаблицю, представлену другим способом, i навпаки. На наш
погляд, в реальних базах даних природно задавати мультитаблицi першим спо-
собом, а для обробки мультитаблиць (у тому числi для виконання операцiй над
ними) бiльш зручним є другий спосiб подання. У разi, коли вiдношення кiлькостi
рядкiв, що зустрiчаються точно один раз до загальної кiлькостi рядкiв у таблицi
невелике, другий спосiб подання мультитаблицi є найбiльш оптимальним. Далi у
нашiй роботi вважатимемо, що мультитаблицю задано другим способом подання.

Через ∥T∥ позначимо кiлькiсть унiкальних рядкiв у мультитаблицi T . Нехай
s = {(A1, d1), . . . , (An, dn), (K, k)} – деякий рядок мультитаблицi схеми R. Тодi його
основою ∥s∥ назвемо обмеження s за R, тобто ∥s∥ = {(A1, d1), . . . , (An, dn)}.

При другому способi подання мультитаблицi всi її рядки та всi основи рядкiв
стають попарно рiзними, тобто вона перетворюється в таблицю схеми R′ = R

∪
K

з одним особливим атрибутом – лiчильником.
Наведемо означення теоретико-множинних операцiй для мультитаблиць. 1) Пе-

ретин двох мультитаблиць T1 та T2 – мультитаблиця T1
M∩
R′
T2, що мiстить тi i тiльки

тi рядки, якi одночасно мiстяться в обох вихiдних таблицях. 2) Об’єднання двох

мультитаблиць T1 та T2 – мультитаблиця T1
M∪
R′
T2, що мiстить тi i тiльки тi рядки,

якi мiстяться хоча б в однiй з вихiдних таблиць. 3) Рiзниця двох мультитаблиць

T1 та T2 – мультитаблиця T1
M
−
R′
T2, що мiстить тi i тiльки тi рядки, якi мiстяться в

T1 i не мiстяться в T2.
Проiлюструємо цi означення. Нехай ∥s∥ ∈ T1, ∥s∥ ∈ T2 та значення лiчильника

s в мультитаблицях T1 i T2 дорiвнюють вiдповiдно k1 i k2.
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Тодi значення лiчильника s в мультитаблицi T1
M∩
R′
T2 дорiвнює min(k1, k2), у

мультитаблицi T1
M∪
R′
T2 – k1 + k2, у мультитаблицi T1

M
−
R′
T2 – max(0, k1 − k2).

При цьому для рiзницi мультитаблиць, якщо значення лiчильника менше оди-
ницi, то вiдповiдний рядок до результуючої мультитаблицi не включається.

В роботi ми будемо порiвнювати алгоритми за їх обчислювальною складнiстю.
Слiдуючи [5], обчислювальною складнiстю алгоритму називається функцiя залеж-
ностi «обсягу» роботи, яка виконується їм, вiд «розмiру» вхiдних даних. Розгляда-
ють два види обчислювальної складностi: часову, яка оцiнює час виконання алго-
ритму (кiлькiсть виконуваних обчислень), i ємнiсну, яка оцiнює кiлькiсть елементiв
пам’ятi, необхiдних для роботи алгоритму. У данiй роботi будемо дослiджувати
часову складнiсть та вважаємо, що складнiсть елементарних операцiй однакова
(тобто використовується так звана рiвномiрна вага).

Видiляють три типи часової складностi алгоритму: складнiсть у найгiршому
випадку (максимальна кiлькiсть елементарних операцiй, що виконує алгоритм),
складнiсть для майже всiх входiв i складнiсть в середньому (математичне сподiван-
ня кiлькостi елементарних операцiй, що виконує алгоритм). Дослiдження склад-
ностi алгоритму в найгiршому випадку iстотно простiше, нiж дослiдження iнших
двох типiв складностi, проте при аналiзi часової складностi обробки iнформацiї в
системах керування базами даних та обробки запитiв найбiльш прийнятним є ви-
користання складностi в середньому. У нашiй роботi швидкодiя алгоритмiв визна-
чається саме за їхньою складнiстю в середньому.

3. Алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї на табли-
цях.

У якостi базових розглянемо такi алгоритми перетину, об’єднання та рiзницi
таблиць.

Алгоритм БПТ З кожним рядком s1 таблицi T1 порiвнюємо всi рядки таблицi
T2: якщо iснує такий рядок s2 ∈ T2, що s1 = s2, то рядок s1 додаємо до таблицi T ,
у якiй мiститься результат, та переходимо до наступного рядка таблицi T1.

Алгоритм БОТ Додаємо всi рядки таблицi T1 до нової таблицi T , яка мiстить
результат, а потiм всi рядки s2 таблицi T2 порiвнюємо з рядками таблицi T , i якщо
не iснує такого рядка s1, що s2 = s1, то рядок s2 додаємо до таблицi T , а якщо
такий рядок iснує, то переходимо до наступного рядка таблицi T2.

Алгоритм БРТ З кожним рядком s1 таблицi T1 порiвнюємо всi рядки таблицi
T2: якщо не iснує такого рядка s2 ∈ T2, що s1 = s2, то рядок s1 додаємо до нової
результуючої таблицi T , а якщо такий рядок iснує, то переходимо до наступного
рядка таблицi T1.

У процесi дослiдження теоретико-множинних табличних операцiй ми розгля-
дали рiзнi модифiкацiї базових алгоритмiв, якi могли б зменшити кiлькiсть обчис-
лень. У якостi критерiя оцiнювання швидкодiї алгоритмiв розглядалася їх склад-
нiсть у середньому для найбiльш загального, на наш погляд, випадку, за яким
домен кожного атрибуту схеми таблиць є фiксованим i зазделегiдь вiдомим, та
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розподiл значень за кожним атрибутом в кожнiй таблицi є рiвномiрним. Iншими
словами, для будь-яких атрибуту A ∈ R та рядка s будь-якої таблицi кожний еле-
мент множини doma = {d1, . . . , dn} має однакову ймовiрнiсть бути значенням A в
s: (A, d) ∈ s→ P{d = d1} = P{d = d2} = . . . = P{d = dn}.

Найбiльш швидкими виявилися наступнi модифiкацiї базових алгоритмiв.
Алгоритм ШПТ Якщо |T1| ≤ |T2|, то з кожним рядком s1 таблицi T1 порiв-

нюємо всi рядки таблицi T2, i якщо не iснує такого рядка s2 ∈ T2, що s1 = s2, то
вилучаємо рядок s1 з таблицi T1, а якщо такий рядок s2 iснує, то вилучаємо його
з таблицi T2 та переходимо до наступного рядка таблицi T1; результат мiститься в
таблицi T1. Якщо ж |T1| > |T2|, то таблицi T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШОТ Якщо |T1| ≤ |T2|, то з кожним рядком s2 таблицi T2 порiв-
нюємо всi рядки таблицi T1, i якщо iснує такий рядок s1 ∈ T1, що s2 = s1, то
вилучаємо рядок s1 з таблицi T1 i переходимо до наступного рядка таблицi T2;
пiсля цього додаємо всi рядки, що залишились, з таблицi T1 до таблицi T2, в якiй
мiститься результат. Якщо ж |T1| > |T2|, то таблицi T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШРТ З кожним рядком s2 таблицi T2 порiвнюємо всi рядки таб-
лицi T1: якщо iснує такий рядок s1 ∈ T1, що s2 = s1, то вилучаємо s1 з таблицi T1,
у якiй мiститься результат, i переходимо до наступного рядка таблицi T2.

Знайдемо складнiсть у середньому алгоритмiв БПТ, БОТ, БРТ, ШПТ, ШОТ,
ШРТ.

Нехай |T1| = m1, |T2| = m2, |A1| = q1, . . . , |An| = qn. Позначимоm = min{m1,m2}
та Q = q1 · . . . · qn. Iснує Q фiксованих рядкiв, кожний з яких незалежно вiд решти
iнших може належати чи не належати кожнiй з таблиць-аргументiв. Нескладно
бачити, що у випадку m1 + m2 ≤ Q мiнiмальна кiлькiсть рядкiв таблицi T1

∩
R

T2

дорiвнює 0, у протилежному випадку мiнiмальна кiлькiсть рядкiв таблицi T1
∩
R

T2

дорiвнює m1 +m2 − Q, це число позначимо через z, максимально можлива кiль-
кiсть рядкiв таблицi T1

∩
R

T2 становить m. Оскiльки всi запропонованi алгоритми

використовують порiвняння рядкiв в таблицях T1 та T2 на предмет їх рiвностi,
та складнiсть усiх цих алгоритмiв залежить вiд кiлькостi рядкiв таблицi T1

∩
R

T2,

знайдемо значення ймовiрностi P (j) того, що кiлькiсть таких рядкiв буде дорiв-
нювати j (j ∈ {z, . . . ,m}). Далi для кожного алгоритму знайдемо значення W (j)
середньої кiлькостi обчислень за умови |T1

∩
R

T2| = j. Будемо вважати складнiстю
алгоритму число

W =
m∑
j=z

P (j) ·W (j)(1).

Знайдемо ймовiрнiсть P (j). Цi j рядкiв можна обрати Cj
Q способами, рядки

таблицi T1, якi не належать таблицi T2, можна обрати Cm1−j
Q−j способами, а рядки

таблицi T2, якi не належать таблицi T1, – Cm2−j
Q−m1

способами. Iснує Cm1
Q варiантiв

вибору рядкiв таблицi T1 та Cm2
Q варiантiв вибору рядкiв таблицi T2. Таким чином
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iмовiрнiсть P (j) дорiвнює:

P (j) =
Cj
Q · Cm1−j

Q−j · Cm2−j
Q−m1

Cm1
Q · Cm2

Q

=
m1! ·m2! · (Q−m1)! · (Q−m2)!

j! · (m1 − j)! · (m2 − j)! · (Q−m1 −m2 + j)! ·Q!

Для знахождения W (j) спочатку знайдемо середню кiлькiсть обчислень W ′, необ-
хiдну для порiвняння рядкiв s1 =

{
(A1, d

1
1), . . . , (An, d

1
n)
}
∈ T1 та

s2 =
{
(A1, d

2
1), . . . , (An, d

2
n)
}

∈ T2 у випадку, коли s1 ̸= s2. Iмовiрнiсть того, що
d11 = d21, дорiвнює 1

q1
, тому iмовiрнiсть того, що d11 ̸= d21, дорiвнює 1 − 1

q1
= q1−1

q1
.

Якщо d11 ̸= d21, то перевiрка на рiвнiсть рядкiв s1 та s2 завершується, при цьому
виконано одне обчислення. Нехай d11 = d21. Тодi iмовiрнiсть того, що d12 = d22, дорiв-
нює 1

q1
· 1
q2

, а ймовiрнiсть того, що d12 ̸= d22, дорiвнює 1
q1

· (1 − 1
q2
) = q2−1

q1·q2 . Якщо
d12 ̸= d22, то перевiрка на рiвнiсть s1 та s2 завершується, при цьому виконано два
обчислення.

Аналогiчно, якщо виконуються рiвностi d11 = d21, . . . , d
1
j−1 = d2j−1, то ймовiрнiсть

того, що d1j = d2j , дорiвнює 1
q1
·. . .· 1qj , а ймовiрнiсть того, що d1j ̸= d2j , дорiвнює qj−1

q1·...·qj ;
у другому випадку перевiрка на рiвнiсть s1 та s2 завершується, при цьому виконано
j обчислень. Оскiльки за постановкою задачi випадок s1 = s2 є неможливим (його
ймовiрнiсть дорiвнює 1

Q), то всi знайденi значення треба подiлити на число 1− 1
Q =

Q−1
Q . Таким чином,

W ′ =
Q

Q− 1
·
(
1 · q1 − 1

q1
+ 2 · q2 − 1

q1 · q2
+ . . .+ n · qn − 1

Q

)
.

При знаходженнi W (j) вважаємо, що рядки в таблицях впорядкованi блоками
наступним чином. В таблицi T1 спочатку розмiщено блок з m1−j

2 рядкiв, що не
належать таблицi T2, далi – блок з j рядкiв таблицi T1

∩
R

T2, пiсля цього – блок

з решти m1−j
2 рядкiв, що не належать таблицi T2. В таблицi T2 впорядкування є

аналогiчним: спочатку розмiщено блок з m2−j
2 рядкiв, що не належать таблицi T1,

далi – блок з j рядкiв таблицi T1
∩
R

T2, пiсля цього – блок з решти m2−j
2 рядкiв,

що не належать таблицi T1. Оскiльки в усiх алгоритмах, що розглянуто у роботi,
формули, якi пiдраховують їх складнiсть, вiдрiзняються лише значенням W (j),
далi будемо порiвнювати швидкодiю алгоритмiв саме за цим параметром.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму БПТ. Для кожного з m1 − j рядкiв
таблицi T1, що не належать таблицi T2, було виконано m2 ·W ′ порiвнянь. Для j
рядкiв таблицi T1, що також належать таблицi T2, в середньому було виконано
j · m2−1

2 ·W ′ порiвнянь з тими рядками таблицi T2, що не належать таблицi T1,
та j · n порiвнянь, якi встановили факт рiвностi рядкiв; також було виконано j · n
додавань рядкiв до нової таблицi T , тому:

W (j) =

(
(m1 − j)m2 + j

m2 − 1

2

)
W ′ + 2jn =

(
m1m2 −

j

2
(m2 + 1)

)
W ′ + 2jn.
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Знайдемо значення W (j) для алгоритму ШПТ. Для порiвняння значень m1

та m2 необхiдно одне обчислення. Нехай m1 ≤ m2. Для кожного рядка першого
блоку таблицi T1 (їх кiлькiсть дорiвнює m1−j

2 ) було виконано m2 ·W ′ порiвнянь та n
вилучень з таблицi T1. Для першого рядка другого блоку таблицi T1 в середньому
було виконано m2−1

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень з таблицi T2, для другого рядка
другого блоку таблицi T1 – m2−2

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень (кiлькiсть рядкiв
у таблицi T2 пiсля розглядання попереднього рядка зменшилась на одиницю), . . .,
для j-го – m2−j

2 ·W ′ + n порiвнянь та n вилучень. Для кожного рядка третього
блоку таблицi T1 (їх кiлькiсть дорiвнює m1−j

2 ) було виконано (m2−j)·W ′ порiвнянь
та n вилучень з таблицi T1. Тому для випадку m1 ≤ m2:

W (j) = 1+
m1 − j

2
m2W

′+
m1 − j

2
n+

m2 − 1

2
W ′+ . . .+

m2 − j

2
W ′+ jn+

m1 − j

2
n+

+
m1 − j

2
(m2 − j)W ′ =

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ + jn+m1n+ 1.

Для загального випадку:

W (j) =

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ + jn+min{m1,m2}n+ 1.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму БОТ. При додаваннi всiх рядкiв таб-
лицi T1 до нової таблицi T було виконано m1 · n обчислень. Далi, для кожного з
m1− j рядкiв таблицi T1, що не належать таблицi T2, було виконано m2 ·W ′ порiв-
нянь. Для j рядкiв таблицi T1, що також належать i таблицi T2, в середньому було
виконано j · m2−1

2 ·W ′ порiвнянь з рядками, що не є рiвними ним та j ·n порiвнянь,
якi встановили факт рiвностi рядкiв. При додаваннi рядкiв з таблицi T2 до таблицi
T було виконано (m2 − j) · n додавань, тому:

W (j) = m1n+

(
(m1 − j)m2 + j

m2 − 1

2

)
W ′ + (m2 − j)n+ jn =

=

(
m1m2 −

j

2
(m2 + 1)

)
W ′ +m1n+m2n.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму ШОТ. Для порiвняння значень m1

та m2 необхiдно одне обчислення. Нехай m1 ≤ m2. Для кожного рядка першого
блоку таблицi T2 (їх кiлькiсть дорiвнює m2−j

2 ) було виконано m1 ·W ′ порiвнянь.
Далi, аналогiчно алгоритму ШПТ, для першого рядка другого блоку таблицi T2 в
середньому було виконано m1−1

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень з таблицi T1, . . .,
для j-го – m1−j

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень. Далi для кожного рядка третього
блоку таблицi T2 (їх кiлькiсть дорiвнює m2−j

2 ) було виконано (m1−j)·W ′ порiвнянь.
При додаваннi рядкiв, що лишилися в таблицi T1, до таблицi T2 виконано (m1−j)·n
обчислень, тому для випадку m1 ≤ m2:

W (j) = 1 +
m2 − j

2
m1W

′ +
m1 − j

2
W ′ + . . .+

m1 − j

2
W ′ + jn+ jn+ (m1 − j)n =
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=

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ +m1n+ jn+ 1.

Для загального випадку:

W (j) =

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ +min{m1,m2}n+ jn+ 1.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму БРТ. Для кожного з (m1 − j) рядкiв
таблицi T1, що не належать таблицi T2, було виконано m2 · W ′ порiвнянь. Для
j рядкiв таблицi T1, що також належать таблицi T2, в середньому було виконано
j ·m2−1

2 ·W ′ порiвнянь з тими рядками таблицi T2, що не належать таблицi T1, та j ·n
порiвнянь, якi встановили факт рiвностi рядкiв; також було виконано (m1 − j) · n
додавань рядкiв до нової таблицi T , тому:

W (j)=

(
(m1−j)m2+j

m2 − 1

2

)
W ′+jn+(m1−j)n=

(
m1m2−

j

2
(m2+1)

)
W ′+m1n.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму ШРТ. Для кожного з m2−j
2 рядкiв

першого блоку таблицi T2 було виконано m1 ·W ′ порiвнянь. Для першого рядка
другого блоку таблицi T2 в середньому було виконано m1−1

2 · W ′ + n порiвнянь
та n вилучень цього рядка з таблицi T1, . . ., для j-го – m1−j

2 ·W ′ + n порiвнянь
та n вилучень. Далi для кожного з m2−j

2 рядкiв третього блоку таблицi T2 було
виконано (m1 − j) ·W ′ порiвнянь, тому:

W (j) =
m2 − j

2
m1W

′ +
m1 − j

2
W ′ + . . .+

m1 − j

2
W ′ + 2jn+

m2 − j

2
(m1 − j)W ′ =

=

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ + 2jn.

Оскiльки одержанi формули складностi алгоритмiв є досить громiзкими, їх
аналiз зробимо нижче у шостому роздiлi цiєї роботи.

4. Алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї на
мультитаблицях.

У якостi базових розглянемо такi алгоритми перетину, об’єднання та рiзницi
мультитаблиць.

Алгоритм БПМ З кожною основою ∥s1∥ кожного рядка мультитаблицi T1
порiвнюємо всi основи рядкiв мультитаблицi T2: якщо iснує така ∥s2∥ ∈ T2, що
∥s1∥ = ∥s2∥, то порiвнюємо значення лiчильникiв цих рядкiв: рядок iз мiнiмаль-
ним значенням лiчильника додаємо до нової мультитаблицi T , у якiй мiститься
результат, та переходимо до наступного рядка мультитаблицi T1.

Алгоритм БОМ Додаємо всi рядки мультитаблицi T1 до нової мультитаб-
лицi T , яка мiстить результат, а потiм всi основи ∥s2∥ рядкiв мультитаблицi T2
порiвнюємо з основами рядкiв мультитаблицi T , i якщо не iснує такої ∥s1∥, що
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∥s2∥ = ∥s1∥, то рядок s2 додаємо до мультитаблицi T , а якщо така основа iснує, то
її лiчильнику у T присвоюємо значення суми лiчильникiв ∥s1∥ i ∥s2∥ та переходимо
до наступної основи рядка мультитаблицi T2.

Алгоритм БРМ З кожною основою ∥s1∥ ∈ T1 порiвнюємо всi основи рядкiв
мультитаблицi T2: якщо не iснує такої ∥s2∥ ∈ T2, що ∥s1∥ = ∥s2∥, то рядок s1
додаємо до нової результуючої мультитаблицi T , а якщо така основа iснує, то у
випадку, коли k1 перевищує k2, додаємо ∥s1∥ до T та присвоюємо їй нове значення
лiчильника k1 − k2; далi переходимо до наступної основи мультитаблицi T1.

Найбiльш швидкими виявилися наступнi модифiкацiї базових алгоритмiв.
Алгоритм ШПМ Якщо ∥T1∥ ≤ ∥T2∥, то з кожною ∥s1∥ ∈ T1 порiвнюємо всi

основи рядкiв мультитаблицi T2, i якщо не iснує такої ∥s2∥ ∈ T2, що ∥s1∥ = ∥s2∥,
то рядок s1 видаляємо з мультитаблицi T1, а якщо така основа iснує, то при її
виявленнi порiвнюємо значення лiчильникiв рядкiв s1 i s2, присвоюємо новому
значенню лiчильника рядка s1 менше з порiвнюваних значень та видаляемо ря-
док s2 з мультитаблицi T2; далi переходимо до наступної основи рядка T1, у якiй
мiститься результат. Якщо ж ∥T1∥ > ∥T2∥, то T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШОМ Якщо ∥T1∥ ≤ ∥T2∥, то з кожною основою ∥s2∥ ∈ T2 порiв-
нюємо всi основи рядкiв мультитаблицi T1, i якщо iснує така ∥s1∥ ∈ T1, що ∥s2∥ =
∥s1∥, то її лiчильнику у T2 присвоюємо значення суми лiчильникiв ∥s1∥ i ∥s2∥,
видаляємо рядок s1 з таблицi T1 i переходимо до наступної основи мультитаблицi
T2; пiсля цього додаємо всi рядки, що залишились, з мультитаблицi T1 до мульти-
таблицi T2, в якiй мiститься результат. Якщо ж ∥T1∥ > ∥T2∥, то мультитаблицi T1
i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШРМ З кожною основою ∥s2∥ ∈ T2 порiвнюємо всi основи рядкiв
мультитаблицi T1: якщо iснує така ∥s1∥ ∈ T1, що ∥s2∥ = ∥s1∥, то у випадку, коли k1
перевищує k2, присвоюємо ∥s1∥ у T1 нове значення лiчильника k1−k2, а у випадку
k1 ≤ k2 вилучаємо рядок s1 з мультитаблицi T1 та переходимо до наступної основи
T1.

5. Експериментальне порiвняння швидкодiї алгоритмiв.
Для експериментального пiдтвердження теоретичних оцiнок складностi для

таблиць та знаходження найшвидших алгоритмiв для мультитаблиць було ро-
зроблено програмну систему, яка для таблиць iз заданими параметрами (кiль-
кiсть рядкiв, атрибутiв, потужнiсть атрибутiв), знаходить фактичну кiлькiсть ви-
конаних обчислень за кожним iз запропонованих алгоритмiв та порiвнює їх iз
знайденими теоретичними оцiнками (для таблиць), а також знаходить середнє
значення фактичної кiлькостi виконаних обчислень для будь-якої серiї експери-
ментiв. Багаточисленнi експерименти пiдтвердили теоретичнi оцiнки складностi
в середньому алгоритмiв для таблиць, точнiсть знайдених теоретичних оцiнок
виявилась достатньо високою, у жоднiй серiї експериментiв вiдхилення не пе-
ревищувало 0,25%. У Табл. 1 наведемо данi з двох серiй експериментiв: перша
серiя складалася з 500 експериментiв з параметрами n = 10, |T1| = |T2| = 1000,
|A1| = 3, |A2| = . . . = |A10| = 2, друга – з 2000 експериментiв з параметрами n = 5,
|T1| = |T2| = 100, |A1| = |A2| = |A3| = 3, |A4| = |A5| = 4.

108



Теоретико-множиннi алгоритми на таблицях та мультитаблицях

Табл 1. Експериментальнi значення складностi для таблиць.
Кiлькiсть обчислень у серiї I Кiлькiсть обчислень у серiї II

Алгоритм теорет. експерим. вiдх. % теорет. експерим. вiдх. %
БПТ 1132071,9 1131741,0 0,029 13324,34 13336,58 0,092
ШПТ 771415,3 771135,0 0,036 12205,89 12231,50 0,210
БОТ 1139051,1 1139279,6 0,020 14092,86 14094,35 0,011
ШОТ 771415,3 771304,5 0,014 12205,89 12212,60 0,055
БРТ 1129051,1 1128895,6 0,014 13592,86 13595,13 0,017
ШРТ 767924,7 767386,5 0,070 11820,63 11819,86 0,007

У Табл.1 данi з другого та п’ятого стовпцiв отриманi за допомогою формули (1),
данi з третього та шостого стовпцiв є середнiм арифметичним фактичної кiлькостi
обчислень, данi з четвертого та сьомого стовпцiв обчислюються за формулами
|(2)−(3)|

(2) · 100% та |(5)−(6)|
(5) · 100% вiдповiдно.

У Табл. 2 наведемо данi з двох серiй експериментiв з мультитаблицями з такими
ж самими параметрамии даних, як i для таблиць.

Табл 2. Експериментальнi значення складностi для мультитаблиць.
Алгоритм Кiлькiсть обчислень у серiї I Кiлькiсть обчислень у серiї II

БПМ 689766,2 10822,1
ШПМ 530267,7 9840,3
БОМ 698374,4 11688,1
ШОМ 530935,3 10173,9
БРМ 691356,5 11141,5
ШРМ 525921,6 9733,5

З даних Табл.1 та Табл.2 можна зробити висновок, що алгоритми ШПТ, ШОТ,
ШРТ, ШПМ, ШОМ, ШРМ за швидкодiєю суттєво перевищують вiдповiдно ал-
горитми БПТ, БОТ, БРТ, БПМ, БОМ, БРМ причому це перевищення помiтно
зростає зi зростанням величин значень параметрiв вихiдних таблиць.

6. Висновки.
У роботi дослiджено алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї

на таблицях та мультитаблицях. Розглянуто базовi, найбiльш природнi алгоритми,
що реалiзують цi операцiї, знайдено модифiкацiї базових алгоритмiв, якi дозволя-
ють зменшити кiлькiсть обчислень. Для усiх розглянутих алгоритмiв на таблицях
знайдено точну часову складнiсть у середньому, завдяки якiй вдалося визначити
найшвидшi модифiкацiї базових алгоритмiв на таблицях. Для експериментального
пiдтвердження теоретичних результатiв на таблицях та визначення найшвидших
алгоритмiв на мультитаблицях розроблено програмну систему, яка обчислює фак-
тичну кiлькiсть виконаних обчислень для кожного з запропонованих алгоритмiв i
порiвнює їх iз знайденими теоретичними оцiнками (для таблиць); проведенi експе-
рименти пiдтвердили знайденi теоретичнi оцiнки. Результати можуть бути вико-
ристанi для оптимiзацiї запитiв у реляцiйних базах даних та для зменшення часу
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обробки iнформацiї у системах управлiння базами даних. За темою дослiджен-
ня в подальшому планується дослiдити алгоритми, що реалiзують iншi табличнi
операцiї, а також алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї iз вико-
ристанням сортування, iндексацiї, хешування та специфiкацiї таблиць.
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I.S. Kanarskaya
Algorithms, that implement set-theoretic operations on tables and multitables.

The paper is devoted to the research of algorithms implementing intersection, union and difference
in tables and multitables. The subject of the work is relevant, since despite the importance and
applicability of set-theoretical operations in relational databases, for some reason, the attention of
researchers was focused on optimizing other table operations, first of all, the join. Meanwhile, the
optimal implementation of set-theoretical operations will lead to a faster execution of the query, which
containing at least one of set-theoretical operations, and will significantly reduce the time of processing
information in the database management systems. For each set-theoretical operation algorithms that
implement them on tables, in which strings are not repeat, and on multi-tables, in which the strings
can be repeated, are considered. After that the modifications of the basic algorithms, that we found,
which allow to significantly reduce the number of computations are considered. As an average case, we
understand the most general case in which the domain of each attribute of the table schema is fixed
and known above, and the distribution of values for each attribute in each table is uniform. For each
of the six cases (three table operations and three multi-table operations), the fastest algorithms by
this criterion were found. For all 6 algorithms considered on the tables (basic and fastest modifications
of the basic ones) we found exact complexity on average. The found formulas defining the complexity
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of the proposed algorithms do not contain O-asymptotics. For the experimental confirmation of the
results we developed the software system, which, for tables with given parameters, finds the actual
number of computations performed for each of the proposed algorithms. The experiments carried out
confirmed the theoretical estimates found for the tables and identified the fastest algorithms for the
multitables. The results of the work can be used both in relational databases theory and in practice
in queries optimization and to reduce the processing time in database management systems.

Keywords: algorithm, complexity, databases.
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ВИКОРИСТАННЯ ПОВНОГО ОБРАЗУ ТА ОБМЕЖЕННЯ
В ДОСЛIДЖЕННI ВЛАСТИВОСТЕЙ ДЕЯКИХ СИГНАТУРНИХ
ОПЕРАЦIЙ ТАБЛИЧНИХ АЛГЕБР

У роботi використано властивостi повного образу множини вiдносно бiнарного вiдношення та
обмеження бiнарного вiдношення за множиною для дослiдження деяких сигнатурних операцiй
табличних алгебр. Конструкцiї повного образу та обмеження є загальнозначущими для мате-
матики та табличних алгебр, якi є сучасним аналогом вiдомих реляцiйних алгебр Кодда, що
становлять теоретичний фундамент мов запитiв сучасних реляцiйних баз даних. Елементи носiя
табличних алгебр уточнюють реляцiйнi структури даних, а операцiї побудованi на базi основних
манiпуляцiй у SQL-подiбних мовах. Одержано такi результати в дослiдженнi властивостей повно-
го образу та обмеження: знайдено взаємозв’язки мiж повним образом та обмеженням; доведено
монотоннiсть i дистрибутивнiсть повного образу та обмеження вiдносно об’єднання, критерiй їх
порожностi та взаємозв’язки з першою та другою проекцiєю вiдношень; знайдено повний образ
композицiї вiдношень та композицiя обмежень; встановлено дистрибутивнiсть обмеження вiд-
носно перетину множин; наведено оцiнки повного образу перетину та рiзницi множин; знайдено
критерiї дистрибутивностi повного образу вiдносно перетину та рiзницi множин. Крiм того, наве-
дено зображення деяких сигнатурних операцiй табличних алгебр за допомогою повного образу
та обмеження. Цi зображення дозволили одержати деякi властивостi цих операцiй, якi прямо
випливають з властивостей повного образу та обмеження. В подальшому передбачається отри-
мати аналогiчнi зображення iнших сигнатурних операцiй табличних алгебр, а також видiлити
їх властивостi, що випливають з такого зображення. Одержанi результати можуть бути викори-
станi в теорiї табличних алгебр у якостi пiдходу до дослiдження властивостей їх сигнатурних
операцiй, що може бути використованим при оптимiзацiї запитiв в реляцiйних базах даних.
MSC: 68P15.
Ключовi слова: повний образ множини, обмеження вiдношення за множиною, база даних,
табличнi алгебри.

1. Вступ.
Наразi табличний (реляцiйний) спосiб зображення даних, математична модель

якого була запропонована Е. Коддом [1], залишається одним з найбiльш розпо-
всюджених. З математичної точки зору реляцiйна база даних є скiнченим набором
скiнчених вiдношень рiзної розмiрностi мiж заздалегiдь визначеними множинами
елементарних даних – доменами. Табличнi алгебри, якi було введено В.Н. Редьком
та Д.Б. Буєм [2], побудованi на основi реляцiйних алгебр Е. Кодда та суттєво їх
уточнюють. Вони складають теоретичний фундамент мов запитiв сучасних таб-
личних баз даних. Елементи носiя табличної алгебри уточнюють реляцiйнi струк-
тури даних, а сигнатурнi операцiї побудованi на базi основних табличних манiпу-
ляцiй у реляцiйних алгебрах та SQL-подiбних мовах.

Дана робота присвячена дослiдженню загальнозначущих для математики кон-
струкцiй повного образу множини вiдносно бiнарного вiдношення та обмеження бi-
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нарного вiдношення за множиною. Доводяться деякi загальнi теоретико-множиннi
властивостi повного образу та обмеження. Аналогiчно результатами, якi одержа-
но в [3], розглядається взаємозв’язок мiж повним образом та операцiями пере-
тину, об’єднання i рiзницi множин. Основним результатом роботи є зображення
сигнатурних операцiй табличних алгебр – перетину, об’єднання, рiзницi, проек-
цiї i з’єднання – за допомогою конструкцiй повного образу i обмеження, а також
дослiдження властивостей цих операцiй з використанням даного зображення.

2. Основнi визначення.
Зафiксуємо деякий унiверсум D. Як завжди, бiнарним вiдношенням на D на-

зивається довiльна пiдмножина декартового добутку D×D. Далi в роботi ми роз-
глядаємо тiльки бiнарнi вiдношення на D, якi для стислостi викладення будемо
називати термiном «вiдношення». Вiдношення ρ називається функцiональним, як-
що з (x, y) ∈ ρ та (x, z) ∈ ρ випливає рiвнiсть y = z, та iн’єктивним, якщо з (x, y) ∈ ρ
та (z, y) ∈ ρ випливає x = z. Проекцiєю вiдношення ρ за першою та другою ком-
понентою (в роботi також будемо використовувати термiни «перша проекцiя» та
«друга проекцiя») будемо вiдповiдно називати множини pr1(ρ) = {x|∃y((x, y) ∈ ρ)}
та pr2(ρ) = {y|∃x((x, y) ∈ ρ)}. Композицiєю вiдношень ρ i τ назвемо вiдношення
ρ ◦ τ = {(x, z)|∃y((x, y) ∈ τ&(y, z) ∈ ρ)}.

Повним образом множини X вiдносно бiнарного вiдношення ρ називається
множина ρ[X], що складається з елементiв y, для яких iснує такий x ∈ X, що
(x, y) ∈ ρ. Обмеженням вiдношення ρ за множиною X називається вiдношення
ρ∥X = ρ

∩
(X ×D). Змiстовно кажучи, обмеження ρ за X складається з тих пар

ρ, перша компонента яких належить X.
Далi наведемо основнi визначення з теорiї табличних алгебр у викладеннi [4].

Зафiксуємо деяку непорожню множину A = {A1, . . . , An}, елементи якої назива-
ються атрибутами. Довiльну скiнченну пiдмножину R = {A′

1, . . . , A
′
k} ⊆ A назвемо

схемою. Рядком s схеми R називається множина пар s = {(A′
1, d1), . . . , (A

′
k, dk)},

проекцiя якої за першою компонентою дорiвнює R. Таблицею схеми R називається
скiнченна множина рядкiв схеми R. Через T∅ позначимо таблицю, яка не мiстить
жодного рядка.

На множинi всiх таблиць схеми R введено такi параметричнi операцiї: 1) пе-
ретин

∩
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi

належать одночасно всiм вихiдним таблицям; 2) об’єднання
∪
R

таблиць схеми R

– таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi належать хоча б однiй з
вихiдних таблиць; 3) рiзниця T1 −

R
T2 двох таблиць схеми R – таблиця, що скла-

дається з тих i лише тих рядкiв, якi належать таблицi T1 та не належать таблицi
T2.

Iншими словами операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць є обмежен-
ням вiдповiдно теоретико-множинних перетину, об’єднання i рiзницi на множинi
таблиць однакової схеми.

Введемо визначення операцiї проекцiї. Проекцiєю за множиною атрибутiв X ⊆
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R називається унарна параметрична операцiя πX , значенням якої є таблиця, що
складається з обмежень за X усiх рядкiв вихiдної таблицi: πX(T ) = {s∥X|s ∈ T}.

Для визначення операцiї з’єднання необхiдно одне допомiжне поняття. Бiнарнi
вiдношення ρ i τ називаються сумiсними (позначається ρ ≈ τ), якщо ρ∥X = τ∥X,
де X = pr1(ρ)

∩
pr1(τ). З’єднанням називається бiнарна операцiя ⊗, значенням

якої є таблиця, що складається з рiзноманiтних об’єднань сумiсних рядкiв вихiдних
таблиць, тобто T1 ⊗ T2 = {s1

∪
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈ s2}.

Табличною алгеброю називають часткову алгебру з носiєм – множиною всiх
таблиць довiльної схеми, наведеними вище п’ятьма операцiями, а також операцiя-
ми активного доповнення, селекцiї, дiлення та перейменування атрибутiв, якi в цiй
роботi не використовується.

3. Властивостi повного образу множини.
Розглянемо деякi властивостi повного образу множини X вiдносно вiдношення

ρ.
Теорема 1 (властивостi повного образу). Виконуються наступнi твер-

дження:
1) з ρ1 ⊆ ρ2 та X1 ⊆ X2 випливає ρ1[X1] ⊆ ρ2[X2] (монотоннiсть за сукуп-

нiстю аргументiв);
2) ρ[

∪
i∈I
Xi] =

∪
i∈I
ρ[Xi],

∪
i∈I

(ρi[X]) = (
∪
i∈I
ρi)[X] (дистрибутивнiсть вiдносно об’є-

днання множин та вiдношень);
3) ρ[

∩
i∈I
Xi] ⊆

∩
i∈I
ρ[Xi] (верхня оцiнка повного образу перетину множин);

4)(ρ1 ◦ ρ2)[X] = ρ1[ρ2[X]] (повний образ вiдносно композицiї вiдношень);
5) ρ[X] = ∅ ⇔ X

∩
pr1(ρ) = ∅ (критерiй порожностi повного образу);

6) ρ[X] = ρ[X
∩
pr1(ρ)], ρ[X] ⊆ pr2(ρ) (взаємозв’язок мiж повним образом та

першою й другою проекцiями вiдношення);
7) ρ[X]− ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ] ⊆ ρ[X] (оцiнки повного образу рiзницi множин).
Доведення. 1) Нехай y ∈ ρ1[X1]. Тодi, за означенням повного образу, ∃x ∈

X1|(x, y) ∈ ρ1. З X1 ⊆ X2 випливає x ∈ X2, а з ρ1 ⊆ ρ2 випливає (x, y) ∈ ρ2. За
означенням повного образу y ∈ ρ2[X2], тобто ρ1[X1] ⊆ ρ2[X2].

2) Нехай y ∈ ρ[
∪
i∈I
Xi]. Тодi iснує такий x ∈

∪
i∈I
Xi, що (x, y) ∈ ρ, тому iснує такий

iндекс k, що x ∈ Xk. За означенням повного образу y ∈ ρ[Xk], тому, y ∈
∪
i∈I
ρ[Xi].

Нехай тепер y ∈
∪
i∈I
ρ[Xi]. Тодi iснує такий iндекс k, що y ∈ ρ[Xk]. За означенням

повного образу iснує такий x ∈ Xk, що (x, y) ∈ ρ, тому, x ∈
∪
i∈I
Xi, з чого випливає

y ∈ ρ[
∪
i∈I
Xi], що доводить першу рiвнiсть пункту.

Нехай y ∈
∪
i∈I

(ρi[X]). Тодi iснує такий iндекс n, що y ∈ ρn[X], тому, iснує такий

x ∈ X, що (x, y) ∈ ρn. З цього випливає: (x, y) ∈
∪
i∈I
ρi, що тягне y ∈ (

∪
i∈I
ρi)[X].

Нехай тепер y ∈ (
∪
i∈I
ρi)[X]. Тодi iснують такi x ∈ X та iндекс n, що y ∈ ρn[X]. Це
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тягне y ∈
∪
i∈I

(ρi[X]), що доводить другу рiвнiсть пункту.

3) Нехай y ∈ ρ[
∩
i∈I
Xi]. Тому, iснує такий x ∈

∩
i∈I
Xi, що (x, y) ∈ ρ. За означенням

повного образу для кожного iндексу k виконується приналежнiсть (x, y) ∈ ρ[Xk],
тому y ∈

∩
i∈I
ρ[Xi], що доводить включення.

4) Нехай y ∈ (ρ1 ◦ ρ2)[X]. Тодi iснує такий x ∈ X, що (x, y) ∈ ρ1 ◦ ρ2, тому, за
означенням композицiї вiдношень, iснує такий z, що (x, z) ∈ ρ2 та (z, y) ∈ ρ1. З
(x, z) ∈ ρ2 и x ∈ X за означенням повного образу випливає, що z ∈ ρ2[X], звiд-
си, з урахуванням (z, y) ∈ ρ1, одержимо y ∈ ρ1[ρ2[X]]; це доводить включення
(ρ1 ◦ ρ2)[X] ⊆ ρ1[ρ2[X]]. Доведемо зворотнє включення. Нехай y ∈ ρ1[ρ2[X]]. За
означенням повного образу iснує такий z ∈ ρ2[X], що (z, y) ∈ ρ1. З z ∈ ρ2[X] вип-
ливає iснування такого x ∈ X, що (x, z) ∈ ρ2. За означенням композицiї вiдношень
одержали (x, y) ∈ ρ1 ◦ ρ2, тодi, з урахуванням x ∈ X, одержимо y ∈ (ρ1 ◦ ρ2)[X]; це
доводить включення (ρ1 ◦ ρ2)[X] ⊇ ρ1[ρ2[X]] та рiвнiсть пункту.

5) Нехай ρ[X] = ∅. Якщо при цьому X = ∅, то X
∩
pr1(ρ) = ∅. Якщо ж X ̸=

∅, то нехай x ∈ X. З ρ[X] = ∅ випливає, що не iснує такий y, що (x, y) ∈ ρ,
тому, за означенням першої проекцiї вiдношення, x ̸∈ pr1(ρ), тому з ρ[X] = ∅
випливає X

∩
pr1(ρ) = ∅. Доведемо зворотню iмплiкацiю. Нехай X

∩
pr1(ρ) = ∅.

Вiд супротивного, припустимо, що ρ[X] ̸= ∅ та нехай y ∈ ρ[X]. Тодi iснує такий
x ∈ X, що (x, y) ∈ ρ, звiдки випливає, що x ∈ X

∩
pr1(ρ); це протирiчить умовi

X
∩
pr1(ρ) = ∅, доводить iмплiкацiю X

∩
pr1(ρ) = ∅ ⇒ ρ[X] = ∅ та еквiвалентнiсть

пункту.
6) Доведемо рiвнiсть ρ[X] = ρ[X

∩
pr1(ρ)]. Нехай y ∈ ρ[X]. Тодi, за означенням

повного образу, ∃x ∈ X|(x, y) ∈ ρ. За означенням першої проекцiї вiдношення
(x, y) ∈ ρ тягне x ∈ pr1(ρ), тому x ∈ X

∩
pr1(ρ), що доводить включення ρ[X] ⊆

ρ[X
∩
pr1(ρ)]. Нехай тепер y ∈ ρ[X

∩
pr1(ρ)], тодi ∃x ∈ X

∩
pr1(ρ)|(x, y) ∈ ρ, тому,

x ∈ X, з чого випливає y ∈ ρ[X]; це доводить рiвнiсть пункту.
Включення ρ[X] ⊆ pr2(ρ) безпосередньо випливає з визначень повного образу

i другої проекцiї вiдношення.
7) Доведемо включення ρ[X] − ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ]. Якщо Y = ∅, то X − Y = X

та, згiдно доведеної в п.6 рiвностi, ρ[Y ] = ∅, тобто включення перетворюється в
рiвнiсть ρ[X] = ρ[X]. Нехай тепер Y ̸= ∅ та y ∈ (ρ[X] − ρ[Y ]). Тодi y ∈ ρ[X] та
y ̸∈ ρ[Y ]. З y ∈ ρ[X] за означенням повного образу випливає iснування такого
x ∈ X, що (x, y) ∈ ρ, а з y ̸∈ ρ[Y ] випливає, що для кожного z ∈ Y (z, y) ̸∈ ρ, тому
x ̸∈ Y , отже, x ∈ X − Y . За означенням повного образу y ∈ ρ[X − Y ], що доводить
включення ρ[X]− ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ].

Включення ρ[X − Y ] ⊆ ρ[X] безпосередньо випливає з очевидного включення
X − Y ⊆ X та доведеної в п.1 властивостi монотонностi повного образу. �

Пункти 3 та 7 теореми 1 природним чином ставлять питання про достатнi
умови дистрибутивностi повного образу вiдносно перетину i рiзницi множин.

Теорема 2 (критерiй дистрибутивностi повного образу вiдносно пе-
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ретину множин). Рiвнiсть
∩
i∈I
ρ[Xi] = ρ[

∩
i∈I
Xi] виконується тодi та лише тодi,

коли виконується включення∩
i∈I
ρ[Xi −

∩
i∈I
Xi] ⊆ ρ[

∩
i∈I
Xi](1).

Доведення. Нехай виконується рiвнiсть
∩
i∈I
ρ[Xi] = ρ[

∩
i∈I
Xi]. У цьому випадку

включення (1) перетворюється у включення∩
i∈I
ρ[Xi −

∩
i∈I
Xi] ⊆

∩
i∈I
ρ[Xi](2).

Нехай k – деякий iндекс множини I. Оскiльки виконується включення Xk−
∩
i∈I
Xi ⊆

Xk, то за доведеною у п.1 теореми 1 властивостi монотонностi виконується ρ[Xk −∩
i∈I
Xi] ⊆ ρ[Xk], отже, виконується включення (2).

Нехай тепер виконується включення (1). З урахуванням доведеного в п.3 тео-
реми 1 включення ρ[

∩
i∈I
Xi] ⊆

∩
i∈I
ρ[Xi] нам достатньо довести включення

∩
i∈I
ρ[Xi] ⊆ ρ[

∩
i∈I
Xi](3).

Нехай
∩
i∈I
ρ[Xi] ̸= ∅ та y ∈

∩
i∈I
ρ[Xi]. Тодi, за означенням повного образу, для кожного

iндексу k ∈ I iснує такий xk ∈ Xk, що (xk, y) ∈ ρ. Якщо при цьому xk ∈
∩
i∈I
Xi,

то за означенням повного образу виконується y ∈ ρ[
∩
i∈I
Xi], тобто в цьому випадку

включення (3) виконується. Далi розглянемо випадок, коли для кожного iндексу
k ∈ I виконкється xk ̸∈

∩
i∈I
Xi. У цьому випадку xk ∈ Xk−

∩
i∈I
Xi. Тодi за означенням

повного образу y ∈
∩
i∈I
ρ[Xi −

∩
i∈I
Xi] та, з урахуванням виконання включення (1),

y ∈ ρ[
∩
i∈I
Xi], тобто включення (3) в цьому випадку також виконується. �

Теорема 3 (критерiй дистрибутивностi повного образу вiдносно рiз-
ницi множин). Рiвнiсть ρ[X]−ρ[Y ] = ρ[X−Y ] виконується тодi та лише тодi,
коли ρ[X − Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅

Доведення. Нехай виконується рiвнiсть ρ[X]−ρ[Y ] = ρ[X−Y ]. Вiд супротивно-
го, припустимо, що при цьому не виконується рiвнiсть ρ[X−Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅, тобто iс-

нує такий y, що y ∈ ρ[X−Y ] та y ∈ ρ[Y ]. В цьому випадку, зважаючи на X−Y ⊆ X
та монотоннiсть повного образу, приналежнiсть y ∈ ρ[X − Y ] тягне y ∈ ρ[X], у та-
кому випадку y не належить лiвiй частинi рiвностi ρ[X] − ρ[Y ] = ρ[X − Y ] та
належить правiй частинi цiєї рiвностi, що суперечить припущенню та доводить
рiвнiсть ρ[X − Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅.
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Нехай тепер виконується рiвнiсть ρ[X − Y ]
∩
ρ[Y ] = ∅. Покажемо, що в цьому

випадку повинна виконуватися рiвнiсть ρ[X] − ρ[Y ] = ρ[X − Y ]. З урахуванням
доведеного в п.7 теореми 1 включення ρ[X] − ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ] нам достатньо
довести включення ρ[X −Y ] ⊆ ρ[X]− ρ[Y ]. Нехай ρ[X −Y ] ̸= ∅ та y ∈ ρ[X −Y ]. За
означенням повного образу iснує такий x ∈ X − Y , що (x, y) ∈ ρ. З приналежностi
x ∈ X − Y випливає, що x ∈ X, тому y ∈ ρ[X]. З рiвностi ρ[X − Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅

випливає, що y ̸∈ ρ[Y ], тому y ∈ ρ[X]− ρ[Y ], що доводить шукане включення. �
4. Властивостi обмеження.
В даному роздiлi розглянемо деякi властивостi обмеження вiдношення ρ за

множиною X. Спочатку розглянемо взаємозв’язки мiж обмеженням i повним об-
разом.

Теорема 4 (взаємозв’язки мiж обмеженням i повним образом). Вико-
нуються наступнi твердження:

1) ρ[X] = pr2(ρ∥X);
2) (ρ∥X)[Y ] = ρ[X

∩
Y ].

Доведення. 1) Нехай y ∈ ρ[X]. Тодi, за означенням повного образу, ∃x ∈ X|(x, y) ∈
ρ. У цьому випадку, за означенням обмеження, (x, y) ∈ ρ∥X, та за означенням дру-
гої проекцiї вiдношення y ∈ pr2(ρ∥X). Нехай тепер y ∈ pr2(ρ∥X). Тодi, за означен-
ням другої проекцiї, ∃x ∈ ρ∥X|(x, y) ∈ ρ∥X. З (x, y) ∈ ρ∥X випливає (x, y) ∈ ρ та
x ∈ X, за означенням повного образу останнi двi приналежностi тягнуть y ∈ ρ[X].

2) Нехай z ∈ (ρ∥X)[Y ]. Тодi, за означенням повного образу, iснує такий x ∈ Y ,
що (x, y) ∈ ρ∥X. Приналежнiсть (x, y) ∈ ρ∥X за означенням обмеження тягне x ∈
X, тому, за означенням повного образу, z ∈ ρ[X

∩
Y ]. Нехай тепер z ∈ ρ[X

∩
Y ].

Тодi, за означенням повного образу, iснує такий x ∈ X
∩
Y , що (x, z) ∈ ρ, тобто x ∈

X та x ∈ Y . З (x, z) ∈ ρ та x ∈ X за означенням обмеження випливає (x, z) ∈ ρ∥X,
а з (x, z) ∈ ρ∥X та x ∈ Y за означенням повного образу випливає z ∈ (ρ∥X)[Y ]. �

Далi розглянемо деякi iншi властивостi обмеження. Через λ позначимо порож-
нє вiдношення.

Теорема 5 (властивостi обмеження). Виконуються наступнi тверджен-
ня:

1) з ρ1 ⊆ ρ2 та X1 ⊆ X2 випливає ρ1∥X1 ⊆ ρ2∥X2 (монотоннiсть за сукуп-
нiстю аргументiв);

2) ρ∥
∪
i∈I
Xi =

∪
i∈I

(ρ∥Xi),
∪
i∈I

(ρi∥X) = (
∪
i∈I
ρi)∥X (дистрибутивнiсть вiдносно

об’єднання множин та вiдношень);
3) ρ∥

∩
i∈I
Xi =

∩
i∈I

(ρ∥Xi),
∩
i∈I

(ρi∥X) = (
∩
i∈I
ρi)∥X (дистрибутивнiсть вiдносно пе-

ретину множин та вiдношень);
4)(ρ∥X)∥Y = ρ∥(X

∩
Y ) (композицiя обмежень);

5) ρ∥X = λ⇔ pr1(ρ)
∩
X = ∅ (критерiй порожностi обмеження);

6) ρ∥X = ρ∥(X
∩
pr1(ρ)), ρ = ρ∥pr1(ρ); (взаємозв’язок мiж обмеженням i

першою проекцiєю вiдношення)
Доведення. 1) Нехай (x, y) ∈ ρ1∥X1. Тодi, за означенням обмеження, x ∈ X1 та
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(x, y) ∈ ρ1. З X1 ⊆ X2 випливає x ∈ X2, а з ρ1 ⊆ ρ2 випливає (x, y) ∈ ρ2, тому
(x, y) ∈ ρ1∥X2.

2) Нехай (x, y) ∈ ρ∥
∪
i∈I
Xi. Тодi (x, y) ∈ ρ та x ∈

∪
i∈I
Xi, тому для деякого iн-

дексу i ∈ I виконується x ∈ Xi. За означенням обмеження (x, y) ∈ ρ∥Xi, от-
же, (x, y) ∈

∪
i∈I

(ρ∥Xi), що доводить включення ρ∥
∪
i∈I
Xi ⊆

∪
i∈I

(ρ∥Xi). Нехай тепер

(x, y) ∈
∪
i∈I

(ρ∥Xi). Тодi iснує такий iндекс i ∈ I, для якого виконується (x, y) ∈

ρ∥Xi. У цьому випадку (x, y) ∈ ρ та x ∈ Xi, тому x ∈
∪
i∈I
Xi. За означенням обме-

ження виконується (x, y) ∈ ρ∥
∪
i∈I
Xi, що доводить включення

∪
i∈I

(ρ∥Xi) ⊆ ρ∥
∪
i∈I
Xi

та першу рiвнiсть пункту.
Нехай (x, y) ∈

∪
i∈I

(ρi∥X). Тодi iснує такий iндекс i ∈ I, для якого виконуєть-

ся (x, y) ∈ ρi∥X. У цьому випадку x ∈ X та (x, y) ∈ ρi, тому (x, y) ∈ (
∪
i∈I
ρi). За

означенням обмеження виконується (x, y) ∈ (
∪
i∈I
ρi)∥X, що доводить включення∪

i∈I
(ρi∥X) ⊆ (

∪
i∈I
ρi)∥X. Нехай тепер (x, y) ∈ (

∪
i∈I
ρi)∥X. Тодi x ∈ X та (x, y) ∈

∪
i∈I
ρi,

отже, iснує такий iндекс i ∈ I, для якого виконується (x, y) ∈ ρi. У цьому випад-
ку (x, y) ∈ ρi∥X, отже, (x, y) ∈

∪
i∈I

(ρi∥X), що доводить включення (
∪
i∈I
ρi)∥X ⊆∪

i∈I
(ρi∥X) та другу рiвнiсть пункту.

3) Нехай (x, y) ∈ ρ∥
∩
i∈I
Xi. Тодi (x, y) ∈ ρ та x ∈

∩
i∈I
Xi, тому, для кожного iндексу

i ∈ I виконується x ∈ Xi. За означенням обмеження ∀i ∈ I виконується (x, y) ∈
ρ∥Xi, отже, (x, y) ∈

∩
i∈I

(ρ∥Xi), це доводить включення ρ∥
∩
i∈I
Xi ⊆

∩
i∈I

(ρ∥Xi). Нехай

тепер (x, y) ∈
∩
i∈I

(ρ∥Xi). Тодi для всiх iндексiв i ∈ I виконується (x, y) ∈ ρ∥Xi,

тобто (x, y) ∈ ρ та, крiм того, x ∈ Xi, що тягне x ∈
∩
i∈I
Xi. За означенням обмеження

виконується (x, y) ∈ ρ∥
∩
i∈I
Xi, що доводить включення

∩
i∈I

(ρ∥Xi) ⊆ ρ∥
∩
i∈I
Xi та першу

рiвнiсть пункту.
Нехай (x, y) ∈

∩
i∈I

(ρi∥X). Тодi, для всiх iндексiв i ∈ I, виконується (x, y) ∈

ρi∥X. У цьому випадку x ∈ X та (x, y) ∈ ρi, тому (x, y) ∈ (
∩
i∈I
ρi). За означенням

обмеження виконується (x, y) ∈ (
∩
i∈I
ρi)∥X, що доводить включення

∩
i∈I

(ρi∥X) ⊆

(
∩
i∈I
ρi)∥X. Нехай тепер (x, y) ∈ (

∩
i∈I
ρi)∥X. Тодi x ∈ X та (x, y) ∈

∩
i∈I
ρi), отже, для

всiх iндексiв i ∈ I виконується (x, y) ∈ ρi, тобто (x, y) ∈ ρi∥X, отже, (x, y) ∈∩
i∈I

(ρi∥X); це доводить включення (
∩
i∈I
ρi)∥X ⊆

∩
i∈I

(ρi∥X) та другу рiвнiсть пункту.

4) Нехай (x, y) ∈ (ρ∥X)∥Y . Тодi, за означенням обмеження, x ∈ Y та, крiм
того, (x, y) ∈ ρ∥X, що тягне x ∈ X та (x, y) ∈ ρ, тому x ∈ X

∩
Y . За озна-

ченням обмеження виконується приналежнiсть (x, y) ∈ ρ∥(X
∩
Y ), це доводить
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включення (ρ∥X)∥Y ⊆ ρ∥(X
∩
Y ). Нехай тепер (x, y) ∈ ρ∥(X

∩
Y ). Тодi (x, y) ∈ ρ

та x ∈ X
∩
Y , що тягне x ∈ X та x ∈ Y . За означенням обмеження в цьому ви-

падку виконуються приналежностi (x, y) ∈ ρ∥X та (x, y) ∈ (ρ∥X)∥Y , що доводить
рiвнiсть пункту.

5) Нехай ρ∥X = λ. Вiд супротивного, припустимо, що pr1(ρ)
∩
X ̸= ∅, тодi iс-

нує такий x, що x ∈ pr1(ρ)
∩
X. У цьому випадку x ∈ X та за означенням першої

проекцiї вiдношення iснує такий y, що (x, y) ∈ ρ. З цього за означенням обме-
ження випливає (x, y) ∈ ρ∥X, що суперечить ρ∥X = λ; це доводить iмплiкацiю
ρ∥X = λ⇐ pr1(ρ)

∩
X = ∅. Нехай тепер X

∩
pr1(ρ) = ∅. Вiд супротивного, припу-

стимо, що ρ∥X = λ, тобто ∃x, y|(x, y) ∈ ρ∥X. За означенням обмеження це тягне
x ∈ X та (x, y) ∈ ρ, звiдки, за означенням першої проекцiї вiдношення, випли-
ває приналежнiсть x ∈ pr1(ρ), тобто x ∈ pr1(ρ)

∩
X; це суперечить припущенню

X
∩
pr1(ρ) = ∅ та доводить еквiвалентнiсть пункту.

6) Нехай (x, y) ∈ ρ∥X. Тодi, за означенням обмеження, x ∈ X та (x, y) ∈ ρ,
звiдки, за означенням першої проекцiї вiдношення, випливає x ∈ pr1(ρ). Тому
x ∈ X

∩
pr1(ρ), отже, (x, y) ∈ ρ∥(X

∩
pr1(ρ)), це доводить включення ρ∥X ⊆

ρ∥(X
∩
pr1(ρ)). Нехай тепер (x, y) ∈ ρ∥(X

∩
pr1(ρ)). Тодi, за означенням обмежен-

ня, (x, y) ∈ ρ та x ∈ X
∩
pr1(ρ), отже, x ∈ X, що за означенням обмеження тягне

(x, y) ∈ ρ∥X та доводить першу рiвнiсть пункту.
Нехай (x, y) ∈ ρ. За означенням першої проекцiї вiдношення виконується x ∈

pr1(ρ), тому (x, y) ∈ ρ∥pr1(ρ), що доводить включення ρ ⊆ ρ∥pr1(ρ). Зворотне
включення справедливо через включення ∀X(ρ∥X ⊆ ρ); це доводить другу рiвнiсть
пункту. �

5. Дослiдження властивостей табличних операцiй за допомогою пов-
ного образу та обмеження.

Перейдемо тепер до зображення операцiй табличних алгебр за допомогою вка-
заних вище конструкцiй.

Операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць (схеми R) можуть бути зобра-
женими як бiнарнi параметричнi (в ролi параметра виступає схема) операцiї, отри-
манi обмеженням вiдповiдно теоретико-множинних перетину, об’єднання i рiзницi
на множину таблиць схеми R.

Операцiя проекцiї πX(T ), згiдно її визначення, зображається як обмеження
рядкiв таблицi T за множиною атрибутiв X: πX(T ) = {s∥X|s ∈ T}.

Операцiя з’єднання таблицi T1 схеми R1 та таблицi T2 схеми R2, згiдно до її
визначення, зображається як множина всiляких об’єднань сумiсних рядкiв вихiд-
них таблиць, вiдношення сумiсностi задається через обмеження, тобто T1 ⊗ T2 =
{s1
∪
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1∥(R1

∩
R2) = s2∥(R1

∩
R2)}.

Перейдемо тепер до дослiдження властивостей операцiй за допомогою кон-
струкцiй повного образу i обмеження. Властивостi перетину, об’єднання та рiз-
ницi таблиць детально показано в [3], тому в данiй роботi ми їх не розглядаємо.
У наступнiй теоремi розглянемо властивостi проекцiї та з’єднання таблиць, якi
безпосередньо випливають iз зображення цих операцiй за допомогою конструкцiй
повного образу i обмеження.
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Теорема 6 (властивостi проекцiї та з’єднання таблиць). Виконуються
наступнi твердження:

1) З T1 ⊆ T ′
1 и T2 ⊆ T ′

2 випливає πX(T1) ⊆ πX(T ′
1) та T1 ⊗ T2 ⊆ T ′

1 ⊗ T ′
2

(монотоннiсть);
2) πX(

∪
i∈I
Ti) =

∪
i∈I
πX(Ti); якщо схеми таблиць Ti є одинаковими, то T ⊗

(
∪
i∈I
Ti) =

∪
i∈I

(T ⊗ Ti) (дистрибутивнiсть вiдносно об’єднання таблиць);

3) πX(T ) = T∅ ⇔ T = T∅; T ⊗ T∅ = T∅ ⊗ T = T∅ (збереження T∅);
4) πX(

∩
i∈I
Ti) ⊆

∩
i∈I
πX(Ti) (верхня границя проекцiї перетину таблиць);

5) πX(πY (T )) = πX∩Y (T ) (композицiя проекцiй).
6. Висновки.
У роботi дослiджено властивостi повного образу множини вiдносно вiдношен-

ня та обмеження вiдношення за множиною. Також наведено зображення деяких
сигнатурних операцiй табличних алгебр за допомогою повного образу i обмежен-
ня. Такi зображення дозволили отримати деякi властивостi операцiй, якi прямо
випливають з властивостей повного образу i обмеження. У подальшому передба-
чається отримати аналогiчнi зображення iнших сигнатурних операцiй табличних
алгебр, а також видiлити їх властивостi, що випливають з такого зображення.
Одержанi результати можуть бути використанi в теорiї табличних алгебр у якостi
пiдходу до дослiдження властивостей їх сигнатурних операцiй, також результати
можна буде використовувати для оптимiзацiї запитiв в реляцiйних базах даних.
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Використання повного образу та обмеження в табличних операцiях

N.D. Kakhuta, A.S. Senchenko
Using the whole image and restrictions in the research of properties of some signature
operations in Table Algebra.

The features of the whole image relative to many binary relation, and restrictions on a binary relation
on the set for some of the signature operations of Table Algebra are used in the work. Constructions of
the whole image and restrictions are of general interest for Mathematics, and Table Algebra is a modern
analogue of Codd’s well-known Relational Algebra. It forms the theoretical foundation of modern query
language databases. Elements of the carrier of Table Algebra specify relational table data structures,
and signature operations are based on the basic table manipulations in Relational Algebra and SQL-
like languages. The following results in the research of the features of the whole image were obtained:
interconnections between the whole image and restrictions were found; the monotony and distribution
of the whole image and restrictions on unions, a criterion of their emptiness and interconnections with
first and second projection relations were proved; the whole image of the composition of relations
and composition restrictions were found; the distribution of restriction on intersection of sets was set;
the estimates of the distribution of the whole image of intersection and difference of sets were given;
criteria for distribution of the whole image relative to the intersection and differences of sets were
found. In addition, the clues were provided with the help of the whole image and restrictions on some
of the signature operations of Table Algebra: intersection, union, difference, projection and joining.
These representations allowed us to obtain some features of these operations, which derive directly
from the features of the whole image and restrictions. It is supposed to get similar views on other
signature operations of Table Algebras and to allocate their features arising from such representation.
The obtained results can be used in the theory of Table Algebra as an approach to the research of the
features of their signature operations, this can be used in query optimization in relational databases.

Keywords: whole image of set, restriction a relation on set, databases, table algebra.

Унiверситет економiки та права «КРОК», Київ
Iнститут прикладної математики i механiки НАН України,
Слов’янськ
NadezhdaK@krok.edu.ua, Senchenko.a76@gmail.com

Отримано 01.09.19

121



ISSN 1683-4720 Працi IПММ НАН України. 2019. Том 33

УДК 531.36, 531.38
DOI: 10.37069/1683-4720-2019-33-10

c⃝2019. Ю. М. Кононов, В.Ю. Василенко

ПРО СТIЙКIСТЬ ОБЕРТАННЯ ПIД ДIЄЮ ПОСТIЙНОГО
МОМЕНТУ ДЗИҐИ ЛАГРАНЖА З IДЕАЛЬНОЮ РIДИНОЮ
В СЕРЕДОВИЩI, ЩО ЧИНИТЬ ОПIР

Розглянуто обертання навколо нерухомої точки важкого динамiчно симетричного твердого тiла
з довiльною осесиметричною порожниною, цiлком заповненою iдеальною нестисливою рiдиною.
Дослiджено стiйкiсть рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з рiдиною в середовищi, що чи-
нить опiр, з урахуванням заданого постiйного моменту. Представлено рiвняння обуреного руху
дзиґи Лагранжа з iдеальною рiдиною. Доведено, що для елiпсоїдальної порожнини асимптотич-
на стiйкiсть рiвномiрного обертання має мiсце тiльки для стиснутої елiпсоїдальної порожнини.
Вiдмiчено, що в бiльшостi практично важливих випадках, основний ефект впливу рiдини на рух
твердого тiла можна врахувати, розглядаючи тiльки основний тон коливання рiдини. Отримано
умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертання в середовищi, що чинить опiр, пiд дiєю
постiйного моменту дзиґи Лагранжа з довiльної осесиметричною порожниною, що мiстить iде-
альну рiдину. Цi умови стiйкостi виведенi з урахуванням основного i додаткового тонiв коливань
рiдини. Важке тверде тiло має нерухому точку i знаходиться пiд дiєю постiйного моменту в iнер-
цiальнiй системi координат. Проведено аналiтичнi та чисельнi дослiдження впливу основного i
додаткового тонiв коливань рiдини, перекидального, вiдновлюючого, дисипативного i постiйного
моментiв на умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з iдеальною
рiдиною. Зазначено, що з урахуванням основного тону коливань рiдини, представленi в роботi
кубiчна i квадратна нерiвностi є умовами асимптотичної стiйкостi. На прикладi елiпсоїдальної
порожнини проведенi чисельнi дослiдження областей стiйкостi. Встановлено, що зi збiльшенням
екваторiального моменту iнерцiї твердого тiла область стiйкостi зменшується, а зi збiльшенням
осьового моменту iнерцiї твердого тiла вони збiльшуються.
MSC: 70E50.
Ключовi слова: aсимптотична стiйкiсть, постiйний момент, дзиґа Лагранжа, iдеальна рi-
дина, середовище, що чинить опiр.

1. Вступ.
В роботi [1] розглянуто задачу про стiйкiсть обертання навколо нерухомої точ-

ки важкого симетричного твердого тiла пiд дiєю дисипативного i постiйного мо-
менту в iнерцiальнiй систем координат. В [2–3] узагальнена ця задача на випадок
рiвномiрного обертання несиметричного твердого тiла навколо третьої головної осi
в припущеннi, що центр мас твердого тiла знаходиться на цiй осi. У роботах [4–
5] були розпочатi дослiдження стiйкостi обертання в середовищi з опором дзиґи
Лагранжа з iдеальною рiдиною. У статтi [6] дослiджується задача, розглянута в
[1], на випадок наявностi iдеальної рiдини в порожнинi твердого тiла. У цiй статтi,
з урахуванням основного тону коливань рiдини, отриманi умови асимптотичної
стiйкостi рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з рiдиною. У цьому повiдомлен-

Дослiдження виконанi в рамках програми фундаментальних дослiджень Мiнiстерства освiти
i науки, проект № 0119U100042.
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нi узагальнюються результати статтi [6] на випадок урахування додаткових тонiв
коливань iдеальної рiдини в довiльнiй осесиметричнiй порожнинi.

2. Постановка задачi.
Розглянемо обертання навколо нерухомої точки важкого динамiчно симетрич-

ного твердого тiла з довiльною осесиметричною порожниною, цiлком заповненою
iдеальною нестисливою рiдиною. Припустимо, що на нього, крiм сили тяжiння,
дiє дисипативний момент

−→
Md = −D−→ω (D = diag(D1, D1, D3), Di > 0, i = 1, 2), що

моделює опiр середовища, i постiйний в iнерцiальнiй системi координат момент−→
Mp = P−→γ , −→γ – одиничний вектор висхiдної вертикалi, P довiльна стала.

Дослiдимо стiйкiсть рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа iз рiдиною в се-
редовищi з опором з урахуванням заданого постiйного моменту, вважаючи, що в
незбуреному русi тверде тiло i рiдина обертаються навколо вертикалi як одне цiле
з кутовою швидкiстю −→ω .

Рiвняння збуреного руху дзиґи Лагранжа з iдеальною рiдиною мають вигляд [5–
6]

AΩ̇1 + (C −A)ωΩ2 + 2
∞∑
n=1

an(Ṡ1n − ωS2n) = ±Pγ1 −D1Ω1 + Γγ2

AΩ̇1 − (C −A)ωΩ1 + 2

∞∑
n=1

an(Ṡ2n + ωS1n) = ±Pγ2 −D1Ω2 + Γγ1, (1)

N2
n(Ṡ1n − λ̃nS2n) + anΩ̇1 = 0, N2

n(Ṡ2n + λ̃nS1n) + anΩ̇2 = 0,

γ̇1 = ωγ2 − Ω2, γ̇2 = −ωγ1 +Ω1

CΩ̇3 = ±Pδ −D3(Ω3 + ω),

δ̇ = 0. (2)

Тут
−→
Ω = (Ω1,Ω2,Ω3); −→γ = (γ1, γ2, γ3) – одиничний вектор напрямку сили тя-

жiння, γ3 = ±1+ δ; A i C – вiдповiдно головний екваторiальний i осьовий моменти
iнерцiї твердого тiла i рiдини; Γ = gmd, m – маса механiчної системи, d – вiдстань
вiд центру мас системи до нерухомої точки; λ̃n = 2ω/κn, κn – власнi числа, якi
всюди щiльно заповнюють область дiйсної осi |κ| ≥ 1; визначення величин an i N2

n

дано в роботах [5-7].
Система рiвнянь (1)–(2) роздiляється i допускає рiшення

γ1 = γ2 = 0, γ3 = 1, Ω1 = Ω2 = 0, ω = P/D3, S1n = S2n = 0, (3)

γ1 = γ2 = 0, γ3 = −1, Ω1 = Ω2 = 0, ω = −P/D3, S1n = S2n = 0, (4)

якi вiдповiдають рiвномiрним обертанням твердого тiла з кутовою швидкiстю ω
навколо вертикалi. При цьому рiшенню (3) вiдповiдає випадок “сплячої дзиґи“
(центр мас твердого тiла знаходиться вище нерухомої точки, тобто d > 0), на який
дiє перекидаючий момент (Γ > 0), момент

−→
Mp, а рiшенню (4) – випадок статично
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стiйкої “дзиґи” (центр мас знаходиться нижче нерухомої точки (d < 0), на який
дiє вiдновлювальний момент (Γ < 0) i момент −

−→
Mp.

Перше рiвняння в (2) має дiйсний вiд’ємний корiнь Ω3 = −D3/C. Характери-
стичне рiвняння, що вiдповiдає системi (1)–(2), завжди має один нульовий корiнь,
обумовлений наявнiстю геометричного iнтеграла γ21 + γ22 + γ23 = 1.

3. Асимптотична стiйкiсть рiшення (3).
У нових комплексних змiнних Ω = Ω1 − iΩ2, γ = γ1 − iγ2, Sn = S1n − iS2n

система (1) запишеться наступним чином
AΩ̇ + [i(C −A)ω +D1] Ω + 2

∑∞
n=1 an(Ṡn − iωSn) = (iΓ + P )γ,

N2
n(Ṡn − iωλnSn) + anΩ̇ = 0,

γ̇ = i(ωγ − Ω).

(5)

Тут λn = λ̃n/ω.
Характеристичне рiвняння для збуреного руху (5) матиме вигляд

A+
iCω +D1

λ− iω
− Γ− iP

(λ− iω)2
− λ

∞∑
n=1

En

λ− iωλn
= 0, (6)

де En = 2a2n/N
2
n > 0.

З урахуванням основного i додаткового тону коливань рiдини (n = 1, 2) рiв-
няння (6) набуде вигляду

a4λ
4 + (a3 + ib3)λ

3 + (a2 + ib2)λ
2 + (a1 + ib1)λ+ a0 + ib0 = 0. (7)

Тут
a4 = A− E1 − E2 = A∗ > 0,

a3 = D1 > 0, b3 = [C −A(λ1 + λ2)− 2A∗ + E1λ2 + E2λ1]ω,

a2 = [C −A∗ + (C − 2A)(λ1 + λ2)−Aλ1λ2 + 2(E1λ2 +E2λ1)]ω
2 − Γ,

b2 = P − (1 + λ1 + λ2)D1ω, (8)

a1 = [(λ1 + λ2)(P −D1ω)− λ1λ2D1ω]ω,

b1 =
{
(λ1 + λ2)Γ + [(2A− C)λ1λ2 + (A− C)(λ1 + λ2)− (E1λ2 + E2λ1)]ω

2
}
ω

a0 =
[
Γ + (A− C)ω2

]
λ1λ2ω

2, b0 = (D1ω − P )λ1λ2ω
2.

Для iснування асимптотично стiйких рiшень системи (5) необхiдно i достатньо,
щоб матриця сьомого порядку, складена з коефiцiєнтiв многочлена (7)

∆7 =



a4 −b3 −a2 −b1 a0 0 0
0 a4 −b3 −a2 −b1 a0 0
0 0 a4 −b3 −a2 −b1 a0
0 0 0 a3 −b2 −a1 b0
0 0 a3 −b2 −a1 b0 0
0 a3 −b2 −a1 b0 0 0
a3 −b2 −a1 b0 0 0 0


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була iннорно-позитивною [9]. Тобто були позитивно визначенi матрицi ∆1, ∆3, ∆5

i ∆7:
|∆1| = a3 = D1 > 0,

|∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2
0 a3 −b2
a3 −b2 −a1

∣∣∣∣∣∣ > 0, |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2 −b1 a0
0 a4 −b3 −a2 −b1
0 0 a3 −b2 −a1
0 a3 −b2 −a1 b0
a3 −b2 −a1 b0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, |∆7| > 0.

(9)
Пiдставивши (8) в (9), отримаємо з урахуванням A∗ > 0, Γ̃ = Γ/D2

3, x = D1/D3:

−(λ1 − λ2)
2(λ1 − 1)2(λ2 − 1)2E1E2λ1λ2ω

8(Γ71Γ̃ + Γ70) > 0, (10)

−(Γ52Γ̃
2 + Γ51Γ̃ + Γ50)ω

2 > 0, (11)

Γ31Γ̃ + Γ30 > 0, (12)

де
Γ71 = [(λ1 − 1)x+ 1] [(λ2 − 1)x+ 1]x2,

Γ70 = {[(λ2 − 1)x+ 1] (x− 1)E1 + [(λ1 − 1)x+ 1] (x− 1)E2+

[(λ1 − 1)x+ 1] [(λ2 − 1)x+ 1] (A− Cx)}P,

Γ52 = λ1λ2x
4,

Γ51 = x(g1x
2 + g2x+ λ1λ2A

∗)P 2

g1 = λ1(λ1 − 1)3E1 + λ2(λ2 − 1)3E2 + (A∗ − C)λ1λ2,

g2 = λ1(λ1 − 1)3E1 + λ2(λ2 − 1)3E2 − C∗λ1λ2, C
∗ = C − E1 −E2,

Γ50 =
{
λ1λ2f1x

3 + f2x
2P + f3xP

2 + f4A
∗P 3

}
P,

f1 = (C −A) [E1λ1(λ1 − 1) + E2λ2(λ2 − 1)]− (λ1 − 1)(λ2 − 1)(λ1 − λ2)
2E1E2,

f2 =
[
(A− C)λ1λ2 − C(λ1 − 1)3

]
E1λ1 +

[
(A− C)λ1λ2 − C(λ2 − 1)3

]
E2λ2+

+(λ1 + λ2 − 2)(λ1 − λ2)
2λ1λ2E1E2,

f3 = λ1(λ1−1)2E2
1+
{[

(λ1 − 1)2 + (λ2 − 1)2
]
λ1λ2 − λ1(λ1 − 1)3 − λ2(λ2 − 1)3

}
E1E2+

+λ2(λ2 − 1)2E2
2 , f4 = λ1(λ1 − 1)2E1 + λ2(λ2 − 1)2E2,

Γ31 = −x2, Γ30 = [λ1(λ1 − 1)E1 + λ2(λ2 − 1)E2]x
2+

+(C −E1λ1 − E2λ2)xP −A∗P 2.

Таким чином, умови асимптотичної стiйкостi рiшення (3) визначаються трьома
нерiвностями (10)–(12), а рiшення (4) будуть також визначатися трьома нерiв-
ностями (10)–(12), якщо в них замiнити P на −P . Отже, умови асимптотичної
стiйкостi рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з довiльною осесиметричною
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порожниною, що мiстить iдеальну рiдину, з урахуванням основного i додаткового
тонiв коливання рiдини, зводяться до трьох нерiвностей (10)–(12).

Нерiвнiсть (10) не виконується в разi кратних власних частот (λ1 = λ2) або для
λ1 = 1, або λ2 = 1. Будемо вважати, що ω ̸= 0 (P ̸= 0). В роботах [7-8] показано,
що нестiйкiсть може виникнути тiльки при позитивних значеннях λn. Тому, якщо
припустити, що λ1 ̸= λ2, λn ̸= 1,λn > 0 i ω ̸= 0, то система нерiвностей (10)–(12)
спрощується:

Γ71Γ̃ + Γ70 < 0, (13)

Γ52Γ̃
2 + Γ51Γ̃ + Γ50 < 0, (14)

−x2Γ̃ + Γ30 < 0, (15)

У випадку вiдсутностi вiдносного руху рiдини в порожнинi твердого тiла (E1 =
E2 = 0) характеристичне рiвняння (6) буде квадратним рiвнянням

a2λ
2 + (a1 + ib1)λ+ a0 + ib0 = 0. (16)

Тут
a2 = A > 0, a1 = D1 > 0, b2 = (C − 2A)ω,

a1 = (C −A)ω2 − Γ, b1 = P −D1ω.

Умови асимптотичної стiйкостi рiвняння (16), тобто рiшення (3) (ω = P/D3),
визначаються нерiвностями

|∆1| = a1 = D1/A > 0, |∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a2 −b1 −a0
0 a1 −b0
a1 −b0 −a0

∣∣∣∣∣∣ > 0

або нерiвнiстю
(CD1 −AD3)P

2 −D2
1D3Γ > 0 (17)

Умова асимптотичної стiйкостi рiшення (4) (ω = −P/D3) має вигляд

(CD1 +AD3)P
2 +D2

1D3Γ < 0. (18)

Нерiвностi (17)–(18) слiдують також з нерiвностi (15) вiдповiдно при ω = −P/D3

i ω = P/D3, якщо в ньому покласти E1 = E2 = 0 i λ1 = λ2 = 0 i спiвпадають
з нерiвностями роботи [1]. У бiльшостi практично важливих випадках, основний
ефект впливу рiдини на рух твердого тiла можна врахувати, розглядаючи тiльки
основний тон коливання рiдини (n = 1) [6]. Так, наприклад, в разi елiпсоїдаль-
ної порожнини з нескiнченного спектра власних значень λn на рух твердого тiла
впливає тiльки основна гармонiка λ1. Тому окремо розглянемо випадок n = 1. В
цьому випадку характеристичне рiвняння (6) буде кубiчним рiвнянням

a3λ
3 + (a2 + ib2)λ

2 + (a1 + ib1)λ+ a0 + ib0 = 0 (19)
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a3 = A− E1 = A∗ > 0, a2 = D1 > 0, b2 = (C −Aλ1 − 2A∗)ω,

a1 = [C −A∗ + (C − 2A)λ1]ω
2 − Γ, b1 = P − (1 + λ1)D1ω (20)

a0 = (P −D1ω)λ1ω, b0 =
[
Γ− (C −A)ω2

]
λ1ω

Умови асимптотичної стiйкостi рiвняння (19), тобто рiшення (3) (ω = P/D3),
визначаються нерiвностями

|∆1| = a2 = D1 > 0,

|∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a3 −b2 −a1
0 a2 −b1
a2 −b1 −a0

∣∣∣∣∣∣ > 0, |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 −b2 −a1 b0 0
0 a3 −b2 −a1 b0
0 0 a2 −b1 a0
0 a2 −b1 −a0 0
a2 −b1 −a0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0. (21)

Пiдставивши (20) в (21), отримаємо

(λ1 − 1)Γ̃x3 +
[
Γ̃− C(λ1 − 1)P 2

]
x2 − (C +A∗ −Aλ1)P

2x+A∗P 2 < 0. (22)

[
Γ̃− λ1(λ1 − 1)E1P

2
]
x2 − (C − E1λ1)xP

2 +A∗P 2 < 0. (23)

Нерiвностi (22)–(23) не залежать вiд знака величини P i тому також є умовами
асимптотичної стiйкостi рiшення (4) (ω = −P/D3).

Слiд зазначити, що коефiцiєнти (19) можна отримати з (8), якщо в них покла-
сти E2 = 0, λ2 = 0 i вважати a3 = a4, a2 = a3, b2 = b3, a1 = a2, b1 = b2, a0 = a1,
b0 = b1. Нерiвностi (22)–(23) також слiдують з (11)–(12), якщо в останнiх покласти
E2 = 0, λ2 = 0.

Таким чином, при врахуваннi основного тону коливань рiдини (n = 1) кубiчна
i квадратна нерiвностi (22)–(23) є умовами асимптотичної стiйкостi.

У разi вiльного обертання дзиґи Лагранжа (Γ = 0) нерiвностi (22)–(23) при
P ̸= 0 приймуть вигляд{

E1λ1(λ1 − 1)x2 + (C − E1λ1)x−A∗ > 0,
C(λ1 − 1)x2 + (A∗ −Aλ1 + C)x−A∗ > 0.

(24)

I якщо при Γ ̸= 0 умови асимптотичної стiйкостi P ̸= 0 не залежали вiд знака
величини P , то при Γ = 0 цi умови вже не залежать вiд величини P (P ̸= 0) i
зводяться до двох квадратних нерiвностей (24) вiдносно змiнної x.

На прикладi елiпсоїдальної порожнини проведемо дослiдження системи нерiв-
ностей (24). Введемо безрозмiрнi змiннi

A = A0 +mL2 +
1

5
(1 + β2), C = C0 +

2

5
β, E1 =

4

5

β2

1 + β2
, λ1 =

2

1 + β2
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m = 4β/3, β = c/a, c i a – напiввiсi елiпсоїдальної порожнини (напiввiсь c на-
правлена по осi обертання). Розмiрнi величини моментiв iнерцiї A, C, E1 вiднесенi
до πρa5, а маса m – до πρa3.

На рис. 1–4 наведенi графiки границь областей стiйкостi (24) (залежностi x =
D1/D3 вiд β) для L = 0, a = 1, I = 1. Областi стiйкостi лежать вище даних кривих.
Значенням A0 = 0 i C0 = 0 (невагоме тверде тiло) на рис. 1,3 вiдповiдає нижнiй
графiк, а на рис. 2,4 — верхнiй. На рис. 1 i 3 C0 = 0, а A0 вiдповiдно дорiвнюють
0, 0.02, 0.04 i 0, 0.01, 0.01, а на рис. 2 i 4 A0 = 0, а C0 вiдповiдно дорiвнюють 0,
0.02, 0.04 i 0, 0.01, 0.01.

Рис. 1. Границя областей
стiйкостi для A0 = 0, 0.02, 0.04

при C0 = 0

Рис. 2. Границя областей
стiйкостi для C0 = 0, 0.02, 0.04

при A0 = 0

Рис. 3. Границя областей
стiйкостi для A0 = 0, 0.01, 0.01

при C0 = 0

Рис. 4. Границя областей
стiйкостi для C0 = 0, 0.01, 0.01

при A0 = 0

З наведених рисункiв випливає, що асимптотична стiйкiсть рiвномiрного обер-
тання буде тiльки в разi пiджатої елiпсоїдальної порожнини β < 1, а також те,
що зi збiльшенням екваторiального моменту iнерцiї твердого тiла область стiй-
костi зменшується, а зi збiльшенням осьового моменту iнерцiї твердого тiла вона
збiльшується.
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На пiдставi проведених аналiтичних i чисельних дослiджень можна зробити
наступнi висновки:

1. З урахуванням основного (n = 1) i додаткового (n = 1, 2) тонiв коливань iде-
альної рiдини асимптотична стiйкiсть рiвномiрного обертання пiд дiєю постiйного
i дисипативного моментiв дзиґи Лагранжа з довiльною осесиметричною порожни-
ною визначається трьома нерiвностями. При подальшому збiльшеннi числа тонiв
коливань рiдини число нерiвностей збiльшується на одиницю.

2. Для елiпсоїдальної порожнини асимптотична стiйкiсть рiвномiрного обер-
тання має мiсце тiльки для пiджатої елiпсоїдальної порожнини.

3. В середовищi з опором умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертан-
ня невiльної дзиґи Лагранжа з iдеальною рiдиною (Γ ̸= 0) при n = 1 визначаються
кубiчним i квадратним нерiвностями вiдносно x (x = D1/D3 > 0 i не залежать вiд
знака величини P , а для вiльної дзиґи Лагранжа (Γ = 0) цi умови визначаються
вже двома квадратними нерiвностями i не залежать вiд величини P (P ̸= 0).

4. При n = 1 показано, що зi збiльшенням екваторiального моменту iнерцiї
твердого тiла областi стiйкостi зменшуються, а зi збiльшенням осьового моменту
iнерцiї твердого тiла вони збiльшуються.
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Yu. M. Kononov, V. Yu. Vasylenko
On the Stability of the rotation under the action of constant momentum Lagrangian top
with perfect fluid in a resisting medium.

The rotation around a fixed point of a heavy dynamically symmetric solid body with an arbitrary
asymmetric cavity completely filled with an ideal in-compressible liquid is considered. The stability
of a uniform rotation of a Lagrang’ top with the ideal liquid in a resisting medium under condition
of a given constant moment is investigated. The equation of the perturbed motion of the Lagrang’
top with the ideal liquid is presented. It is proved the follow-ing: the asymptotic stability of uniform
rotation for an ellipsoidal cavity will be only for a compressed ellipsoidal cavity. It has been observed
that most practically important cases consider the main effect of the ideal liquid influence on the
motion of a solid can be researched by means of considering only the fundamental tone of the liquid
oscillation. Conditions of uniform rotation asymptotic stability in a resistive medium under the action
of the Lagrange top’ constant moment with an arbitrary axisymmetric cavity containing an ideal
liquid are obtained. Stability conditions are derived with provisions for the main and additional tones
of liquid oscillations. The heavy solid body with the fixed-point value is ex-posed to the action of a
constant moment in the inertial coordinate system. Analytic and numerical investigations of the main
and additional tones of liquid oscillations influence, over-turning, restoring, dissipative and constant
moments on the conditions of the asymptotic stability of the uniform rotation of the Lagrange top with
an ideal liquid are carried out. It is stated the following: cubic and square inequalities presented in the
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paper are conditions of asymptotic stability if the basic tone of liquid fluctuations will be mentioned.
Stability region numerical studies have been carried out on the example of an ellipsoidal cavity. It is
presented that increasing of the equatorial moment of inertia of the solid body de-creases its stability
region as well as the increasing of the solid body inertia axial moment in-creases the last one.

Keywords: asymptotic stability, constant moment, Lagrange top, ideal liquid, resistive medium.

Iнститут прикладної математики i механiки НАН України,
Слов’янськ
Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса,
Вiнниця
kononov.yuriy.nikitovich@gmail.com
v.vasilenko@donnu.edu.ua

Отримано 25.04.19

131



ISSN 1683-4720 Працi IПММ НАН України. 2019. Том 33

УДК 531.36, 531.38
DOI: 10.37069/1683-4720-2019-33-11

c⃝2019. Ю.М. Кононов, Я.I. Святенко

ВПЛИВ ДИСИПАТИВНОГО I ПОСТIЙНОГО МОМЕНТIВ НА
СТIЙКIСТЬ РIВНОМIРНОГО ОБЕРТАННЯ ДВОХ
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Отримано у виглядi системи трьох нерiвностей умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обер-
тання в середовищi з опiром двох вiльних гiроскопiв Лагранжа, пов’язаних пружним сферичним
шарнiром. Обертання кожного гiроскопа пiдтримується постiйними моментами в iнерцiальнiй
системi координат. Розглянуто випадки виродження пружного сферичного шарнiра в сферично
непружний, цилiндричний i унiверсальний пружний шарнiр (шарнiр Гука). Показано, що при
досить великий жорсткостi шарнiра умови асимптотичної стiйкостi визначаються тiльки однiєю
нерiвнiстю, яка збiгається з нерiвнiстю, отриманою для випадку цилiндричного шарнiра. При
збiгу кутових швидкостей власних обертань гiроскопiв ця нерiвнiсть збiгається з вiдомою умо-
вою для одного гiроскопа.
MSC: 70E55.
Ключовi слова: динамiчно симетричнi твердi тiла, пружний сферичний шарнiр, середовищi
з опiром, рiвномiрне обертання, асимптотична стiйкiсть.

1. Вступ.
Система пружно зв’язаних твердих тiл (СПЗТТ) займає промiжне положен-

ня мiж абсолютно твердим i пружним тiлом, що дає можливiсть моделювати рух
пружних тiл в досить широких межах. Так, наприклад, в роботi [1] пружний кор-
пус ракети моделюється системою двох твердих тiл, пов’язаних пружним шар-
нiром, а роботах [2–3] — пружним стрижнем i системою двох твердих тiл, з’єднаних
пружним шарнiром. У цих роботах вiдзначається хороший збiг результатiв розра-
хункiв з експериментальними даними. Надалi подiбнi дослiдження були продов-
женi в роботах [4–5] та iнших. Завдання про рух СПЗТТ має i самостiйне наукове i
прикладне значення, тому що багато об’єктiв сучасної ракетно-космiчної, авiацiй-
ної, морської, залiзничної та iн. технiка може бути представлена у виглядi СПЗТТ.
Виконання об’єктiв космiчної, авiацiйної i морської технiки в виглядi СПЗТТ на-
мiтилося в 60-i роки минулого столiття. СПЗТТ описують гiроскопiчнi системи,
роботи, манiпулятори i мн. iн. Рух СПЗТТ скiнченим кiнцевим числом нелiнiйних
ОДР. У зв’язку з цим СПЗТТ набуває все бiльшого прикладного значення як мо-
дель керованої механiчної системи i все бiльшого теоретичного значення, тому що
в такiй системi виникають коливання досить складного вигляду. Найбiльш загаль-
нi рiвняння руху системи зв’язаних твердих тiл були отриманi П.В. Харламовим
[6] i дослiдженi в роботах його учнiв [7–10] i багатьох iнших. Вплив дисипацiї на

Дослiдження виконанi в рамках програми фундаментальних дослiджень Мiнiстерства освiти
i науки, проект № 0119U100042.
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стiйкiсть обертання твердого тiла було розглянуто в багатьох статтях. Досить хо-
роший огляд цих статей i методiв дослiджень можна знайти, наприклад, в роботах
[11–13]. У статтi [14] розглянуто задачу про рух важкого динамiчно симетричного
твердого тiла навколо нерухомої точки, що знаходиться пiд дiєю дисипативного
моменту i постiйного моменту в iнерцiальнiй системi координат. Показано, що цi
моменти можуть надавати iстотно дестабiлiзуючий вплив на стiйкiсть рiвномiрно-
го обертання твердого тiла. У цiй статтi узагальнено результати на випадок рiвно-
мiрного обертання двох вiльних пружно зв’язаних динамiчно симетричних твердих
тiл. Розглянуто випадки виродження пружного сферичного шарнiра в сферично
непружний, цилiндричний i унiверсальний пружний шарнiр (шарнiр Гука). Пока-
зано, що при досить великий жорсткостi шарнiра умови асимптотичної стiйкостi
визначаються тiльки однiєю нерiвнiстю, яка збiгається з нерiвнiстю, отриманою
для випадку цилiндричного шарнiра. При спiвпадiннi кутових швидкостей влас-
них обертань гiроскопiв ця нерiвнiсть збiгається з вiдомою умовою для одного
гiроскопа [14].

2. Постановка задачi i метод вирiшення.
Розглянемо вiльне обертання в середовищi з опором двох пружно зв’язаних

динамiчно симетричних твердих тiл Si (i = 1, 2). Твердi тiла S1 i S2 зв’язанi в точ-
цi O пружнiм вiдновлюючим сферичним шарнiром L = kc1 × c2/(|c1| |c2|), k ≥ 0

[8–9]. Тверде тiло Si знаходиться пiд дiєю дисипативного моменту
−→
M id = −Di

−→ω i

(Di = diag(Di1, Di1, Di3)), який моделює середовище з опором i постiйного мо-
менту в iнерцiальнiй системi координат

−→
M ip = Piν. Тут c1 = C1O, c2 = OC2; Ci

i −→ω i вiдповiдно центр мас i кутова швидкiсть тiла Si; Di1, Di1, Di3 i Pi – сталi
(Di1 > 0, Di3 > 0), i = 1, 2; ν – одиничний вектор, спрямований по спiльнiй осi
власних обертань гiроскопiв Лагранжа в незбуреному русi, для визначеностi буде-
мо вважати по вектору c1 = C1O (рис. 1).

Рис. 1.

Рiвняння обертання двох вiльних, пружно зв’язаних гiроскопiв Лагранжа, з
урахуванням дисипативного i постiйного моментiв, матимуть вигляд аналогiч-
ний [7–10]

(J1 · ω1)
• +m2c1 × (ω1 × c1 + ω2 × c2)

• = −L+ P1ν −D1ω1,

(J2 · ω2)
• +m2c2 × (ω1 × c1)

• = L+ P2ν −D2ω2,
(1.1)

133



Ю.М. Кононов, Я.I. Святенко

де Ji – тензор iнерцiї тiла Si вiдносно його центра мас Ci, а mi – маса цього тiла
(i = 1, 2), точкою позначена абсолютна похiдна.

Зв’яжемо з кожним iз тiл Si незмiнно базис ei1ei2ei3 з вершиною в точцi O, осi
якого направимо по головних осях тензора iнерцiї Ji(ci = cie

i
3) i введемо нерухомий

базис e01e02e03, вектор e03 якого збiгається з векторами ei3 в незбуреному русi.
Величини αij

µk = eiµ · ejk (i, j = 0, n; µ, k = 1, 2, 3) визначають орiєнтацiю базису
ei1e

i
2e

i
3 в ej1e

j
2e

j
3

eiµ =

3∑
k=1

αij
µke

j
k. (1.2)

Коефiцiєнти αij
µk можна виразити через αi0

µσ i αj0
µσ [9]

αij
µk =

3∑
σ=1

αi0
µσα

j0
kσ. (1.3)

Векторнi рiвняння (1.1) в проекцiях на осi рухомого базису ei1e
i
2e

i
3 приймуть

вигляд

A
′
1ṗ1 + (C1 −A

′
1)q1r1 + µ

[
(ṗ2 − q2r2)α

11
22 − (q̇2 + p2r2)α

11
21 + (p22 + q22)α

11
23

]
=

= −k(α20
31α

10
21 + α20

32α
10
22 + α20

33α
10
23)−D11p1 + α10

13P1,

A
′
1q̇1 − (C1 −A

′
1)p1r1 − µ

[
(ṗ2 − q2r2)α

11
12 − (q̇2 + p2r2)α

11
11 + (p22 + q22)α

11
13

]
=

= k(α20
31α

10
11 + α20

32α
10
12 + α20

33α
10
13)−D11q1 + α10

23P1,

C1ṙ1 = −D13r1 + α10
33P1

A
′
2ṗ2 + (C2 −A

′
2)q2r2 + µ

[
(ṗ1 − q1r1)α

12
22 − (q̇1 + p1r1)α

12
12 + (p21 + q21)α

12
32

]
=

= −k(α10
31α

20
21 + α10

32α
20
22 + α10

33α
20
23)−D21p1 + α20

13P2, (1.4)

A
′
2q̇2 − (C2 −A

′
2)p2r2 − µ

[
(ṗ1 − q1r1)α

12
21 − (q̇1 + p1r1)α

12
11 + (p21 + q21)α

12
31

]
=

= k(α10
31α

20
21 + α10

32α
20
12 + α10

33α
20
13)−D21q2 + α20

23P2,

C2ṙ2 = −D23r2 + α20
33P2.

До системи рiвнянь (1.4) потрiбно добавити рiвняння для напрямних коси-
нусiв [9]

α̇i0
11 = −qiαi0

31 + riα
i0
21, α̇

i0
21 = piα

i0
31 − riα

i0
11,

α̇i0
12 = −qiαi0

32 + riα
i0
22, α̇

i0
22 = piα

i0
32 − riα

i0
12, (1.5)

α̇i0
13 = −qiαi0

33 + riα
i0
23, α̇

i0
23 = piα

i0
33 − riα

i0
13,

α̇i0
31 = −piαi0

21 + qiα
i0
11, α̇

i0
32 = −piαi0

22 + qiα
i0
12,

α̇i0
33 = −piαi0

23 + qiα
i0
13.
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Тут pi, qi, ri — проекцiї вектора кутової швидкостi ωi твердого тiла S0
i на осi

рухомого базису ei1e
i
2e

i
3; Ji = diag(Ai, Ai, Ci), A

′
i = Ai + νc2i , µ = νc1c2, ν =

m1m2/(m1 +m2).
3. Вивiд рiвнянь збуреного руху в середовищi з опором двох вiльних

пружно зв’язаних гiроскопiв Лагранжа.
Припустимо, що в незбуреному русi тiло Si обертається з кутовою швидкiстю

ω0i навколо вектора ci. Нехай ω0i = ω0ie
i
3.

Система рiвнянь (1.4)–(1.5) допускає частний розв’язок

pi = qi = 0, ri = ω0i =
Pi

Di3

αi0
11 = cosω0it, α

i0
12 = sinω0it, α

i0
13 = 0, (2.1)

αi0
21 = − sinω0it, α

i0
22 = cosω0it, α

i0
23 = 0,

αi0
31 = 0, αi0

32 = 0, αi0
33 = 1,

котрi вiдповiдають рiвномiрним обертанням тiл Si навколо осей ci.
Дослiдимо стiйкiсть рiшення (2.1) в частинi змiнних, якi визначають положен-

ня осей si в просторi i кутовi швидкостi твердих тiл. Для цього в збуреному русi
покладемо ωi = ω0i+Ωi, де

∣∣Ωi

∣∣ є величиною першого порядку малостi в порiвняннi
с |ω0i|.

Зберiгаючи колишнi позначення, запишемо рiвняння збуреного руху

A
′
iṗi + (Ci −A

′
i)ω0iqi + s1a2

[
(ṗj − ω0jqj)α

1i
22 − (q̇j + ω0jpj)α

1i
ji

]
=

= (aig − k)αi0
23 −Di1pi − α0i

31Pi

A
′
iq̇i − (Ci −A

′
i)ω0ipi − s1a2

[
(ṗj − ω0jqj)α

1i
ij − (q̇j + ω0jpj)α

1i
11

]
= (2.2)

= (a1g − k)α10
13 −D11qi − α01

32P1,

Ciṙi = −Di3ri, (2.3)

α̇i0
13 = ω0iα

i0
23 − qi, α̇

i0
23 = −ω0iα

i0
13 + pi. (2.4)

Тут i, k = 1, 2, j = 3−i, αik
11 = cosφki, αik

12 = − sinφki, αik
21 = sinφki, αik

22 = cosφki,
φki = φk − φi, φi = ω0it.

Рiвняння (2.3) вiдокремлюється вiд iнших рiвнянь i його характеристичне рiв-
няння має один дiйсний вiд’ємний корiнь.

Перейдемо до нових змiнних p′i, q
′
i, α

i
13, αi

23 [9]

p
′
i = pi sinφi + qi cosφi, q

′
i = pi cosφi − qi sinφi,

αi
13 = αi0

31 sinφi + αi0
32 cosφi, α

i
23 = αi0

31 cosφi − αi0
32 sinφi.

i покладемо Ωi = q
′
i−ip

′
i, γi = αi

13+iα
i
23, тодi в нових змiнних система рiвнянь (2.2)

i (2.4) запишеться так

A
′
iγ̈i + (iCiω0i +Di1)γ̇i + µγ̈j = −(k + iPi)γi, (i = 1, 2, j = 3− i). (2.5)
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Тут i далi слiд вiдрiзняти нижнiй iндекс i = 1, 2 вiд уявної одиницi.
Рiвняння (2.5) визначаються чотирма ступенями вiльностi i описують рух лiнiй-

ної механiчної системи, що знаходиться пiд дiєю дисипативних, потенцiйних, гiро-
скопiчних i циркуляцiйних сил.

4. Асимптотична стiйкiсть рiвномiрних обертань в середовищi з опо-
ром двох вiльних пружно зв’язаних гiроскопiв Лагранжа.

Представивши шуканi функцiї у виглядi aeλt, запишемо характеристичне рiв-
няння збуреного руху (2.8) у виглядi∣∣∣∣ F1 k − µλ2

k − µλ2 F2

∣∣∣∣ = 0 (3.1)

або
λ4 + (a3 + ib3)λ

3 + (ã2 + ib2)λ
2 + (ã1 + ib1)λ+ a0 + ib0 = 0, (3.2)

де
Fi = A

′
iλ

2 + (iC̃i +Di1)λ+ k + iPi, C̃i = Ciω0i.

a3 =
A

′
1D21 +A

′
2D11

a4
> 0, b3 =

A
′
1C̃2 +A

′
2C̃1

a4
,

ã2 =
D11D21 − C̃1C̃2 + (A

′
1 +A

′
2 + 2µ)k

a4
,

b2 =
C̃1D21 + C̃2D11 +A

′
1P2 +A

′
2P1

a4
, ã1 =

(D11 +D21)k − C̃1P2 − C̃2P1

a4
, (3.3)

b1 =
(C̃1 + C̃2)k + P1D21 + P2D11

a4
, a0 = −P1P2

a4
, b0 =

k(P1 + P2)

a4
,

a4 = A
′
1A

′
2 − µ2 = A1A2 + ν(A1c

2
2 +A2c

2
1) > 0, C̃i = Ciω0i.

Дослiдження характеристичного рiвняння (3.2) будемо проводити за допомо-
гою iннорного пiдходу. Згiдно з критерiєм Льенара–Шiпара [15], для iснування
асимптотично стiйких рiшень необхiдно i достатньо, щоб матриця сьомого поряд-
ку, складена з коефiцiєнтiв многочлена (3.2) була iннорно-позитивною, тобто були
позитивно визначенi матрицi ∆1, ∆3, ∆5 i ∆7:

I1 = |∆1| = a3 =
A

′
1D21 +A

′
2D11

a4
> 0, (3.4)

I3 = |∆3| =

∣∣∣∣∣∣
1 −b3 −ã2
0 a3 −b2
a3 −b2 −ã1

∣∣∣∣∣∣ > 0, (3.5)

I5 = |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −b3 −ã2 b1 0
0 1 −b3 −ã2 b1
0 0 a3 −b2 −ã1
0 a3 −b2 −ã1 b0
a3 −b2 −ã1 b0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, (3.6)
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I7 = |∆7| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −b3 −ã2 b1 a0 0 0
0 1 −b3 −ã2 b1 a0 0
0 0 1 −b3 −ã2 b1 a0
0 0 0 a3 −b2 −ã1 b0
0 0 a3 −b2 −ã1 b0 0
0 a3 −b2 −ã1 b0 0 0
a3 −b1 −ã1 b0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, (3.7)

Так як a3 > 0 (I1 > 0), то асимптотична стiйкiсть рiвномiрних обертань в
середовищi з опором двох гiроскопiв Лагранжа, зв’язаних пружним сферичним
шарнiром, визначається трьома нерiвностями (3.5)–(3.7).

З нерiвностi (3.4) випливає, що при вiдсутностi часткової дисипацiї (D11 =
D21 = 0) коефiцiєнт a3 = 0 i асимптотична стiйкiсть рiвномiрних обертань немож-
лива.

Вихiдна механiчна система є багатопараметричною. У зв’язку з цим розглянемо
ряд окремих випадкiв, якi мають i самостiйний науковий iнтерес.

Вплив жорсткостi шарнiра на умови стiйкостi. Нехай κ = 1/k ≪ 1.
З точнiстю до величин першого порядку малостi вiдносно κ випишемо нерiвно-
стi (3.5)–(3.7):

I31κ+ I30 > 0, I51κ+ I50 > 0, I71κ+ I70 > 0. (3.8)

Тут
I31 = −(A

′
1A

′
2 − µ2

[
(C̃1D21 +A

′
2P1)

2 + (C̃2D11 +A
′
1P2)

2+

+2(C̃1C̃2D11D21 +A
′
1A

′
2P1P2) + (C̃1P2 − C̃2P1)(A

′
1D21 −A

′
2D11)

]
+

+(A
′
1D21 +A

′
2D11)

[
(C̃2

1 +D2
11)A

′
2D21 + (C̃2

2 +D2
21)A

′
1D11

]
,

I30 = (A
′
1D21 +A

′
2D11)

[
(A

′
2 + µ)2D21 + (A

′
1 + µ)2D11

]
> 0, (3.9)

I50 = D1

[
(A

′
2 + µ)2D21 + (A

′
1 + µ)2D11

]2
> 0,

I70 =
[
(A

′
2 + µ)2D21 + (A

′
1 + µ)2D11

]2
(D1C̃ − P ã21)P,

ã21 = A
′
1 +A

′
2 + 2µ > 0, D1 = D11 +D21, C̃ = C̃1 + C̃2, P = P1 + P2.

Величини I51 i I71 у зв’язку з їхньою громiздкiстю не наведенi.
Iз (3.8)–(3.9) випливає, що при досить великiй жорсткостi (досить малому κ)

умова стiйкостi визначається однiєю нерiвнiстю

(D1C̃ − P ã21)P > 0, (3.10)

яке розпадається на двi нерiвностi i з урахуванням введених позначень має вигляд:

C1P1D23 + C2P2D13 > ã21PD13D23/D1 (P > 0),
C1P1D23 + C2P2D13 < ã21PD13D23/D1 (P < 0).

(3.11)
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Випадок не пружного сферичного шарнiра (k = 0). В цьому випадку в
коефiцiєнтах характеристичного рiвняння (3.2) треба покласти k = 0. Нерiвнiсть
(3.4) не змiнюється, а нерiвностi (3.5)–(3.7) незначно спрощуються (коефiцiєнт b0 =
0). Згiдно (3.8) цi нерiвностi приймуть вигляд

I31 > 0, I51 > 0, I71 > 0. (3.12)

Випадок цилiндричного шарнiра (k = ∞). У цьому випадку рiвняння (3.2)
запишеться так

λ2 + (ã1 + ib1)λ+ ib0 = 0, (3.13)

де

ã1 =
D1

ã2
, b1 =

C̃

ã2
, b0 =

P

ã2
, ã2 = ã21 > 0,

i для iснування асимптотично стiйких рiшень рiвняння (3.13) також необхiдно i
достатньо, щоб були позитивно визначенi матрицi ∆1 i ∆3:

I1 = ã1 > 0,

I3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −b3 −ã2
0 a3 −b2
a3 −b2 ã1

∣∣∣∣∣∣ = a3(a3ã2 − ã1) + b2(a3b3 − b2) > 0. (3.14)

Так як ã1 > 0 (I1 > 0), то асимптотична стiйкiсть визначається нерiвнiстю
(3.14), яка збiгається з нерiвнiстю (3.10).

Таким чином, в разi цилiндричного шарнiра, асимптотична стiйкiсть рiвномiр-
них обертань в середовищi з опором двох гiроскопiв Лагранжа, з урахуванням
постiйних моментiв, визначається нерiвнiстю (3.10).

Слiд зазначити, що при ω01 = ω02 (P1D23 = P2D13), C = C1 +C2, A = A1 +A2,
c = c1 + c2 нерiвнiсть (3.10) збiгається з нерiвнiстю роботи [14].

Випадок унiверсального пружного шарнiра (шарнiра Гука) (k ̸= 0, ω01 =
ω02 = ω). В цьому випадку, поклавши в коефiцiєнтах (3.3) (ω01 = ω02 = ω)(P1D23 =
P2D13), отримаємо:

b3 = b31ω, b31 =
A

′
1C̃2 +A

′
2C̃1

a4
, ã1 = ã11 − ã12ω, ã2 = ã21 − ã22ω

2,

ã11 =
C1P2 + C2P1

a4
, ã21 =

D11 +D21

a4
k,

ã21 =
D11D21 + (A

′
1 +A

′
2 + 2µ)k

a4
, ã22 =

C1C2

a4
, b2 = b21ω + b22,

b21 =
C1D21 + C2D11

a4
, b22 =

A
′
1P2 +A

′
2P1

a4
, b1 = b11ω + b12, b11 =

C1 + C2

a4
k
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Коефiцiєнти a0, a3 не змiнюються, а перша нерiвнiсть I3 > 0 матиме вигляд
квадратної нерiвностi вiдносно ω

(a3b31 − b21)b21ω
2 − (a23ã22 − a3ã11 − a3b22b31 + 2b21b22)ω − ã12a3 + a23ã21 − b222 > 0

невиконання якої веде до асимптотичної нестiйкостi.
5. Висновки.
Умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертання в середовищi з опо-

ром двох вiльних гiроскопiв Лагранжа, зв’язаних пружним сферичним шарнiром,
визначаються трьома нерiвностями. Обертання кожного гiроскопа пiдтримується
постiйним моментом в iнерцiальнiй системi координат. Розглянуто випадки ви-
родження пружного сферичного шарнiра в сферичний непружний, цилiндричний
i унiверсальний пружний шарнiр (шарнiр Гука). Показано, що при досить великої
жорсткостi шарнiра умови стiйкостi визначаються тiльки однiєю нерiвнiстю, яка
збiгається з нерiвнiстю, отриманою для випадку цилiндричного шарнiра. При спiв-
падiннi кутових швидкостей власних обертань гiроскопiв ця нерiвнiсть збiгається
з вiдомою умовою для одного гiроскопа.
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Yu.M. Kononov, Ya.I. Sviatenko
On the subject of influence of dissipative and permanent momentums on stability of
uniform rotations of two elastically connected free gyroscopes of Lagrange.

In many works, there are studies of the asymptotic stability of rotation of a free Lagrange gyroscope
in a resisting medium. This article generalizes this problem to the case of uniform rotations of two free
Lagrange gyroscopes connected by an elastic restoring spherical hinge. The rotation of each gyroscope
is maintained by a constant moment in an inertial coordinate system. The characteristic equation of the
perturbed motion is presented in the form of an algebraic equation of the fourth degree with complex
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coefficients. Based on the innor approach, conditions of asymptotic stability are obtained in the form
of a system of three inequalities. The left-hand side of these inequalities is represented, respectively, in
the form of determinants of the third, fifth, and seventh orders. Up to first-order values of smallness,
relative to the reciprocal of the stiffness coefficient, a study is made of the effect of the joint stiffness on
stability conditions. From the conditions of positivity of the highest coefficients in three inequalities,
it is shown that for a sufficiently large rigidity, the stability conditions are determined by only one
inequality. Cases of degeneration of an elastic spherical joint into a spherical inelastic, cylindrical, and
universal elastic joint (Hooke’s joint) are considered. In the case of an inelastic spherical joint, the
system of three inequalities is slightly simplified. The greatest simplification arises in the case of a
cylindrical hinge. In this case, the characteristic equation is represented as a quadratic equation with
complex coefficients. According to the innoric approach, the conditions of asymptotic stability are
written in the form of a single inequality, the left side of which is presented in the form of third-order
determinants. It is shown that this inequality coincides with the inequality obtained earlier for the
case of a sufficiently large rigidity of the hinge. If the angular velocities of the proper rotations of the
gyroscopes coincide, the inequality obtained for the cylindrical hinge coincides with the well-known
inequality for one gyroscope. In the case of a universal elastic hinge (Hooke’s hinge), the first inequality
is represented as a square inequality with respect to the angular velocity of proper rotation.

Keywords: dynamically symmetric rigid bodies, ball-and-socket elastic and cylindrical hinge, resisting
environment, uniform rotations, asymptotic stability.
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ РIВНЯННЯ
ФIЛЬТРАЦIЇ З ПАМ’ЯТТЮ

М. Капуто було запропоновано модифiкований закон Дарсi, в якому швидкiсть руху рiдини в
пористому середовищi залежить не тiльки вiд градiєнту тиску, але також вiд його дробової по-
хiдної. Дане явище пов’язане з тим, що в певних середовищах проникнiсть залежить вiд поперед-
нiх значень тиску в рiдинi. У данiй роботi розглянуто вiдповiдну задачу фiльтрацiї з памяттю.
Подiбнi задачi виникають також при моделюваннi руху узагальненної рiдини другого порядку.
За допомогою методу Галеркiна доведено iснування i єдинiсть узагальненного розв’язку першої
початково-крайової задачi. Також вивчено задачу оптимального керування, в якiй функцiонал
вартостi має класичний вигляд i складається iз суми квадратичної норми рiзницi мiж станом
керованої системи i заданим елементом та регуляризуючим iнтегралом Тихонова. Мета роботи
полягає в тому, щоби
(i) отримати умови iснування глобального мiнiмуму функцiонала вартостi,
(ii) отримати необхiднi i достатнi умови iснування єдиного мiнiмайзера,
(iii) скласти конструктивний алгоритм знаходження апроксимацiй оптимального керування.
MSC: 49K20.
Ключовi слова: оптимальне керування, похiдна Капуто, простори Соболева.

Вступ. Фiзична модель.
Класичний закон Дарсi має вигляд

−→v = −k
µ
∇p, (1)

де −→v – швидкiсть фiльтрацiї, k – коєфiцiєнт проникностi, µ – динамiчний коефi-
цiєнт в’язкостi рiдини, p – тиск. В роботах М. Капуто [7–9] запропоновано моделi, в
яких проникнiсть залежить вiд попереднiх за часом значень градiєнту тиску i по-
току. Це явище, яке математично представлено за допомогою формалiзму пам’ятi,
спостерiгається при видобутку нафти в геотермальних районах, а також в лабо-
раторних умовах.

Перейдемо до опису конкретної моделi [9]. Надалi, для скорочення запису, всi
фiзичнi константи дорiвнюють одиницi. Рiдину вважаємо однорiдною, тому рiв-
няння стану i модифiкований закон Дарсi запишемо у виглядi

ρ(x, t) = p(x, t), −→v (x, t) = −∇p(x, t)−Dσ
t ∇p(x, t),

де ρ -густина рiдини i

Dσ
t p(x, t) =

1

Γ(1− σ)

∫ t

0

pτ (x, τ)

(t− τ)σ
d τ (2)
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похiдна Капуто порядку σ ∈ (0, 1). Позначимо через q(x, t) масову швидкiсть пе-
ретiкання рiдини в одиницi об’єму породи. З урахуванням рiвняння нерозривностi

ρt + div(ρ−→v ) = q (3)

дiстаємо лiнеарiзовану модель

pt(x, t)− div(∇p(x, t))− div(Dσ
t ∇p(x, t)) = q(x, t). (4)

З цього приводу, див. також роботу [11] i монографiю [2, роздiл 1, §4].
Iз загальними положеннями теорiї диференцiальних i iнтегральних рiвнянь

дробового порядку можна ознайомитися за монографiями [10,13]. Питання розв’яз-
ностi крайових задач для для рiвнянь дробового порядку з частинними похiдними
вивчалося рiзними методами в роботах [1, 3–5, 17, 25]. Задачi оптимального керу-
вання для таких рiвнянь були предметом дослiджень у публiкацiях [12, 14, 18, 26].
Загальну теорiю оптимального керування системами викладено, наприклад, в мо-
нографiях [6, 22].

Структура статтi така. У першому роздiлi сформульовано задачу оптималь-
ного керування. Другiй роздiл мiстить вихiднi положення теорiї рiвнянь з по-
хiдними дробового порядку i основний результат даної роботи – Теорему 1. У
третьому роздiлi доведено iснування узагальненного роз’язку задачi (Pu). Четвер-
тий i п’ятий роздiли присвячено доведенню Теореми 1 – iснування розв’язку та
обґрунтування умови оптимальностi вiдповiдно. У шостому роздiлi показано, що
до задачi, що дослiджується, може бути застосовано результати робiт [23, 24], де
для розв’язання задачi оптимального керування було запропоновано використати
метод спряжених градiєнтiв i отримано деякi результати стосовно його збiжностi.

1. Формулювання задачi.
Нехай Q ⊆ RN , (N ≥ 1) – обмежена область з регулярною межею S. Позначимо

QT = Q× (0, T ), ST = S × (0, T ).
Основним об’єктом даної роботи виступає задача оптимального керування для

рiвняння (див. (3), (4))

yt(x, t)− div(∇y(x, t))− div(Dσ
t ∇y(x, t)) = u(x, t), (5)

за умов
y(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Q, (6)

y(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (7)

У подальшому будемо називати задачу (5)-(7) задачею (Pu).
Введемо функцiонал

J(u) =
1

2

∫
Q
|yu(x, t)− zd(x)|2 dx+

α

2

∫∫
QT

|u(x, t)|2 dt dx, (8)

де zd ∈ L2(Q) i α > 0 є заданими, а yu— узагальнений розв’язок задачи (Pu) (див.
пункт 2, Означення 1).
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Розглянемо задачу: знайти керування v ∈ L2(QT ) таке, що

J(v) = inf
u∈L2(QT )

J(u). (9)

2. Основнi позначення та факти.
Позначимо через

(u · v) =
∫
Q
u(x)v(x) dx, (u · v)T =

∫∫
QT

u(x, t)v(x, t) dtdx,

скалярнi добутку у просторах L2(Q) i L2(QT ) вiдповiдно, а згортку за часовою
змiнною через

(u ∗ v)(t) =
∫ t

0
u(t− s)v(s) ds.

Для будь-якого t > 0 позначимо

ωβ(t) =
tβ−1

Γ(α)
, β > 0, (10)

тодi означення похiдної Капуто (2) набуває вигляду

Dσ
t p(t) = (ω1−σ ∗ pt)(t). (11)

Лема 1. Для довiльної абсолютно неперервної функцiї ρ(t) маємо∫ t

0
dτ

∫ τ

0
ωβ(τ − s)ρs(s) ds =

∫ t

0
ωβ(τ − s)ρ(s) ds− ρ(0)ω1+β(t), (12)

ρ(t)Dσ
t ρ(t) ≥

1

2
Dσ

t ρ
2(t), (13)

(ωσ ∗Dσ
t ρ)(t) = ρ(t)− ρ(0). (14)

Доведення. Дiйсно∫ t

0
dτ

∫ τ

0
ωβ(τ − s)ρs(s) ds =

∫ t

0
ρs(s) ds

∫ t

s
ωβ(τ − s) dτ =

=

∫ t

0
ρs(s)ω1+β(t− s) ds = −ρ(0)ω1+ρ(t) +

∫ t

0
ωβ(t− s)ρ(s) ds.

Таким чином, має мiсце тотожнiсть (12). Нерiвнiсть (13) доведено в роботi [1].
Властивiсть (14) є результатом теореми 3.8 монографiї [10]. �

Також нам знадобиться нерiвнiсть∫ t

0
(ω1−β ∗ u)(τ)u(τ) dτ ≥ 0, β ∈ (0, 1), (15)

144



Задача оптимального керування для рiвняння фiльтрацiї з пам’яттю

справедлива для довiльної функцiї u ∈ L2(0, T ) i будь-якого t > 0 (див. [13, твер-
дження 16.3.1]).

Введемо лiву i праву похiднi Рiмана–Лiувiлля порядку σ ∈ (0, 1) (див. [15,
формули (2.1.8), (2.1.9)])

Dσ
t w(x, t) =

1

Γ(1− σ)

∂

∂t

∫ t

0

w(x, τ)

(t− τ)σ
d τ,

TDσ
t w(x, t) = − 1

Γ(1− σ)

∂

∂t

∫ T

t

w(x, τ)

(τ − t)σ
d τ. (16)

Зазначимо, що замiна змiнної t→ T − s переводить праву похiдну Рiмана–Лiу-
вiлля в лiву, тобто для довiльних w, w̄ таких, що w̄(x, s) = w(x, T − s), s ∈ (0, T )
маємо

TDσ
t w(x, t) = − 1

Γ(1− σ)

∂

∂t

∫ T−t

0

w(x, T − ρ)

(T − t− ρ)σ
d ρ

=
1

Γ(1− σ)

∂

∂s

∫ s

0

w̄(x, ρ)

(s− ρ)σ
d ρ = Dσ

s w̄(x, s). (17)

Для достатньо регулярних функцiй w(x, t), ŵ(x, t) за допомогою iнтегрування ча-
стинами отримаємо∫ T

0
Dσ

t w(x, t)ŵ(x, t)dt =
1

Γ(1− σ)

∫ T

0
ws(x, s)

∫ T

s

ŵ(x, t)

(t− s)σ
dt ds

=

{
w(x, s)

Γ(1− σ)

∫ T

s

ŵ(x, t)

(t− s)σ
dt

}∣∣∣∣∣
T

0

−
∫ T

0

w(x, t)

Γ(1− σ)

∂

∂s

∫ T

s

ŵ(x, t)

(t− s)σ
dt ds,

отже ∫ T

0
Dσ

t w(x, t)ŵ(x, t)dt =

∫ T

0
w(x, t) TDσ

t ŵ(x, t)dt, якщо w(x, 0) = 0. (18)

Через

∥v∥ =

(∫
Q
v2(x) dx

)1/2

, ∥v∥T =

(∫∫
QT

v2(x, t) dt dx

)1/2

позначимо норми в L2(Q) i L2(QT ) вiдповiдно. Також, для скорочення запису,
використовуємо наступнi позначення

∥v∥1 =

(
n∑

l=1

∫
Q
|vxi(x)|2 dx

)1/2

, ∥v∥1,T =

(
n∑

l=1

∫∫
QT

|vxi(x, t)|2 dt dx

)1/2

.

Введемо гiльбертови простори Соболева Hk(Q), (k = 1, 2) функцiй, якi мають
слабкi похiднi порядку k з L2(Q) (див. [20, роздiл I]). Замикання множини C∞

0 (Q)
за нормою простору H1(Q)

∥p∥H1(Q) =
(
∥p∥2 + ∥p∥21

)1/2
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позначимо через H1
0 (Q). Зазначимо, що, внаслiдок нерiвностi Пуанкаре, як норму

у просторi H1
0 (Q) можна взяти ∥ · ∥1. Крiм того, нам знадобиться простiр

W σ(0, T ) = {p ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Q)) : pt ∈ L2(QT ), D

σ
t p ∈ L2(0, T ;H

1
0 (Q))},

з нормою
∥p∥Wσ(0.T ) = sup

t∈(0,T )
∥p(·, t)∥1 + ∥pt∥T + ∥Dσ

t p∥1,T .

Зауваження 1. Зазначимо, що W σ(0, T ) ⊆ C([0, T ];L2(Q)) (див., наприклад,
[20, лема 7.3]) i

∥y∥C([0,T ];L2(Q)) ≤ C∥y∥1,T . (19)

Означення 1. Будемо називати функцiю y ∈ W σ(0, T ) узагальненним розв’яз-
ком задачi (Pu), якщо для довiльної функцiї ȳ ∈ L2(0, T ;H

1
0 (Q)) виконується варiа-

цiйне рiвняння

(yt · ȳ)T + (∇ y · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y) · ∇ȳ)T = (u · ȳ)T

i вiдповiдна початкова умова y(x, 0) = ϕ(x).
Для того, щоб сформулювати необхiдну умову оптимальностi основної задачi

(9) розглянемо “спряжену задачу” до (Pu)

pt(x, t) + div(∇ p(x, t)) + div(TDσ
t ∇ p(x, t)) = 0, (x, t)QT ,

p(x, T ) = y(x, T )− zd(x), x ∈ Q, p(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (20)

Введемо простори

V (0, T ) = C([0, T ];L2(Q)) ∩ C([0, T );H2(Q) ∩H1
0 (Q) ∩ L2(0, T ;H

1(Q)),

Wσ(0, T ) = {p̄ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)) : p̄t ∈ L2(QT ), D

σ
t p̄ ∈ L2(0, T ;H

1
0 (Q)), p̄(x, 0) = 0}.

Означення 2. Будемо називати функцiю p(x, t) ∈ V (0, T ) узагальненним розв’яз-
ком задачi (20), якщо p ∈ V (0, T ), i для всiх p̄ ∈ W σ(0, T ) виконується варiацiйна
рiвнiсть

((y(·, T )− zd) · p̄(·, T ))− (p · p̄t)T − (∇ · ∇p̄)T + (∇p ·Dσ
t ∇p̄)T = 0. (21)

Враховуючi (17), до задачi (20) можна застосувати результати робiт [4, 5], де
розглядалася задача

pt(x, t)− div(∇ p(x, t))− div(Dσ
t ∇ p(x, t)) = f(x, t), (x, t)QT ,

p(x, 0) = ψ(x), x ∈ Q, p(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (22)

Зокрема, теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi (20), в сенсi Означення 2
див. [5, Теорема 2.1]. Зазначимо, що при ψ = 0, f ∈ L2(QT ) розв’язок задачi (22)
є бiльш гладким у порiвняннi з випадком ψ ̸= 0, f = 0, а саме (див. [4, §5])

∥pt∥T + ∥∆p∥T + ∥Dσ
t ∆p∥T ≤ C∥f∥T .
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Основний результат даної роботи мiститься в наступнiй теоремi.
Теорема 1. Задача (9) має єдиний розв’язок – оптимальне керування v, яке

характеризується наступним чином

v(x, t) = − 1

α
p(x, t), (x, t) ∈ QT ,

де p – узагальнений розв’язок спряженої задачi (20).
3. Ров’язнiсть задачi (Pu).
Теорема 2. Нехай u ∈ L2(QT ), φ ∈ H1

0 (Q). Тодi задача (Pu) має єдиний уза-
гальнений розв’язок. До того ж справедлива оцiнка

∥y∥Wσ(0,T ) ≤ C (∥φ∥1 + ∥u∥T ) . (23)

Доведення. Нехай {λk, wk}∞k=1 система власних значень i функцiй оператора
Лапласа

−∆wk = λkwk, x ∈ Q,

wk(x) = 0, x ∈ S, (24)

причому

i) 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm → ∞, якщо k → ∞;

ii) wk ∈ H2(Q) ∩H1
0 (Q) для всiх k ∈ N;

iii) послiдовнiсть {wk}∞k=1 утворює ортонормований базiс в L2(Q).

Зазначимо також, що

(∇wk · ∇wl) = −(wk ·∆wl) = λl(wk · wl) = λlδkl,

(∆wk ·∆wl) = λkλl(wk · wl) = λkλlδkl, (25)

де δkl – символ Кронекера, i, як наслiдок,

λk

∫
Q
w2
k(x) dx =

∫
Q
|∇wk|2 dx = ∥wk∥1, λ2k

∫
Q
w2
k(x) dx =

∫
Q
|∆wk|2 dx. (26)

Шукаємо розв’язок задачi (Pu) у виглядi

y(x, t) =

∞∑
k=1

(y(·, t), wk)wk(x).

Позначимо yk(t) = (y(·, t), wk), uk(t) = (u(·, t), wk), ϕk = (ϕ,wk). Iз (25), (26) бачи-
мо, зокрема, що

∥y(·, t)∥1 =
∞∑
k=1

λky
2
k(t). (27)
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Для невiдомих {yk(t)}∞k=1 одержимо систему

y′k(t) + λkyk(t) + λkD
σ
t yk(y) = uk(t), yk(0) = ϕk. (28)

Iз загальної теорiї (див, наприклад, [20, теорема 1.44]) випливає iснування абсолют-
но неперервного розв’язку задачi (28) в малому за часом. Рiвняння такого вигляду
дослiджувалося, наприклад, в роботах [3,17]. В [3], за допомогою перетворення Ла-
пласа в [3] було побудовано вiдповiднi функцiї Грiна та дослiджено їх властивостi.
Зокрема було доведено, що вони є абсолютно монотонними функцiями.

Помножимо кожне рiвняння (28) вiдповiдно на yk(t):

1

2

d

dt
y2k(t) + λky

2
k(t) + λkD

σ
t yk(t) · yk(t) = uk(t)yk(t), (29)

далi використаємо (13) i проiнтегруємо за змiнною t, тодi

y2k(τ)

2
+ λk

∫ τ

0
y2k(t) dt+

λk
2

∫ τ

0
Dσ

t (y
2
k(t)) dt ≤

ϕ2k
2

+

∫ τ

0
uk(t)yk(t) dt. (30)

Враховуючi (11), у третьому доданку в лiвiй частинi (30) можна використати рiв-
нiсть (12). Отже

y2k(τ)

2
+ λk

∫ τ

0
y2k(t) dt+

λk
2

∫ τ

0
ω1−σ(τ − t)y2k(t) dt

≤
ϕ2k
2

+
λk
2
ϕ2k +

∫ τ

0
uk(t)yk(t) dt. (31)

Далi ми помножимо (30) на w2
k(x). Iнтегрування за змiнною x та додавання за

iндексом k приводять до нерiвностi

∥y(·, τ)∥2 + c1∥y∥21,τ + c2(ω1−σ ∗ ∥y∥21)(τ) ≤ ∥ϕ∥2 + c3∥ϕ∥21 + c4∥u∥2τ . (32)

Якщо (28) помножити на y′k(t), тодi, iз урахуванням (15), (11), одержимо

|y′k(t)|2 +
λk
2

d

dt
[yk(t)]

2 ≤ |uk(t)||yk(t)|.

Знову помножимо на w2
k(x), проiнтегруємо за змiнними t, x. У пiдсумку маємо

∥yt∥2τ + c5∥y(·, τ)∥21 ≤ c6∥ϕ∥21 + c7∥u∥2τ . (33)

На наступному кроцi одержимо оцiнку ∥Dσ
t ∇y∥τ . Iз цiєю метою помножимо

(28) на Dσ
t yk, i, за допомогою (13), одержимо

Dσ
t (y

2
k)(t) + λkD

σ
t (y

2
k)(t) + 2λk|Dσ

t (yk)(t)|2 ≤ 2|uk(t)||Dσ
t (yk)(t)|.

Помножимо обидвi частини цiєї нерiвностi на ωσ(τ − t). Зазначимо, що

ωσ(τ − t) ≥ η∗ ≡
T σ−1

Γ(σ)
при 0 < t < τ ≤ T. (34)
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На пiдставi (34) i нерiвностi Кошi–Буняковського, бачимо, що

ωσ(τ − t)Dσ
t (y

2
k)(t) + λkωσ(τ − t)Dσ

t (y
2
k)(t) + 2λkη∗|Dσ

t (yk)(t)|2

≤ 1

ελk
|ωσ(τ − t)uk(t)|2 + ελk|Dσ

t (yk)(t)|.

Нехай ε = η∗. Пiсля iнтегрування одержаної нерiвностi за змiнною t iз застосуван-
ням спiввiдношення (14) до лiвої частини i теореми Янга до першого доданку в
правiй частинi, маємо

y2k(τ) + λky
2
k(τ) + λkη∗

∫ τ

0
|Dσ

t (yk)(t)|2 dt

≤ y2k(0) + λky
2
k(0) + c8

∫ τ

0
ωσ(t) dt

∫ τ

0
|uk(t)|2 dt.

Повторюючи наведенi вище мiркування, маємо

∥y(·, τ)∥2 + ∥y(·, τ)∥21 + η∗∥Dσ
t ∇y∥2τ ≤ ∥ϕ∥2 + ∥ϕ∥21 + c9∥u∥2τ . (35)

З оцiнок (32), (33), (35) випливає

sup
t∈(0,T )

∥y(·, t)∥+ sup
t∈(0,T )

∥y(·, t)∥1 + ∥yt∥T + ∥Dσ
t ∇y∥T ≤ C (∥ϕ∥+ ∥ϕ∥1 + ∥u∥T ) . (36)

Єдинiсть розв’язку задачi (Pu) можна встановити за допомогою нерiвностi
(13). �

4. Iснування розвязку задачi оптимального керування.
З теореми 1.2 роздiлу 3 та леми 2.2 роздiлу 4 монографiї [6] випливає, що для

доведення Теореми необхiдно переконатися у правильностi таких тверджень

1) якщо ∥u∥T → ∞, тодi J(u) → +∞;

2) функцiонал J(u) є строго опуклим;

3) функцiонал J(u) є слабко напiвперервним знизу.

Властивiсть 1) випливає безпосередньо з вигляду функцiоналу J(u).
Для того, щоб переконатися у правильностi 2), достатньо помiтити, що для

довiльних γ ∈ (0, 1), u1, u2 ∈ L2(QT ), для вiдповiдних розв’язкiв задач (P )u1 ,(P )u2 ,
(P )γu1+(1−γ)u2

, маємо yγu1+(1−γ)u2
= γyu1+(1−γ)yu2 , а потiм скористатися строгою

опуклiстю квадратичної функцiї.
Остання властивiсть 3) є наслiдком неперервностi i опуклостi функцiонала J

(див. теорему 2.12 монографiї [22]).
5. Умова оптимальностi першого порядку.
Спочатку виконаємо деякi формальнi обчислення. Нехай u, ū ∈ L2(QT ). По-

значимо
wu⟨ū⟩ (x, t) =

1

λ
(yu+λū(x, t)− yu(x, t)), λ ̸= 0.
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Функцiя wu⟨ū⟩ є, очевидно, розв’язком задачi

wt(x, t)− div(∇w(x, t))− div(Dσ
t ∇w(x, t)) = ū(x, t),

w(x, 0) = 0, x ∈ Q, w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (37)

Для вiдповiдних значень функцiоналу J маємо

1

λ
(J(u+ λū)− J(u)) =

∫
Q
wu⟨ū⟩

(
yu+λū(x, T ) + yu(x, T )

2
− zd(x)

)
dx

+α

∫∫
QT

(
u(x, t) +

λ

2
ū(x, t)

)
ū(x, t) dtdx. (38)

Позначимо через δJu⟨ū⟩ похiдну Гато функцiоналу J в точцi u в напрямку ū.
Внаслiдок оцiнок (19), (36) фiнальне значення yu(x, T ) розв’язку задачi (Pu) непе-
рервно в L2(Q) залежить вiд u ∈ L2(QT ), тому

δJu⟨ū⟩ =
∫
Q
wu⟨ū⟩(x, T )(yu(x, T )− zd(x)) dx+ α

∫∫
QT

u(x, t)ū(x, t) dtdx. (39)

Якщо v ∈ L2(QT ) є точкою мiнiмуму функцiоналу J , тодi для довiльних функцiй
ū ∈ L2(QT ) i λ > 0 виконується нерiвнiсть

1

λ
(J(v + λū)− J(v)) ≥ 0.

При λ → 0 бачимо, що δJv⟨ū⟩ ≥ 0, i, так само, δJv⟨−ū⟩ ≥ 0, тобто якщо v є
мiнiмайзером J , тодi для всiх ū ∈ L2(QT ) маємо δJv⟨ū⟩ = 0. З урахуванням (39),
остання умова набуває вигляду

δJv⟨ū⟩ =
∫
Q
wv⟨ū⟩(x, T )(yv(x, T )− zd(x)) dx+ α

∫∫
QT

v(x, t)ū(x, t) dtdx = 0. (40)

Зауваження 2. Зазначимо, що необхiдна умова оптимальностi (40) є i достат-
ньою, внаслiдок опуклостi функцiоналу J . Дiйсно, для довiльних v, v̄ ∈ L2(QT ),
λ ∈ (0, 1) маємо

J((1− λ)v + λv̄) ≤ (1− λ)J(v) + λJ(v̄),

1

λ
(J(v + λ(v̄ − v)− J(v))) ≤ J(v̄)− J(v). (41)

Отже, якщо δvJ⟨ū⟩ = 0 для всiх ū ∈ L2(QT ), тодi, очевидно, δvJ⟨v̄ − v⟩ = 0 для
всiх v̄ ∈ L2(QT ). При λ → 0 в нерiвностi (41) маємо J(v̄) − J(v) ≥ 0 = δvJ⟨v̄ −
v⟩. Таким чином, функцiя v, яка задовольняє необхiдну умову оптимальностi, є
точкою мiнiмуму функцiоналу J .
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Для довiльного p ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)) одержимо∫∫

QT

ū(x, t)p(x, t) dtdx =

∫∫
QT

∂wv⟨ū⟩
∂t

(x, t)p(x, t) dxdt

+

∫∫
QT

(∇wv⟨ū⟩(x, t) · ∇p(x, t) + (Dσ
t ∇wv⟨ū⟩(x, t)) · ∇p(x, t)) dtdx.

Якщо p є розв’язком задачi (20), тодi∫∫
QT

ū(x, t)p(x, t) dtdx =

∫
Q
wu⟨ū⟩(x, T )(yu(x, T )− zd(x)) dx. (42)

Отже з (39), (42) випливає, що для всiх ū ∈ L2(QT )∫∫
QT

(p(x, t) + αv(x, t))ū(x, t) dtdx = 0. (43)

Це означає, що

v(x, t) = − 1

α
p(x, t) майже всюди в QT . (44)

Пiдсумовуючи наведенi вище мiркування, робимо висновок, що для того, щоб
функцiя v ∈ L2(QT ) була розв’язком задачи оптимального керування необхiдно i
достатньо виконання (44) та наступних умов

(yt · ȳ)T + (∇ y · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y) · ∇ȳ)T = − 1

α
(p · ȳ)T , y(x, 0) = ϕ(x), (45)

((y(·, T )− zd) · p̄(·, T ))− (p · p̄t)T − (∇p · ∇p̄)T + (∇p ·Dσ
t ∇p̄)T = 0, (46)

де ȳ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)), p̄ ∈ Wσ(0, T ).

6. Метод спряжених градiєнтiв.
Надалi використовуємо методи роботи [23].
По-перше, для довiльного ĥ ∈ L2(Q) розглянемо допомiжну систему

(ŷt · ȳ)T + (∇ ŷ · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ ŷ) · ∇ȳ)T =

1

α
(p̂ · ȳ)T , ŷ(x, 0) = 0, (47)

(ĥ · p̄(·, T ))− (p̂ · p̄t)T − (∇p̂ · ∇p̄)T + (∇p̂ ·Dσ
t ∇p̄)T = 0, (48)

де ȳ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)), p̄ ∈ Wσ(0, T ).

З Теорем 1, 2 випливає, що (47) має єдиний розв’язок ŷ ∈W σ(0, T ), p̂ ∈ V (0, T ).
Таким чином, визначено оператор R : h → ŷ(·, T ), що неперервно дiє з L2(Q) в
L2(Q). Треба довести, що ŷ ∈ C([0, T ];H1

0 (Q)).
Лема 2. Нехай q ∈ L2(0, T ;H

1(Q)) i r – узагальнений розв’язок задачi

rt(x, t)− div(∇r(x, t))− div(Dσ∇r(x, t)) = q(x, t), (x, t) ∈ QT ,

r(x, 0) = 0, x ∈ Q, r(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST , (49)
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тодi r ∈ C((0, T ];H1(Q)).
Доведення. Знову шукаємо розв’язок r у виглядi r(x, t) =

∑∞
k=1 rk(t)wk(x). Для

знаходження rk отримаємо систему

r′k(t) + λkrk(t) + λkD
σ
t rk(t) = qk(t), rk(0) = 0.

За допомогою перетворення Лапласу

r̃k(s) =

∫ ∞

0
exp(−st)rk(t)dt

спочатку виводимо, що

r̃k(s) = Ũk(s)q̃k(s), Ũk(s) =
1

s+ λk + λksσ
,

а потiм
rk(t) = (Uk ∗ qk)(t). (50)

Властивостi функцiй Uk дослiджувалися в роботi [5] (див. Теорему 2.2 вказаної
роботи), де доведено, що справедливi наступнi оцiнки

0 < Uk(t) ≤ 1, t ≥ 0, (51)

i тому

λk|r2k(t)| ≤ λk

∫ t

0
U2
k (τ)dτ

∫ t

0
q2k(τ)dτ ≤ T

∫ t

0
λkq

2
k(τ)dτ. (52)

Очевидно, що rk(t)wk(x) ∈ C([0, T ];H1
0 (Q)) для всiх натуральних k. З оцiнки (52)

бачимо, що ряд
∑∞

k=1 rk(t)wk(x) збiгається в H1
0 (Q) рiвномiрно по t на вiдрiзку

[0, T ], якщо q ∈ L2(0, T ;H
1(Q)). З теореми про неперервнiсть ряду, що рiвномiрно

збiгається, випливає, що r ∈ C([0, T ];H1
0 (Q)). Лему доведено. �

Бiльше того, оператор R є позитивним i самоспряженим, тобто

(Rĥ · h′) = (Rh′ · ĥ) для довiльних h′, ĥ ∈ L2(Q), (53)

(Rĥ · ĥ) ≥ 0 для всiх ĥ ∈ L2(Q). (54)

Насправдi, нехай h′, ĥ вiдповiдають розв’язки системи (47)позначенi через (u′, p′)
та (û, p̂), тодi

(ŷt · p′)T + (∇ ŷ · ∇p′)T + ((Dσ
t ∇ ŷ) · ∇p′)T =

1

α
(p̂ · p′)T ,

(h′ · ŷ(·, T ))− (p′ · ŷt)T − (∇p′ · ∇ŷ)T − (∇p′ ·Dσ
t ∇ŷ)T = 0. (55)

Якщо до першого рiвняння додати друге, отримаємо

(h′ · ŷ(·, T )) = 1

α
(p̂ · p′)T , де за означенням ŷ(·, T ) = Rĥ. (56)
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За аналогiєю маємо

(ĥ · y′(·, T )) = 1

α
(p̂ · p′)T , де за означенням y′(·, T ) = Rh′. (57)

Властивостi (53), (54) випливають безпосередньо з (56), (57).
На другому кроцi ми переформулюємо спiввiдношення (45) в термiнах опера-

тора R.
Нехай пара функцiй (y, p) є розв’язком системи. Позначимо h∗ = p(·, T ). Пред-

ставимо y у виглядi y(x, t) = η(x, t)− y∗(x, t), де функцiя η знаходиться iз розв’я-
зання наступної задачi наступних задач

(ηt · ȳ)T + (∇ η · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y) · ∇ȳ)T = 0, η(x, 0) = ϕ(x),

а для знаходження y∗ розглядається система типу (47)

(y∗t · ȳ)T + (∇ y∗ · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y∗) · ∇ȳ)T =

1

α
(p∗ · ȳ)T , y∗(x, 0) = 0, (58)

(h∗ · p̄(·, T ))− (p∗ · p̄t)T − (∇p∗ · ∇p̄)T + (∇p∗ ·Dσ
t ∇p̄)T = 0, (59)

де ȳ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)), p̄ ∈ Wσ(0, T ). З отриманих спiввiдношень бачимо, що з

одного боку
u(x, T )− zd(x) = p(x, T ) ≡ h∗(x)

i з iншого
u(x, T ) = η(x, T )− u∗(x, T ) ≡ η(x, T )−Rh∗(x).

Таким чином
h∗(x) + zd(x) = η(x, T )−Rh∗(x). (60)

Якщо ж позначити f(x) = η(x, T ) − zd(x), тодi (60) (а значить i систему (47))
можна записати у виглядi операторного рiвняння

(I +R)h∗ = f. (61)

Наслiдуючи роботу [23], використаємо метод спряжених градiєнтiв до рiвняння
(61). Позначимо

en = h∗ − hn, rn = (I +R)en = f − (I +R)hn,

hn+1 = hn + αnsn, αn = ∥hn∥2/(hn, (I +R)sn), (62)
sn+1 = rn+1 + βnsn, s0 = r0, βn = ∥rn+1∥2/∥rn∥2.

Безпосередньо з Теореми 4.1 роботи [23] випливає (суперлiнiйна) оцiнка збiж-
ностi iтерацiйного процесу (62):

∥en∥ ≤ (cn)
n∥e0∥, (63)

де послiдовнiсть {cn}∞n=1 така, що lim
n→∞

cn = 0.
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M.V. Krasnoshchok
Optimal control problem for an equation of filtration with memory.

Fractional diffusion models are generalization to the diffusion models with integer derivatives. There
has been great interest in the study of this models because of their appearance in modeling various
applications in the physical sciences, medicine and biology. We consider a filtration model with
nonclassical Darcy’s constitutive equation. Resulting equation states that the flux of fluid is proportional
to not only gradient pressure but it’s Riemann–Liouville fractional derivative also. This model was
proposed by M. Caputo and allows the permeability varies with time depending on the previous
pressure gradient. These phenomena, which we will represent mathematically with memory formalisms,
have often been observed qualitatively in oil extraction, in geothermal areas and in the laboratory
Similar problems arises in the study of flow of generalized second grade fluid. Existence results of
initial and boundary value problems for partial fractional differential equations have been studied
by E. Bazhlekova, K. Diethelm, J. Janno, A.N. Kochubei, G.P. Lopushans’ka, R. Zacher and others.
Fractional optimal control problems have attracted for example R.Dorville, G.M. Mophou, V.S. Valmo-
rin, Y. Zhou, L. Peng and many techniques have been developed for solving such problems. We
consider the problem of minimization of the standard cost functional J(u) which is determined in the
terms of generalized solution of initial-boundary problem of time-fractional differential equation under
considerations. We consider a control via right hand term u and an observation on the whole domain
in L2 norm with a Tikhonov regularizer term. First we introduce functional spaces and establish some
auxiliary properties of fractional integrals and fractional derivatives. Second we prove an existence and
uniqueness result for the state problem. We remind that we deals with an equation of filtration with
memory. Our objectives are: a) to prove that there exists a minimizer u of the cost functional J ; b) to
obtain necessary and sufficient conditions for u to be an extremum; c) to obtain constructive algorithm
amenable to computations for approximations of the optimal control. An unique solvability of state and
conjugate problem is established by the help of Galerkin method and corresponding a priori estimates.
Then we prove that the cost functional is coercive, convex and weakly lower semicontinuous. We show
the existence of the optimal solution by proving the existence of the weakly convergent minimization
sequence satisfying the state equation. The uniqueness follows directly from the strong convexity of
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the cost functional. This gives us the item a). The item b) is obtained from the first order optimality
condition. We justify also the conjugated gradient method to search the optimal control function. On
this way we use some results of R. Winther, which allows us to use the conjugate gradient method in
our situation and prove its superlinear convergence.

Keywords: optimal control, Caputo derivative, Sobolev spaces.
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SOME ALGEBRAIC PROPERTIES OF COMPLEX
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This paper deals with the basic properties the algebra of Segre quaternions over the field of complex
numbers. We study idempotents, ideals, matrix representation and the Peirce decomposition of this
algebra. We also investigate the structure of zeros of a polynomial in Segre complex quaternions by
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Introduction

The algebra of Segre quaternions or bicomplex numbers was introduced and studied by
Italian mathematician C. Segre in 1892 [1]. The advantage of this real four-dimensional
algebra, or two-dimensional algebra over complex numbers, is its commutativity, which
makes it more applicable to a variety of important problems. For example, in contrast
to quaternions, it is not necessary to consider the right and left derivatives of a
function separately or to study polynomials with coefficients on special positions. Basic
properties of bicomplex numbers and their applications were studied in [2].

In the early of 80-th of the 20-th century, it was understood the possible applications
of bicomplex numbers to problems of inertial navigation [3]. A detailed analysis of
the algebraic and geometric properties of bicomplex numbers is presented in [4]. In
papers [6, 7] the authors developed the theory of monogenic functions in the algebra
of Segre quaternions. In [5] a method for solving polynomial equations over bicomplex
numbers was developed. At present time the algebra of bicomplex numbers is still the
subject of interest of mathematicians.

The main object of the study of this paper is the algebra of Segre complex quaternions,
which is a generalization of bicomplex numbers to the algebra of Segre quaternions
over the field of complex numbers, similar to the complex generalization of quaternions,
which is well studied and has a number of applications in mathematical physics [10]. We
study the main algebraic properties of this algebra such as idempotents, ideals, Peirce
decomposition and matrix representation. We also develop a method for solution of
polynomial equations in Segre complex quaternions and study the Cauchy–D’Alamber

This work was supported, in part, by the state budget project “The geometrical and topological
problems of the modern theory of mappings”.
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type conditions for differential functions in this algebra. This algebra has already arisen
in our research in the study of solutions of partial differential equations and we believe
that it will find its application in study of differential equations of mathematical physics.

1. The basic properties of the algebra of Segre quaternions.
The algebra of Segre quaternions over real numbers is defined as follows

B (R) = {a0 + a1i + a2j + a3f } ,

where ai are real numbers and i , j , f are imaginary units of the algebra such that
i2 = j 2 = −f 2 = −1, ij = ji = f , if = fi = −j , jf = fj = −i . From these conditions
it follows that algebra B (R) is commutative. In addition, algebra B (R) has exactly
two nontrivial idempotents f + = 1+f

2 and f − = 1−f
2 , which satisfies the following

properties f + + f − = 1 and f +f − = 0.
Algebra B (R) can be decomposed in the direct sum of principal ideals I

(
f +

)
and

I
(
f −
)
, which are generated by f + and f − respectively (the Peirce decomposition)

B (R) = I
(
f +

)
⊕ I

(
f −
)
.

Elements of the ideals are zero-divisors of the algebra B (R). The algebra of Segre
quaternions B (R) has the exact regular representation by 4× 4 matrices over the field
of real numbers as follows

B4 =



x0 x1 x2 x3
x1 −x0 x3 −x2
x2 x3 −x0 −x1
x3 −x2 −x1 x0

 , x0, x1, x2, x3 ∈ R

 ,

that is, we have the following isomorphism of B (R) onto B4

B (R) ∋ x = x0 + x1i + x2j + x3f ↔


x0 x1 x2 x3
x1 −x0 x3 −x2
x2 x3 −x0 −x1
x3 −x2 −x1 x0

 ∈ B4.

2. The algebra of Segre quaternions over complex numbers.
Let us consider the algebra of bicomplex numbers with complex coefficients, that

is, the four-dimensional Segre algebra over the field of complex numbers

B (C) = {c0 + c1j + c2k + c3f } ,

where c0, c1, c2, c3 are complex numbers and j , k , f are imaginary units of the algebra
which are defined by their properties j 2 = k2 = −f 2 = −1, jk = kj = f , jf = fj = −k ,
kf = fk = −j . In addition, j , k , f commute with the complex imaginary unit i ∈ C.
It is easily verified that B (C) is a commutative algebra, which is said to be Segre
quaternions over complex numbers.
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Similarly to the case of bicomplex numbers, the algebra B (C) is conveniently
considered as the algebra B8 (R) over real numbers, that is

B8 (R) = {a0 + a1i + a2j + a3k + a4f + a5p + a6q + a7r} ,

where al, l = 0, 1, . . . 7 are real numbers and products of the imaginary units are defined
by the following Cayley table

1 i j k f p q r
1 1 i j k f p q r
i i -1 p q r -j -k -f
j j p -1 f -k -i r -q
k k q f -1 -j r -i -p
f f r -k -j 1 -q -p i
p p -j -i r -q 1 -f k
q q -k r -i -p -f 1 j
r r -f -q -p i k j -1

Proposition 1. The B8 (R) is 8-dimensional commutative algebra over R.
Proof. The commutativity of the multiplication follows directly from the Cayley

table for imaginary units. Associativity and distributivity are verified by direct cal-
culations. �

Idempotents of algebra B8 (R). Let us consider the following elements of B8 (R)

i1 =
1− f + p + q

4
; i2 =

1 + f − p + q
4

; (1)

i3 =
1 + f + p − q

4
; i4 =

1− f − p − q
4

.

Lemma 1. The elements i1, i2, i3, i4 satisfy the following conditions

1.
i21 = i1, i22 = i2, i23 = i3, i24 = i4. (2)

That is, i1, i2, i3, i4 are idempotents of B8 (R).

2. For k ̸= l
ik · il = il · ik = 0, k, l = 1, 2, 3, 4. (3)

3.
i1 + i2 + i3 + i4 = 1. (4)
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Proof.

1. By using the Cayley table, we obtain

i21 =
(
1− f + p + q

4

)2

=

1

16

(
1 + f 2 + p2 + q2 − 2f + 2p + 2q − 2fp − 2fq + 2pq

)
=

1

16
(4− 4f + 4p + 4q) =

1− f + p + q
4

= i1.

Much in the same way we can consider the rest of cases of Eqs. (2).

2.
i1 · i2 =

1− f + p + q
4

· 1 + f − p + q
4

=

1

16

(
1+f −p+q−f −f 2+fp − fq + p + pf − p2 + pq + q + qf − qp + q2

)
=

1

16
(1+f −p+q−f −1−q+p + p − q − 1− f + q − p + f + 1) = i2 · i1=0.

Similarly we can prove the rest of Eqs. (3).

3.
i1 + i2 + i3 + i4 =

1− f + p + q
4

+
1 + f − p + q

4
+

1 + f + p − q
4

+
1− f − p − q

4
= 1.

�
Principal ideals of algebra B8 (R). Consider an element x = x0 + x1i + x2j +

x3k + x4f + x5p + x6q + x7r of algebra B8 (R). Let us recall that a linear subspace

I (x ) = {yx : y ∈ B8 (R)} = B8 (R) x ⊂ B8 (R)

is called the principal ideal of algebra B8 (R) generated by x .
Denote by I(i1), I(i2), I(i3), I(i4) the principal ideals of algebra B8 (R) generating

by respective idempotents (1) as follows

I(ik) = B8 (R) ik = {yik,y ∈ B8 (R)} , k = 1, 2, 3, 4.

Proposition 2. If x ∈ I(i l), y ∈ I(im), where l ̸= m, then

x · y = 0.
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Proof. Since x ∈ I(il),y ∈ I(im) there exist x 0,y0 ∈ B8 (R) such that x = x 0i l,y =
y0im. Taking into account that algebra B8 (R) is commutative and Lemma 1, we have
xy = x 0y0i lim = 0. �

Theorem 1. Algebra
B8 (R)

can be written as the following direct sum (The Peirce decomposition)

B8 (R) = I(i1)⊕ I(i2)⊕ I(i3)⊕ I(i4).

Proof. Since as linear subspaces of space B8 (R) ideals I(i1), I(i2), I(i3), I(i4) are
orthogonal and I(ik) ∩ I(i l) = 0, k ̸= l considering Eq. (4) we conclude the proof of
the theorem. �

Taking into account properties of idempotents it is easily seen that elements of
ideals are zero-divisors of B8 (R).

Theorem 2. I(il) = Cil, l = 1, 2, 3, 4.

Proof. Let y ∈ I(i1). Then there exist y i ∈ R, i = 0, 1, . . . 7 such that

y = (y0 + y1i + y2j + y3k + y4f + y5p + y6q + y7r)i1 =

1

4
(y0 + y1i + y2j + y3k + y4f + y5p + y6q + y7r)−

1

4
(y0f + y1r − y2k − y3j + y4 − y5q − y6p + y7i)+

1

4
(y0p − y1j − y2i + y3r − y4q + y5 − y6f + y7k)+

1

4
(y0q − y1k + y2r − y3i − y4p − y5f + y6 + y7j ) =

(y0 − y4 + y5 + y6)i1 +
1

4
(y1 − y2 − y3 − y7)(i − j − k − r) =

((y0 − y4 + y5 + y6) + (y1 − y2 − y3 − y7)i)i1 = ci1,

where c = y0 − y4 + y5 + y6 + (y1 − y2 − y3 − y7)i is complex. �
Similarly we can prove the cases l = 2, 3, 4.
Theorem 1 makes it possible to reduce polynomial equations in B8 (R) to systems

of polynomial equations in the field of complex numbers as follows.
Let us consider a polynomial pm(w) = amw

m+am−1w
m−1+ . . .+a0, where w, ak ∈

B8 (R), k = 0, 1, ...,m. Our purpose is to study zeros of

pm(w) = 0. (5)
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In accordance with Theorem 1, we consider the following decomposition

ar = a
(1)
r + . . .+ a

(4)
r , r = 0, 1, . . .m,

w = w1 + . . .+ w4,
(6)

where a(p)r , wp ∈ I(ip). It should be noted that wiwj = 0 and a(i)r a
(j)
r = 0 for i ̸= j.

Substituting (6) into (5), we obtain the following system of polynomial equations

a
(1)
m wm

1 + a
(1)
m−1w

m−1
1 + . . .+ a

(1)
0 = 0,

a
(2)
m wm

2 + a
(2)
m−1w

m−1
2 + . . .+ a

(2)
0 = 0,

a
(3)
m wm

3 + a
(3)
m−1w

m−1
3 + . . .+ a

(3)
0 = 0,

a
(4)
m wm

4 + a
(4)
m−1w

m−1
4 + . . .+ a

(4)
0 = 0.

(7)

Considering Theorem 2, we have a(s)r = c
(s)
r is, wr

s = zrsis, where c(s)r , zs ∈ C.
Thus, taking is out of the s-th equation s = 1, 2, 3, 4 of the system, we obtain the

system of four equations in C as follows

c
(1)
m zm1 + c

(1)
m−1z

m−1
1 + . . .+ c

(1)
0 = 0,

c
(2)
m zm2 + c

(2)
m−1z

m−1
2 + . . .+ c

(2)
0 = 0,

c
(3)
m zm3 + c

(3)
m−1z

m−1
3 + . . .+ c

(3)
0 = 0,

c
(4)
m zm4 + c

(4)
m−1z

m−1
4 + . . .+ c

(4)
0 = 0.

(8)

Hence, we proved the following theorem

Theorem 3. Let {r(l)1 , r
(l)
2 , ..., r

(l)
m } be the set of complex zeros of c(l)m zml +c

(l)
m−1z

m−1
l +

. . .+ c
(l)
0 = 0, l = 1, 2, 3, 4.

Then the set S = S1 ⊕ S2 ⊕ S3 ⊕ S4, where Sk =
{
r
(k)
1 ik, r

(k)
2 ik, ..., r

(k)
m ik

}
, k =

1, 2, 3, 4 is the set of solutions of Eq. (5).

It is easily verified that Eq. (5) has m4 zeros.
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3. The isomorphic matrix algebra.

Let T0, T1, ..., T7 be 8× 8 matrices as follows

T0 =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


; T1 =



0 1 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0


;

T2 =



0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0


; T3 =



0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0


;

T4 =



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0


; T5 =



0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0


;

T6 =



0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0


; T7 =



0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0


.

It is easily verified that
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T0 T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7
T0 T0 T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7
T1 T1 −T0 T5 T6 T7 −T2 −T3 −T4
T2 T2 T5 −T0 T4 −T3 −T1 T7 −T6
T3 T3 T6 T4 −T0 −T2 T7 −T1 −T5
T4 T4 T7 −T3 −T2 T0 −T6 −T5 T1
T5 T5 −T2 −T1 T7 −T6 T0 −T4 T3
T6 T6 −T3 T7 −T1 −T5 −T4 T0 T2
T7 T7 −T4 −T6 −T5 T1 T3 T2 −T0

The result of multiplication is the same as for basis elements (identity and imaginary
units) of algebra B8 (R).

Let us introduce 8-dimensional matrix algebra over R

B8 =


7∑

j=0

xjTj , xj ∈ R

 .

Theorem 4. Algebra B8 is the exact regular representation of B8 (R).
Proof. Define the mapping τ(·) of B8 (R) onto B8 by the formula

τ(x ) = x0T0 + x1T1 + x2T2 + x3T3 + x4T4 + x5T5 + x6T6 + x7T7 (9)

for x = x0 + x1i + x2j + x3k + x4f + x5p + x6q + x7r .
Let us show that the mapping τ(·) defines an isomorphism of algebras B8 (R) and

B8. For x ,y ∈ B8 (R) we have

τ(x + y) = (x0 + y0)T0 + (x1 + y1)T1 + (x2 + y2)T2 + (x3 + y3)T3 + (x4 + y4)T4+

(x5 + y5)T5 + (x6 + y6)T6 + (x7 + y7)T7 =

7∑
j=0

xjTj +
7∑

j=0

yjTj = τ(x ) + τ(y).

τ(x ) · τ(y) =

 7∑
j=0

xjTj

 ·

 7∑
j=0

yjTj

 =

(x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 + x4y4 + x5y5 + x6y6 − x7y7)T0+

(x0y1 + x1y0 − x2y5 − x3y6 + x4y7 − x5y2 − x6y3 + x7y4)T1+

(x0y2 − x1y5 + x2y0 − x3y4 − x4y3 − x5y1 + x6y7 + x7y6)T2+

(. . . )T3 + (. . . )T4 + (. . . )T5 + (. . . )T6 + (. . . )T7 = τ(x · y).

It is easily seen that matrices Tj , j = 0, 1, . . . , 7 are linear independent. This implies
that τ(x ) = 0 if x = 0 and the kernel of homomorphism τ(·) is trivial, that is τ(·) is
the isomorphism. �
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Denote by ∆(x ) = det (τ(x )) . It is easily seen that x is a zero divisor if and only
if det (τ(x )) = 0.

4. Differentiation in B8 (R). Cauchy–D’Alamber conditions.
Let f : B8 (R) → B8 (R) is as follows

f (x ) = u0(x ) + u1(x )i + u2(x )j + u3(x )k + u4(x )f + u5(x )p + u6(x )q + u7(x )r ,

where uk(x ) = uk (x0, x1, . . . , x7) are some real functions of eight variables xj , j =
0, 1, . . . , 7.

Definition 1. The function f (x ) is called differential at x ∈ B8 (R) if there exists
the limit

lim
∆(h )̸=0,|h |→0

f (x + h)− f (x )
h

= f ′(x ),

and f ′(x ) does not depend on h .
Definition 2. A function f : B8 (R) → B8 (R) is called differential if it is differential

at every point x ∈ B8 (R).
Note that the differentiability of a function under consideration differs from the

concept of a monogenic function, which is studied in [6–9].
Theorem 5. A function

f(x) = u0(x) + u1(x)i+ u2(x)j+ u3(x)k+ u4(x)f+ u5(x)p+ u6(x)q+ u7(x)r

is differential if and only if functions uk(x) have continuous partial derivatives ∂uk(x)
∂xj

for all j, k = 0, 1, . . . , 7 and the following Cauchy-D’Alamber type conditions hold

∂u0
∂x0

=
∂u1
∂x1

=
∂u2
∂x2

=
∂u3
∂x3

=
∂u4
∂x4

=
∂u5
∂x5

=
∂u6
∂x6

=
∂u7
∂x7

;

∂u1
∂x0

= −∂u0
∂x1

=
∂u5
∂x2

=
∂u6
∂x3

=
∂u7
∂x4

= −∂u2
∂x5

= −∂u3
∂x6

= −∂u4
∂x7

;

∂u2
∂x0

=
∂u5
∂x1

= −∂u0
∂x2

=
∂u4
∂x3

= −∂u3
∂x4

= −∂u1
∂x5

=
∂u7
∂x6

= −∂u6
∂x7

;

∂u3
∂x0

=
∂u6
∂x1

=
∂u4
∂x2

= −∂u0
∂x3

= −∂u2
∂x4

=
∂u7
∂x5

= −∂u1
∂x6

= −∂u5
∂x7

;

∂u4
∂x0

=
∂u7
∂x1

= −∂u3
∂x2

= −∂u2
∂x3

=
∂u0
∂x4

= −∂u6
∂x5

=
∂u5
∂x6

=
∂u1
∂x7

;

∂u5
∂x0

= −∂u2
∂x1

= −∂u1
∂x2

=
∂u7
∂x3

= −∂u6
∂x4

=
∂u0
∂x5

= −∂u4
∂x6

=
∂u3
∂x7

; (10)

∂u6
∂x0

= −∂u3
∂x1

=
∂u7
∂x2

= −∂u1
∂x3

= −∂u5
∂x4

= −∂u4
∂x5

=
∂u0
∂x6

=
∂u2
∂x7

;

∂u7
∂x0

= −∂u4
∂x1

= −∂u6
∂x2

= −∂u5
∂x3

=
∂u1
∂x4

=
∂u3
∂x5

=
∂u2
∂x6

= −∂u0
∂x7

.
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Proof. Let a function f be differentiable in the above sense.
Denote by e0 = 1, e1 = i , . . . , e7 = r . To obtain Conditions (10) we consider the
following limits

lim
t→0

f (x + te l)− f (x )
te l

=

7∑
i=0

∂ui
∂xl

e ie−1
l . (11)

Since the right-hand side of Eq. (11) does not depend on the index l we have

7∑
i=0

∂ui
∂x0

e i =

7∑
i=0

∂ui
∂x1

e ie−1
1 = . . . =

7∑
i=0

∂ui
∂x7

e ie−1
7 . (12)

Taking into account that e−1
1 = i−1 = −i , . . . , e−1

4 = f −1 = f , . . . , e−1
7 = r−1 =

−r it follows from Eqs. (12) conditions (10).
On the contrary, let the functions ui, i = 0, 1, . . . , 7 have continuous firsts partial

derivatives and satisfy Cauchy-D’Alamber type conditions (10). Then for every j =
0, 1, . . . , 7, we have

uj(x + h)− uj(x ) =
7∑

i=0

∂uj(x )
∂xi

hi + o(|h |), (13)

where o(|h |)
|h | → 0 as |h | → 0.

Let us put ck = ∂uk(x )
∂x0

. Considering Cauchy-D’Alamber type conditions (10) it
follows from Eq. (13) that

f (x + h)− f (x ) =
7∑

j=0

(uj(x + h)− uj(x )) ej =
7∑

j=0

7∑
i=0

∂uj(x )
∂xi

hiej + o(|h |)

=

 7∑
j=0

∂uj(x )
∂x0

ej

( 7∑
i=0

hie i

)
+ o(|h |).

Thus,

lim
∆(h )̸=0,|h |→0

f (x + h)− f (x )
h

=

7∑
j=0

∂uj(x )
∂x0

ej =

7∑
j=0

cjej = f ′(x ).

�
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А.О. Погоруй, Т.Ю. Коломiєць
Деякi алгебраїчнi властивостi комплексних кватернiонiв Сегре.
Алгебра кватернiонiв Сегре чи бiкомплексних чисел Сегре була введена та вперше вивчалась
iталiйським математиком К. Сегре в 1892 роцi. Перевага цiєї чотиривимiрної алгебри над по-
лем дiйсних чисел, або двовимiрної алгебри Клiффорда над комплексними числами, полягає
у комутативностi множення її елементiв, що сприяє її застосуванню до дослiдження рiзно-
манiтних важливих проблем математики, фiзики, навiгацiї тощо. Наприклад, на вiдмiну вiд
кватернiонiв, не потрiбно розглядати окремо правi та лiвi похiднi функцiї чи окремо вивчати
полiноми з коефiцiєнтами на спецiальних мiсцях.
Основним об’єктом дослiдження цiєї роботи є алгебра комплексних кватернiонiв Сегре, що є
узагальненням бiкомплексних чисел до алгебри кватернiонiв Сегре над полем комплексних
чисел за аналогiєю узагальнення кватернiонiв до комплексних кватернiонiв, яке добре вив-
чене i має ряд застосувань у математичнiй фiзицi. У статтi розглянуто основнi алгебраїчнi
та аналiтичнi властивостi алгебри кватернiонiв Сеґре над полем комплексних чисел B (C).
Показується, що ця алгебра має зображення у виглядi восьмивимiрної комутативної алгебри
B8 (R) над полем дiйсних чисел. Для алгебри B8 (R) складена таблиця множення базисних
елементiв (таблиця Келi). Знайденi iдемпотенти алгебри та наведенi їх основнi властивостi.
За допомогою головних iдеалiв, побудованих на iдемпотентах, розглянуто розклад Пiрса та
визначено дiльники нуля алгебри як елементи iдеалiв.
Дослiджено структуру нулiв многочлена в комплексних кватернiонах Сеґре шляхом зведення
його до системи чотирьох полiномiальних рiвнянь над полем комплексних чисел. Для цього
доведено теорему про зображення головних iдеалiв у виглядi добутку довiльного комплекс-
ного числа на вiдповiдний iдемпотент алгебри. У статтi наводиться iзоморфне матричне по-
дання B8 алгебри B8 (R). Для цього кожен базисний елемент алгебри записаний вiдповiдною
восьмивимiрною матрицею та таблиця Келi множення цих елементiв.
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Також у роботi дослiджуються умови диференцiйованостi функцiї на алгебрi B8 (R), а саме, от-
риманi умови типу Кошi–Рiмана, якi є достатнiми для того, щоб функцiя на алгебрi комплексних
кватернiонiв Сеґре була диференцiйованою.

Ключовi слова: кватернiони, алгебра Сегре, рoзклад Пiрса, полiноми.
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COLLECTIVES OF AUTOMATA ON INFINITE GRID GRAPH WITH
DETERMINISTIC VERTEX LABELING

Automata walking on graphs are a mathematical formalization of autonomous mobile agents with
limited memory operating in discrete environments. Under this model broad area of studies of the
behaviour of automata in finite and infinite labyrinths (a labyrinth is an embedded directed graph
of special form) arose and intensively developing. Research in this regard received a wide range of
applications, for example, in the problems of image analysis and navigation of mobile robots. Automata
operating in labyrinths can distinguish directions, that is, they have a compass. This paper examines
vertex labellings of infinite square grid graph thanks to these labellings a finite automaton without a
compass can walk along graph in any arbitrary direction. The automaton looking over neighbourhood
of the current vertex and may move to some neighbouring vertex selected by its label. We propose a
minimal deterministic traversable vertex labelling that satisfies the required property. A labelling is
said to be deterministic if all vertices in closed neighbourhood of every vertex have different labels.
It is shown that minimal deterministic traversable vertex labelling of square grid graph uses labels
of five different types. Minimal deterministic traversable labelling of subgraphs of infinite square grid
graph whose degrees are less than four are developed. The key problem for automata and labyrinths
is the problem of constructing a finite automaton that traverse a given class of labyrinths. We say
that automaton traverse infinite graph if it visits any randomly selected vertex of this graph in a finite
time. It is proved that a collective of one automaton and three pebbles can traverse infinite square grid
graph with deterministic labelling and any collective with fewer pebbles cannot. We consider pebbles as
automata of the simplest form, whose positions are completely determined by the remaining automata
of the collective. The results regarding to exploration of an infinite deterministic square grid graph
coincide with the results of A.V. Andzhan (Andzans) regarding to traversal of an infinite mosaic
labyrinth without holes. It follows from above that infinite grid graph after constructing a minimal
traversable deterministic labelling on it and fixing two pairs of opposite directions on it becomes an
analogue of an infinite mosaic labyrinth without holes.
MSC: 68R10, 05C85, 68Q45, 68T40.
Keywords: square grid graph, graph-walking automaton, vertex labelling, collective of automata.

Introduction

Automata walking on graphs are a mathematical formalization of autonomous mobile
agents with limited memory operating in discrete environments. Under this model broad
area of studies of the behaviour of automata in finite and infinite labyrinths (a labyrinth
is an embedded directed graph of special form) arose and intensively developing [1,
2]. Research in this regard received a wide range of applications, for example, in the
problems of image analysis and navigation of mobile robots [3]. The results for automata
and labyrinths are based on the important assumption that automata operating in
labyrinths can distinguish directions, that is, they have a compass [4, 5]. This paper
discusses automata without compass, that is, they do not distinguish between the
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directions and relative positions of the vertices. Such restriction of capabilities makes
the behaviour of automata on the graph much more complicated. For example, the
problem of preserving the movement direction on the graph is trivial for an automaton
with a compass, but for an automaton without a compass it requires using additional
equipments and development of methods for their usage [6]. This poses the problem
of enrichment of the graph model (by adding some preferably minimal properties) to
ensure that the automaton could move along graph in any arbitrarily chosen direction.
The most natural enhancement of a graph is to label its structural elements: vertices,
edges, incidentors, etc. The automaton gets an opportunity to read labels in a local
neighbourhood of the current vertex and use them for movement. This article deals
with the vertex-labelled graphs.

1. Problem formulation.
This paper sets out to consider two related problems.
1) Let some labels (colours) be assigned to the vertices of the square grid graph,

and let an automaton be able to receive at the input the label of the current vertex and
the labels of all vertices from its neighbourhood. The automaton can move between
adjacent vertices by selecting a target vertex by its label. Does there exists a vertex
labelling such that using it an automaton can move along a graph in any arbitrarily
chosen direction?

2) If the first is possible, then does there exists an automaton that traverse such
labelled graph, having the only ability to read the vertex labels from a closed neigh-
bourhood of the current vertex?

In addition to the question of labelling existence, there is the question of minimizing
the amount of label types that is also worth studying.

2. Basic definitions.
Let Z denote the set of integers, and let N denote the set of natural numbers. We

will use the symbol Zn to denote the set {0, 1, ..., n− 1} for any n ∈ N.
We will use standard terminology for graphs (we refer the reader to [7]).
The path graph Pn is a tree with two nodes of vertex degree 1, and the other

n − 2 nodes of vertex degree 2. A 1-way infinite path graph (or a ray) P+∞ is a
graph which isomorphic to the graph with vertex set {vi : i = 1, 2, . . . } and edge set
{(vi, vi+1) : i = 1, 2, . . . }. A 2-way infinite path graph (or a double ray) P∞ is a graph
which isomorphic to the graph with vertex set {vi : i = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } and edge
set {(vi, vi+1) : i = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }. An infinite two-dimensional grid graph G∞

is the graph cartesian square of 2-way infinite path graph. A 2-way infinite ladder graph
G(∞,2) is the graph cartesian product of P∞ and P2. A rectangle graph G(n,m) is the
graph cartesian product of Pn and Pm.

We will use the embedded square grid graph, which vertices corresponds to the
distinct points of the integer lattice Z2 and two vertices are connected by an edge if
and only if the corresponding points are at distance 1. Suppose that the name of the
vertex of the embedded graph is the coordinates of the corresponding point on the
plane. A half-grid graph is the subgraph of the embedded graph G∞ induced by the set
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of vertices lying on one side from an infinite straight line including vertices that are on
the line. The line is called the half-grid boundary. An angle graph is the subgraph of
the embedded graph G∞ induced by the set of vertices that are between two different
half-lines sharing a common starting vertex including vertices that are on half lines.
Half-lines are called the sides of the angle, and their common vertex is called the vertex
of the angle. The value of the angle is the value of the geometric angle between its
sides. A stripe graph is the subgraph of the embedded graph G∞ induced by the set
of vertices that are between two parallel lines including vertices that are on lines. The
lines are called the borders of the stripe, their direction is called the direction of the
stripe, and the distance between them is called the width of the stripe. A half-stripe
graph is the subgraph of a stripe graph induced by the part of the stripe vertices that
are on one side from a straight line crossing the stripe borders. A segment of this line,
enclosed between the borders of the stripe, is called the end of the half-stripe.

A labelled graph is a simple connected vertex-labelled graph G = (V,E,M, µ),
where V is a set of vertices, E is a set of edges, M is a set of labels, µ : V → M is
a surjective labelling function. The open neighbourhood Ov of a vertex v ∈ V is the
set of all vertices adjacent to v. A neighbourhood in which v itself is included, called
the closed neighbourhood and denoted by O(v). A multiset of labels of all vertex from
O(v) is called the labelling of vertex v neighbourhood and denote by µ (Ov). A walk in
graph G is a series of vertices p = v1 . . . vk such that (vi, vi+1) ∈ E, i = 1, . . . , k − 1.
The positive integer k (the number of vertices) is the length of p. The label µ(p) of the
walk p is a word w = µ (v1) . . . µ (vk) in label alphabet M . We say that the word w is
defined by the vertex v1.

A graph-walking automaton on labelled graphG is a sextupleA = (S,X, Y, s0, φ, ψ),
where S is a finite set of internal states, X = {(a0, {a1, . . . , ak}) | ai ∈M, 0 6 i 6 k} is
a finite input alphabet (a0 is a current vertex label, {a1, . . . , ak} is a set (or multiset)
of labels of all vertices on the current neighbourhood, k is a degree of the current
vertex), Y = M is a finite output alphabet (y = a means that the automaton moves
from the current vertex to an adjacent vertex with the label a), s0 ∈ S is the initial
state, φ : S ×X → S is a transition function, ψ : S ×X → Y is an output function.
Automaton operates as follows: observes the labelling of current vertex neighbourhood,
chooses some label, and moves to the vertex with this label. The automaton does not
have a compass, that is, it does not distinguish directions and relative position of
vertices. Therefore, it does not distinguish vertices with the same labels. It is shown
in [6] that automaton without additional resources cannot maintain movement direction
on the graph all whose vertices are unlabelled or, equivalently, are labelled with the
same label. Let an automaton A at a moment of time t be at a vertex v(t) of the
embedded graph G∞. The automaton movement is called uniform and directional if
there exists natural period T such that v(t+T )− v(t) = v(t+2T )− v(t+T ) holds for
any moment of time t.

We will consider a collective of interacting automata A = (A1, . . . , Am). In addition
to information about labelling each automaton Ai also receives information about
presence of other automata from collective in the closed neighbourhood of current
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vertex. We call A the collective of automata without a compass if any component of A
is an automaton without a compass. Further we will consider only such collectives.

Let J ⊂ {1, . . . ,m}. A subsystem (Aj)j∈J of the collective A of interacting automata
is called the pebbles in collective A if for all j ∈ J the following conditions hold: (1)
Aj has a single inner state; (2) Aj can only move if there is an automaton Ai (i ̸∈ J)
on the same vertex, and Aj can only move to the same vertex as Ai. For non-pebble
automata pebbles play the role of external memory.

We will provide more precise definitions. Here P(S) denotes the set of all subsets
of an arbitrary set S. Let I be a set of indices, and let {Si|i ∈ I} be a family of sets.
We will denote by T ({Si|i ∈ I}) the set of all partial transversal of this family and
by definition partial transversal contains no more than one element from each Si. Note
that the empty set is also a partial transversal.

The collective A = (A0, A1, . . . , Am) consisting of one automaton A0 and m pebbles
A1, ..., Am is called the collective of interacting automata of type (1,m).
Let I = {0, 1, . . . ,m}. Each automaton Ai from collective A is a sextuple
Ai =

(
Si, Xi, Yi, s

i
0, φi, ψi

)
, where Si is a finite set of internal states,Xi = {(α0, {α1, . . . ,

αk}) |α0, α1, . . . , αk ∈M × T ({Sj |j ∈ I \ {i})} is a finite input alphabet (here α0

denotes the label of the current vertex (pr1 (α0)) and automata placed on it (pr2 (α0)),
and multiset {α1, . . . αk} denotes the labels of vertices from neighbourhood of current
vertex and automata placed on them); Yi = M × P (I \ {i}) ∪ {h} is a finite output
alphabet (here y = h means ”stay at the current vertex”, y ∈ Yi \ {h} means ”move
to the vertex with label pr1 (y), on which there are automata from the list pr2 (y) and
only they”, pr2(y) = ∅ means that there are no other automata in the target vertex);
si0 ∈ Si is an initial state; φi : Si ×Xi → Si is a transition function; ψi : Si ×Xi → Yi
is an output function. For any pebble Aj , 1 6 j 6 m the following conditions are true:
(1) Sj =

{
sj0

}
; (2) for any x = (α0, {α1, . . . , αk}) ∈ Xj either ψj

(
sj0, x

)
= h, or if

ψj

(
sj0, x

)
= y ̸= h, then there exists s ∈ S0 such that s ∈ pr2 (α0) and ψ0 (s, x

′) = y,

where x′ =
((
pr1 (α0) , (pr2 (α0) \ {s}) ∪

{
sj0

})
, {α1, . . . , αk}

)
.

The behaviour of collective A = (A0, A1, . . . , Am+1) of type (1,m) on graph G
is the sequence π (A, G): (x⃗0, s⃗0, y⃗0), ..., (x⃗t, s⃗t, y⃗t), (x⃗t+1, s⃗t+1, y⃗t+1), ..., where x⃗t =(
x1t , . . . , x

m+1
t

)
, xjt =

(
αj
0t
,
{
αj
1t
, . . . αj

tk

})
∈ Xj , s⃗t =

(
s1t , . . . , s

m+1
t

)
, sjt ∈ Sj y⃗t =(

y1t , . . . , y
m+1
t

)
, yjt ∈ Yj (0 6 j 6 m) such that sjt+1 = φj

(
sjt , x

j
t

)
, yjt+1 = ψj

(
sjt , x

j
t

)
.

Suppose that all automata from the collective A are placed on the same vertex of
the graph G at the initial moment of time.

3. Vertex labelling sufficient for directional movement.
Consider an embedding of graph G∞ on the plane Z2. Let’s choose two pairs of

opposite directions on graph G∞ corresponding to the abscissas and ordinates axes
of the plane Z2. We call these directions basic. It easy to check that the movement
of the automaton in any fixed direction different from the basic can be represented
as a combination of moves in the basic ones by increasing the number of states of
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the automaton. Hence we can restrict ourselves to considering automata moving only
in the basic directions. A labelling is said to be periodic in direction (q, r) ∈ Z2 if
µ(i+ q, j + r) = µ(i, j) for all i, j ∈ Z. We call a labelling traversable if by using it an
automaton can move along graph in any directions. A vertex labelling that minimize
the number of labels needed for a given graph G is called a minimum vertex labelling
of G.

We call a labelling function µ deterministic (or D-labelling) if all vertices in closed
neighbourhood of any vertex have different labels. A labelling graph with deterministic
labelling function is said to be deterministic (or D-graph). In [8] it is proved that
following properties follow from the D-graph definition: (1) for any graph vertex any
word in alphabet M defines no more than one path from this vertex; (2) the distance
between two vertices with the same labels greater than or equal to 4. These properties
enable targeted movement of a graph-walking automaton along D-graph. For example,
if we know labels of the paths connecting the vertices of the graph with each other,
then we can construct an automaton which can move along these paths.

Theorem 1. For a minimal traversable deterministic labelling of G∞ it is necessary
and sufficient to have five types of labels.

Proof. Consider an embedding of graph G∞ on the plane Z2. For any vertex v
of graph G∞ the equality

∣∣O(v)

∣∣ = 5 holds. Therefore five types of labels needed for
D-labelling of closed neighbourhood of this vertex. Let M = {a, b, c, d, e}. We will
choose an arbitrary vertex (i, j) of embedded graph G∞ and define the labelling of
neighbourhood of this vertex as follows: µ ((i, j)) = a, µ ((i+ 1, j)) = b, µ ((i, j + 1)) =
c, µ ((i− 1, j)) = d, µ ((i, j − 1)) = e (consult Fig. 1(a) for illustration). By definition
of the D-labelling it follows that vertex (i+1, j +1) must be labelled with either label
d or label e. Let µ ((i+ 1, j + 1)) = e. Then, by definition of D-labelling, it follows
that ((i− 1, j + 1)) = b, µ ((i− 1, j − 1)) = c, and µ ((i+ 1, j − 1)) = d. We continue
labelling in this fashion obtaining µ ((i+ 2, j)) = c, µ ((i, j + 2)) = d, µ ((i− 2, j)) = c,
µ ((i, j − 2)) = b (consult Fig. 1(b) for illustration).

Note that after performing these steps for each label from M there exists a vertex
labelled by this label such that all vertices from its neighbourhood are already labelled.
For the label a it is the vertex (i, j), for the label b, the vertex (i+ 1, j), for the label
c , the vertex (i, j + 1), for the label d, the vertex (i − 1, j), and for the label e, the
vertex (i, j−1). Using labelling of the neighbourhoods of these vertices as the patterns
for further labelling, we obtain a deterministic subgraph of the graph G∞, shown in
Fig. 1(c).

For labelling of neighbourhood of vertex (i + 2, j + 2), µ ((i+ 2, j + 2)) = b, we
will use corresponding pattern i.e. the labelling of the neighbourhood of the vertex
(i+ 1, j), µ ((i+ 1, j)) = µ ((i+ 2, j + 2)). Vertex (i+ 3, j + 2) will labelled by label c
as a result. Note that µ ((i+ 3, j + 2)) = µ ((i− 2, j + 2)). We will continue labelling by
using corresponding patterns and obtain that µ ((i+ 3, j + 1)) = µ ((i− 2, j + 1)) =
a, µ ((i+ 3, j)) = µ ((i− 2, j)) = e, µ ((i+ 3, j − 1)) = µ ((i− 2, j − 1)) = b, and
µ ((i+ 3, j − 2)) = µ ((i− 2, j − 2)) = d. It is easy to check that µ ((i, j)) = µ ((i+ 5k, j))
holds for all i, j, k ∈ Z provided that corresponding labelling patterns are used. Similarly
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Fig. 1. A minimal D-labelling of graph G∞.

we obtain that µ ((i, j)) = µ ((i, j + 5l)) holds for all i, j, l ∈ Z provided that corres-
ponding labelling patterns are used. It follows from above that we can construct D-
labelling of graph G∞ provided that corresponding labelling patterns are used. Thus,
it is necessary and sufficient to have labels of five different types to construct a minimal
D-labelling of the graph G∞.
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Fig. 2. A minimal traversable D-labelling of graph G∞.

We next prove that the minimal D-labelling described above is traversable. Without
loss of generality we can assume that a = 0, b = 1, c = 2, d = 4, c = 3. We will define
labelling of neighbourhood of any vertex (i, j) of embedded graph G∞ by the following
condition: if µ ((i, j)) = x, x ∈M , then µ ((i+ 1, j)) = x⊕51, µ ((i− 1, j)) = x⊕5(−1),
µ ((i, j + 1))x ⊕5 2, µ ((i, j − 1)) = x ⊕5 (−2), where ⊕5 denote modulo 5 addition
(consult Fig. 2 for illustration). Let graph G∞ labelled in accordance with the above
rule. Since the automaton ”sees” only vertex labels and not their names, it follows that
we must set the directions on the D-graph G∞ in the language ”understandable” to the
automaton. Let the automaton is on the vertex (i, j) with label a ∈ M . We will say
that the vertex with label a ⊕5 1 (i.e. the vertex (i + 1, j)) is in the ”east”, the vertex
with label a ⊕5 (−1) (i.e. the vertex (i − 1, j)) is in the ”west”, the vertex with label
a⊕52 (i.e. the vertex (i, j+1)) is in the ”north”, and the vertex with label a⊕5 (−2) (i.e.
the vertex (i, j − 1)) is in the ”south”. Then ”east” denotes the direction (1, 0), ”west”,
the direction (−1, 0), ”north”, the direction (0, 1), and ”south”, the direction (0,−1).
Moving eastward the automaton every times moves to a vertex whose label is equal
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to the sum modulo 5 label of the current vertex and 1. The movements to the ”west”,
”north” and ”south” are determine similarly.

If the automaton only moves in one of four basic directions (”east”, ”west”, ”north”
or ”south”) then the equality v(t + T ) − v(t) = v(t + 2T ) − v(t + T ) holds for T = 1
for any time moment t. This means that directional movement of the automaton is
uniform.

This finished the proof. �
Corollary 1.1. For a minimal traversable deterministic labelling of any subgraph

of G∞ with maximum degree 4 it is necessary and sufficient to have five types of labels.
Consider minimal traversable D-labellings of subgraphs of the graph G∞, whose

degrees are less than 4.
Theorem 2. For a minimal traversable deterministic labelling of G(∞,2) it is ne-

cessary and sufficient to have five types of labels.
Proof. Consider an embedding of graph G∞,2 on the grid Z× Z2. For any vertex v

of graph G∞,2 the equality
∣∣O(v)

∣∣ = 4 holds. Therefore four types of labels needed for
D-labelling of closed neighbourhood of this vertex.
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Fig. 3. A minimal D-labelling of graph G(∞,2).

Let M = {a, b, c, d}. We will choose an arbitrary vertex (i, 0) of embedded graph
G∞,2 and define labelling of neighbourhood of this vertex as follows: µ ((i, 0)) = a,
µ ((i+ 1, 0)) = b, µ ((i, 1)) = c, µ ((i− 1, 0)) = d (consult Fig. 3(a) for illustration). By
definition of D-labelling, the vertex (i+ 1, 1) should be labelled by label d, the vertex
(i−1, 1), by label b. After that, the vertices (i−2, 0) and (i+2, 0) should be labelled by
label c, the vertices (i−2, 1) and (i+2, 1), by label a (consult Fig. 3(b) for illustration).
We continue labelling in this fashion and obtain D-labelling of graph G∞,2 with four
type of labels.

Let us check if this labelling is traversable. For the subgraph shown in Fig. 3(b),
the equality µ ((i, 0)) = µ ((i+ 2, 1)) = a holds. Regardless of which vertex (i, 0) or
(i+2, 1) the automaton is on, its movement to a vertex with label b is the movement in
the direction (1, 0), and its movement to a vertex with label d is the movement in the
direction (−1, 0). But in the case of the vertex (i, 0), the automaton movement to the
vertex with label c is a movement in the direction (0, 1), and in the case of the vertex
(i+ 2, 1), the movement in the direction (0,−1). Therefore, four different labels is not
enough for a minimal traversable D-labelling of the graph G∞,2.

A traversable D-labelling of the graph G with five types of labels exists due to the
fact that G(∞,2) is a subgraph of the graph G∞. This finished the proof. �
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Theorem 3. For a minimal traversable deterministic labelling of P∞ it is necessary
and sufficient to have three types of labels.

Proof. Consider an embedding of graph P∞ on the one-dimensional grid Z × Z1.
For any vertex v of graph P∞ the equality

∣∣O(v)

∣∣ = 3 holds. Therefore three types of
labels needed for D-labelling of closed neighbourhood of this vertex. We will choose an
arbitrary vertex v of the graph P∞. Let O(v) = {v, r, t}, µ(r) = a, µ(v) = b, µ(t) = c,
{a, b, c} ⊆ M . Next let h ∈ O(r) and q ∈ O(t), then vertex h is at a distance of 4 from
vertex t and can be labelled by label c. Similarly vertex q is at a distance of 4 from
vertex r and can be labelled by label a. We continue labelling in this fashion and obtain
D-labelling of graph P∞ with three type of labels. Therefore, such labelling is minimal.

Let (i, 0) ∈ Z×Z1 be an arbitrary vertex of embedded graph P∞ with minimal D-
labelling. By definition of D-graph it follows that µ ((i, 0)) ̸= µ ((i+ 1, 0)), µ ((i, 0)) ̸=
µ ((i+ 2, 0)) and µ ((i+ 1, 0)) ̸= µ ((i+ 2, 0)). As shown above µ ((i, 0)) = µ ((i+ 3, 0)).
Since the vertex (i, 0) is chosen arbitrarily, it follows from the last equality that the
minimal D-labelling of the graph P∞ is periodic in the direction 3.

Next we prove that the minimal D-labelling of graph P∞ is traversable. Without loss
od generality we can assumeM = {0, 1, 2}. In this case if µ(v) = a, a ∈M , then vertices
adjacent to v have labels b = a ⊕3 1 and c = a ⊕3 (−1), where ⊕3 denotes addition
modulo 3. Using this labelling, an automaton can move in two opposite directions,
which we will nominally call ”east” and ”west”. Let the automaton is on a vertex with
label a. Moving eastward the automaton every time moves to a vertex with label b, and
moving westward, to a vertex with label c.

Let the automaton only moves eastward (or only westward), then the equality v(t+
T ) − v(t) = v(t + 2T ) − v(t+ T ) holds for T = 1 for any time moment t. This means
that directional movement of the automaton is uniform. This finished the proof. �

4. Capabilities of a single automaton upon traversing G∞.
The infinite grid graph after constructing a minimal traversable deterministic la-

belling on it and fixing two pairs of opposite directions on it becomes an analogue of
an infinite mosaic labyrinth without holes [1, 2]. The key problem for automata and
labyrinths is the problem of constructing a finite automaton that traverse a given class
of labyrinths, that is, an automaton in the initial state is placed at any vertex of any
labyrinth from this class, and must visit all vertices of this labyrinth up to some moment
of time [9]. We say that automaton traverse infinite graph G∞ if it visits any randomly
selected vertex of the graph in a finite time. In his paper [10], Andzhan prove that
a collective of one automaton and three pebbles can traverse infinite mosaic labyrinth
without holes and any collective with fewer pebbles cannot. We will show that methods
and algorithms proposed in this work can be used to traverse infinite grid D-graph after
modification associated with a changed concept of direction.

Theorem 4. Any single automaton cannot explore D-graph G∞.
Proof. Let automaton A infinitely moves along D-graph G∞. We first prove that

there are at least two labels such that the automaton visits the vertices labelled with
these labels infinitely many times whatever its trajectory. Without loss of generality we
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can assume M = {a, b, c, d, e} and graph G∞ is marked as shown in Fig.4(a). Assume to
the contrary that there is an infinite trajectory of automaton such that the number of
entries in corresponding word is finite for any label. Let the automaton no longer visits
vertices with label e from moment of time t1 but visits vertices with labels a, b, c, and
d (consult Fig. 4(b) for illustration). Next, let the automaton no longer visit vertices
with label d from moment of time t2 but visits vertices with labels a, b, and c (consult
Fig. 4(c) for illustration). Finally, let the automaton no longer visit vertices with label
c from moment of time t3 but visits vertices with labels a and b (consult Fig. 4(d) for
illustration). Since the automaton moves infinitely, we have that it will endlessly move
between two adjacent vertices with labels a and b from moment of time t3. No further
number of labels reduction possible. We have arrived at a contradiction. Hence the
automaton visits the vertices with the same label infinitely many times when moving
along the graph. Among them there exists vertices vi and vj on which the automaton
A are in the same internal state. Since the behaviour of A depends only on internal
state it follows that A will move from vertex v(j) in the same direction as from vertex
v(i) i.e. µ (v(j + 1)) = µ (v(i+ 1)). Then v(j + 1) − v(i + 1) = v(j) − v(i). From the
obvious equality v (i+ (j − i)) = v(i) + (v(j)− v(i)) it follows that v (t+ (j − i)) =
v(t) + (v(j)− v(i)) holds for all t > i.
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Fig. 4. Reduction of the number of labels using in automaton movement. (A) no reduction, (b) after
the ban on use ”e”, (c) after the ban on use ”d” and ”e”, (d) after the ban on use ”c”, ”d”, and ”e”.

We next prove that periodic trajectory of the automaton is inside some half-stripe.
Let us draw a line l passing through the vertices vi and vj mentioned above. It follows
from above that this line will passing through infinite amount of vertices belonging
to the trajectory of the automaton A. Line l divides graph D∞ into two half-grid
subgraphs. Let us choose any of these subgraphs and find on it a vertex that belongs to
the trajectory of the automaton and is the most distant from line l. We will draw a line
passing through this vertex and parallel to the line l. This line is the first bound of the
desired half-stripe. Since the trajectory of automaton is periodic, it follows that there
are infinitely many vertices belong to both first bound and trajectory of automaton.
The bound of the second half-stripe is drawn on the other subgraph in a similar way.
Finally let us draw a line perpendicular to the bounds and passing through initial
vertex of the trajectory of automaton. The set of vertices bounded by these lines forms
desired half-stripe. From the obvious fact that any half-stripe don’t cover graph 1, it
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follows that the statement of the theorem is true. This finished the proof. �
Corollary 4.1. Any single automaton cannot explore D-graphs G(+∞,∞) and G(∞,n).
5. Capabilities of automaton with one pebble upon traversing G∞.
The impossibility to explore D-graph G∞ by a single automaton poses the problem

of possible enrichment of the automaton model which is able to solve exploration
problem. Several enrichments are suggested. One of the most natural approaches is
to give the automaton an ability to place additional labels on the vertices of the graph
(or paint the vertices in some colours) [9]. In essence, the ability to colour vertices means
that the automaton possesses an unbounded external memory, which greatly increases
its possibilities. Another enhancement of a single automaton is a system of interacting
automata referred to as a collective. In contrast to a single automaton a collective
analyses a graph with regard for positions of its members there. If some members
of the collective are automata of the simplest form whose positions are completely
determined by the remaining automata of the collective then these simplest automata
are called pebbles.

Theorem 5. Any collective of one automaton and one pebble cannot explore D-
graph G∞.

Proof. Consider a collective of one automaton A0 and one pebble A1. The proof is
by case analysis. There are two cases:

1. A0 and A1 move together all the time.
2. A0 can move away from A1.
Case 1: Suppose that automaton A0 and pebble A0 move together all the time.

Then collective (A0, A1) operates like single automaton and cannot explore D-graph
G∞ by Theorem 4.

Case 2: Suppose that automaton A0 can move away from pebble A1. This case splits
into two subcases:

Case 2.1: A0 and A1 are together at the same vertex infinitely many times.
Case 2.2: A0 and A1 are together at the same vertex only a finite number of times.
Case 2.1: Suppose that automaton A0 and pebble A1 are together at the same vertex

infinitely many times. Consider the infinite sequence of vertices on which A0 and A1

meet each other. In this sequence there is an infinite subsequence consisting of vertices
with the same label. Among these vertices there are vertices v(i) and v(j), i < j, on
which the automaton was in the same internal state. Since the behaviour of collective
(A0, A1) depends only on the state of automaton A0 it follows that collective (A0, A1)
will move from vertex v(j) in the same direction as from vertex v(i). As in the proof of
Theorem 4 we obtain that trajectory of collective (A0, A1) is periodic. Therefore this
collective cannot explore D-graph G∞.

Case 2.2: Suppose that automaton A0 and pebble A1 are together at the same
vertex only a finite number of times. Let v(k) be the last vertex on which A0 and A1

were together. Then there exists two moments of time t′ and t′′, k < t′ < t′′, such that
automaton A0 is in the same internal state on the vertices v (t′) and v (t′′), µ (v (t′)) =
µ (v (t′′)). As in the proof of Theorem 4 we obtain that trajectory of automaton A0 is
periodic. Therefore collective (A0, A1) cannot explore D-graph G∞.
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This finished the proof. �
Corollary 5.1. Any collective of one automaton and one pebble cannot explore any

deterministic stripe graph.
6. Capabilities of automaton with two pebbles upon traversing G∞.
Theorem 6. Any collective of one automaton and two pebble cannot explore D-

graph G∞.
Proof. The idea of the proof is similar to that of Theorem 3 in [10]. Let automaton

A0 and pebbles A1, A2 are placed on the vertex v(0) at the initial moment of time
t = 0. Let predicate R0,1(t) denote that A0 and A1 are on the same vertex at the
moment of time t, and predicate R0,2(t) denote the similar statement for A0 and A2.
We will denote by s(t) the inner state of automaton A0 at the moment of time t. By
D1,2(t) denote the distance between A1 and A2 at the moment of time t.

If R0,1(t) holds only for a finite amount of natural t then after last rendezvous with
A2 the automaton A0 and the pebble A2 operate like a collective of one automaton and
one pebble. Therefore this collective cannot explore D-graph G∞ by Theorem 5 and
the statement of the theorem is satisfied. The same reasoning applies to the case where
R0,2(t) holds only for a finite amount of natural t. Further, we assume that R0,1(t) and
R0,2(t) hold for an infinite amount of natural t.

Suppose the distance between A1 and A2 does not exceed a certain constant C
while the collective (A0, A1, A2) operates on the graph G∞, i.e. there exists an infinite
amount of moments of time ti, i = 1, 2, . . . , such that D1,2 (ti) < C. Let v1 (ti) and
v2 (ti) denote the vertices where the pebbles A1 and A2 are placed at the moment of
time ti. Consider the pairs (v2 (ti)− v1 (ti) , s (ti)). Since v2 (ti)−v1 (ti) is an integer pair
and |v2 (ti)− v1 (ti)| = D1,2 (ti), it follows that amount of different pairs v2 (ti)−v1 (ti)
is finite. Hence the amount of different pairs (v2 (ti)− v1 (ti) , s (ti)) is finite too and
there exists two equal pairs in the infinite sequence of such pairs. This means that the
trajectory of the collective (A0, A1, A2) is periodic (the proof is similar to the proofs of
Theorem 4 and 5). Therefore this collective cannot explore D-graph G∞ in this case.

Suppose the distance between pebbles increases unlimitedly with increasing t. Con-
sider the behaviour of automaton A0 in very moment t > T0 when D1,2(t) is greater
than the number of internal states of A0. From the above it follows that automaton A0

moves from the pebble A1 to the pebble A2 and returns back. Let R0,1(t1) and R0,2(t2)
holds, t1 < t2, automaton A0 moves from A1 to A2 and does not meet the pebbles in
the time interval between t1 and t2. Hence in the time interval from t1 to t2 automaton
operates without pebbles. By Theorem 4 in this time interval trajectory of A0 is inside
some half-stripe. This half-stripe is said to be the transition half-stripe. The direction
of transition half-stripe depends only on s (ti). Since the amount of inner states of A0 is
finite, we have the amount of transition half-stripes different in directions is finite too.
The width of the half-stripes can be bounded by some constant C. The same conclusion
can be drawn for the transition half-stripes from A2 to A1.

Let R0,1 (t3) holds and A0 does not meet A1 in time interval between t2 and t3 i.e.
R0,1 (t3) is the first rendezvous A0 and A1 after R0,1 (t1). We shall show that during
the time interval from t1 to t3 the pebble A2 will move a distance no more than the
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amount n of inner states of A0. In fact, A2 can only move with A0. If A2 has moved
a distance greater than n, then A0 has moved with A2 more than n times. Then at
least twice A0 has transited to the same inner state during the movements with A2.
Therefore, by Theorem 5, the trajectory of the collective (A0, A2) is periodic and A0

does not depart from A2 further than the distance n. Hence at the moment of time t3
(for which R0,1 (t3) holds) the pebbles A1 and A2 are at a distance less or equal to n
from each other, which is impossible by assumption.

Let us prove that there exists T1 >

α

v t( )2v t( )1 B

Fig. 5. A rational angle α between directions of
half-stripes.

T0 such that the directions of all arising
transition half-stripes coincide with an ac-
curacy of 180◦ for all t > T1. Suppose the
contrary, the directions of two consecutive
transition half-stripes are not opposite. Let
B denote the half-stripe arising from mo-
vement of A0 from A1 to A2. Assume A1

stays on the vertex v (t1) and A0 meets
with A2 on the vertex v (t2) for the first time after t1, t1 < t2. From the above it
follows that automaton A0 can move the pebble A2 at a distance of no more than n
from its current vertex v (t2). Consider all vertices at a distance of no more than n
from v (t2). One of these vertices belongs to the second of the considered transition
half-stripes. Since the width of all transition half-stripes is bounded by constant C, we
have that trajectory of A0 back to A1 is entirely inside a half-stripe with a width at
most 2C + 2n and a direction not opposite to that of the half-strip B. It is clear that
this half-stripe include the vertex v (t1) iff D1,2 (t1) does not exceed an upper bound
which depends only on a rational angle α between directions of half-stripes (consult
Fig. 5 for illustration). Since automaton A0 is finite, we have that amount of half-stripes
different in direction is finite too. Hence the amount of different angles α is also finite.
It follows that automaton A0 will not return to A1 with a sufficiently large D1,2 (ti).
The resulting contradiction proves that directions of all transition half-stripes coincide
with an accuracy of 180◦ from some moment of time.

Further, we will consider the behaviour of the collective (A0, A1, A2) only for t > T1.
The only direction of the transition half-stripes at this time is called the main direction.

Let R0,1 (t1), R0,2 (t2), R0,1 (t3), R0,2 (t4) hold, t1 < t2 < t3 < t4, and during time
intervals (t1, t2), (t2, t3) and (t3, t4) the automaton A0 does not meet the pebbles A1

and A2. Assume that s (t1) = s (t3). The automaton A0 leaves the pebble A1 on its
current vertex and moves along periodic trajectory to the pebble A2. A rendezvous of
A0 and A2 can occur generally anywhere in the period of trajectory. Hence the states
of the automaton can differ at time moments t2 and t4. It follows that interaction of A0

and A2 and return to A1 can differ too. The same departure leads to the same arrival
iff the automaton trajectory differs only by an integer number of periods in both cases.
Here we say that period is the automaton A0 displacement vector and denote by f⃗ .
This vector is parallel to the main direction. Let F⃗ be a vector which connects current
vertices of the pebbles A1 and A2. We will subtract f⃗ from F⃗ until we get a vector
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with minimal projection on the main direction. This vector we will call the remainder
of vector F⃗ from dividing by vector f⃗ and denote by rest(t). Since the beginning and
the end of vector f⃗ have integer coordinates, we have that the amount of remainders is
finite. From the foregoing it follows that state s (t2) is completely determined by state
s (t1) and the remainder of vector F⃗ from dividing by vector f⃗ .

We will build a normal h to the main direction. Let us fix on h positive direction,
starting point and scale coinciding with the scale on the coordinate axes. By r(t) denote
the difference between the numerical values of the projections of the vertices v1(t) and
v2(t) on the axis h. Since for t > T1 the direction of the half-stripe transition is constant,
their width is bounded, the main direction forms with the coordinate axes an angle with
a rational tangent, automaton A0 moves the pebble at a distance of less than n for one
approach, we have that r(t) can take only a finite amount of different values.

Consider the moments of time t1 < t2 < t3 . . . at which R0,1 (t1), R0,1 (t2) , . . . hold.
Let P (i) = (s (ti) , r (ti) , rest (ti)), i = 1, 2, . . . . From the above it follows that P (i+1)
is completely determined by P (i). Since every component of triple P (i) takes only a
finite amount of values, we have that there are a finite amount of such triples. Hence
there exists two equal triples among them.

Let P (k) = P (l), k < l, and v0(t) denote the vertex where the automaton A0 is at
moment of time t. The following two cases are possible.

Case 1: the projections of the vertices v0 (tk) and

h

l
1

l2

Fig. 6. An angle that automaton
with two pebbles never exit.

Circles indicate the vertices v1 (tq)

and v1 (tu). Squares indicate the
vertices v2 (tq) and v2 (tu)

v0 (t) on the axis h are coincide with each other. Let
us project the trajectory of automaton A0 in the time
interval from tk to tl on the axis h. It is clear that the
trajectory will fit inside some finite segment. Let us
draw lines through the ends of this segment parallel to
the main direction. Since the automaton A1 at moment
of time tl + 1 will move in the same direction as at
moment of time tk + 1, at moment of time tl + 2 – in
the same direction as at moment of time tk + 2 etc.,
we have that afterwards automaton A0 will not move
outside the stripe bounded by these lines.

Case 2: the projections of the vertices v0 (tk) and
v1 (tl) on the axis h are differ from each other. It is

clear that P (l +m(k − l)) = P (k) holds for all natural n. Hence there exists q and u,
q < u, such that P (q) = P (u) and projections of v0 (tq) and v0 (tu) are at a distance
greater than 2n. Let projection of v0 (tu) on the axis h be to the right of projection
of v0 (tq). Therefore projection of v1 (tu) be to the right of projection of v1 (tq) and
projection of v2 (tu) be to the right of projection of v2 (tq). This follows from the fact
that automaton A0 moves a pebble at a distance of less than n for one approach (consult
Fig. 6 for illustration). Let us draw a line l1 parallel to the line passing through the
vertices v1 (tq) and v1 (tu) and another line l2 parallel to the line passing through the
vertices v2 (tq) and v2 (tu) so that all vertices visited by A0 until tv are inside angle
formed by lines l1 and l2. Automaton A0 will never exit from this angle.

182



Collectives of automata on deterministic infinite grid graph

This finished the proof. �
Corollary 6.1. For every deterministic stripe graph, there exists a collective of one

automaton and one pebble, which explores this graph.
Corollary 6.2. For every deterministic angle graph provided that its value less

than 180◦, there exists a collective of one automaton and one pebble, which explores
this graph.

7. Capabilities of automaton with three pebbles upon traversing G∞.
Theorem 7. There exists a collective of one automaton and three pebbles which

explore D-graph G∞.
Proof. As the proof, we present algorithm for D-graphG∞ exploration by automaton

with three pebbles. The algorithm works as follows. In lines 1-5 automaton places
pebbles to initial locations (consult Fig. 1(a) for illustration). During infinite loop of
lines 6-27 automaton moves from pebble to pebble and places pebbles to new locations.
Algorithm 1. D-graph G∞ exploration by automaton with three pebbles.
Require: A0, A1, A2, A3 are placed on arbitrary vertex of D-graph G∞

Ensure: the trail of A0 visiting every vertex of G∞ at least once
1: A0, A1, A2, A3 move to the ’northern’ vertex
2: A0, A2, A3 move to the ’southern’ vertex
3: A0, A2, A3 move to the ’western’ vertex
4: A0, A3 move to the ’eastern’ vertex
5: A0, A3 move to the ’eastern’ vertex
6: loop
7: while A1 isn’t found on the current vertex do
8: A0 moves to the ’northern’ vertex
9: A0 moves to the ’western’ vertex

10: end while
11: A0, A1 move to the ’northern’ vertex
12: A0 moves to the ’southern’ vertex
13: while A2 isn’t found on the current vertex do
14: A0 moves to the ’western’ vertex
15: A0 moves to the ’southern’ vertex
16: end while
17: A0, A2 move to the ’western’ vertex
18: A0, A2 move to the ’southern’ vertex
19: A0, A2 move to the ’western’ vertex
20: while A3 isn’t found on the ’northern’ vertex do
21: A0 moves to the ’eastern’ vertex
22: end while
23: A0 moves to the ’northern’ vertex
24: A0, A3 move to the ’eastern’ vertex
25: A0, A3 move to the ’southern’ vertex
26: A0, A3 move to the ’eastern’ vertex
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27: end loop
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Fig. 7. The operation of Algorithm 1 on D-graph G∞. (A) after lines 1-5, (b) after first iteration, (c)
after second iteration. Star indicates the initial vertex. Circle, square and pentagon indicate the

current locations of A1, A2, A3, respectively.

To analyse the algorithm we need some notation. We will denote by v1(i), v2(i) and
v3(i) the vertices on which the pebbles A1, A2 and A2 are placed after the algorithm’s
i iteration. Also we will denote by [v1(i), v2(i)] the segment of the line passing through
the vertices v1(i) and v2(i). The line segments [v1(i), v3(i)] and [v2(i), v2(i)] are defined
similarly.

The main idea of the algorithm is to maintain an explored subgraph to which the
newly explored parts of the graph are merged. After some iteration of algorithm let
the automaton has already explored a connected subgraph of G∞ such that its inner
faces do not contain unvisited vertices. The set of all not-visited neighbours of visited
vertices is called the fringe. In the next iteration the automaton should visit all vertices
in the fringe and add them to explored subgraph. Not-visited neighbours of visited
vertices form a new fringe etc. It is clear that an arbitrary fixed vertex of the graph will
be visited over time proportional to the distance from this vertex to the initial vertex.

We proceed by induction on the number of algorithm’s iterations. As a base case
observe that after the first iteration all vertices inside and on the sides of the triangle
bounded by [v1(i), v2(i)], [v1(i), v3(i)] and [v2(i), v3(i)] are already visited by automaton
A0 (consult Fig. 7(b) for illustration). For the inductive step, let k > 1 be an integer,
and assume that after the k iteration all vertices inside and on the sides of the triangle
bounded by [v1(k), v2(k)], [v1(k), v3(k)] and [v2(k), v3(k)] are already visited by auto-
maton A0. We want to show that the similar statement holds for k + 1 iteration. All
vertices on the line segment [v1(k + 1), v3(k + 1)] are ’northern’ neighbours of vertices
on the line segment [v1(k), v3(k)] except the vertex v3(k + 1) and ’eastern’ neighbour
of the vertex v3(k). A0 visits all these vertices due to the lines 7-11 and 24-26. All
vertices on the line segment [v1(k + 1), v2(k + 1)] are ’northern’ neighbours of vertices
on the line segment [v1(k), v2(k)] except the vertex v2(k+1) and ’western’ neighbour of
the vertex v2(k). The vertex v1(k + 1) has been visited earlier. A0 visits all remaining
vertices due to the lines 13-19. All vertices on the line segment [v2(k + 1), v3(k + 1)] are
’southern’ neighbours of vertices on the line segment [v2(k), v3(k)]. The vertex v2(k+1)
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has been visited earlier. A0 visits all remaining vertices due to the lines 20-26. This
completes the proof. �

8. Conclusion.
This work proposes the vertex labelling of the infinite square grid graph, due

to which the graph-walking automaton can move along it in any arbitrarily chosen
direction. It is shown that a collective of one automaton and three pebbles can explore
infinite square grid graph with such labelling and any collective with fewer pebbles
cannot. The results regarding to exploration of the infinite square grid graph coincide
with the results of A.V. Andzhan (Andzans) regarding to traversal of the infinite mosaic
labyrinth without holes. It is shown that infinite grid graph after constructing this
labelling and fixing two pairs of opposite directions on it becomes an analogue of an
infinite mosaic labyrinth without holes. For further investigation, the question of the
minimum amount of different label types needed for the labeled square grid graph to
be traversable by graph-walking automaton is of interest.
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С.В. Сапунов
Колективи автоматiв на детермiнованому нескiнченому графi решiтки.

Автомати, якi пересуваються по графах, є математичною формалiзацiєю автономних мобiль-
них агентiв з обмеженою пам’яттю, що функцiонують у дискретних середовищах. В рамках цiєї
моделi виникла та iнтенсивно розвивається велика область дослiджень поведiнки автоматiв в
лабiринтах (лабiринти є орiєнтованими графами спецiального виду, якi укладено на двовимiрнiй
цiлочисловiй решiтцi). Дослiдження з цього напрямку отримали великий спектр застосувань,
наприклад, в задачах аналiзу зображень та навiгацiї мобiльних роботiв. Автомати, що функ-
цiонують у лабiринтах, можуть розрiзняти напрямки, тобто вони мають компас. У цiй роботi
розглядається вершинна розмiтка графа квадратної решiтки, завдяки якiй скiнчений автомат
без компаса може пересуватися по графi у довiльному напрямку. Автомат отримує на свiй вхiд
позначки усiх вершин iз замкненого околу поточної вершини та пересувається помiж сумiжни-
ми вершинами, обираючи цiльову вершину за її позначкою. У роботi запропоновано так звану
мiнiмальну детермiновану прохiдну розмiтку, яка задовольняє шуканiй властивостi. Розмiтка
називається детермiнованою, якщо усi вершини iз замкненого околу будь-якої вершини графа
мають рiзнi позначки. Доведено, що мiнiмальна детермiнована прохiдна вершинна розмiтка гра-
фу квадратної решiтки потребує п’ять рiзних типiв позначок. Також мiнiмальнi детермiнованi
прохiднi розмiтки пiдграфiв графу квадратної решiтки, ступiнь яких менше чотирьох. Основною
задачею про автомати та лабiринти є задача про побудову скiнченого автомата, який обходить
заданий клас лабiринтiв. Казатимемо, що автомат обходить нескiнчений граф, якщо вiн вiдвi-
дує будь-яку довiльно обрану вершину графа за скiнчений час. Доведено, що колектив, який
складається з одного автомата та трьох каменiв, обходить нескiнчений граф квадратної решiт-
ки з заданою на ньому мiнiмальною детермiнованою прохiдною розмiткою, а нiякий колектив
з меншим числом каменiв цього зробити не може. Камiння розглядається як автомати найпро-
стiшого виду, пересування яких цiлком визначається iншими автоматами колективу. Результати
стосовно обходу нескiнченого позначеного графа квадратної решiтки збiгаються з результатами
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А.В. Анджана стосовно обходу нескiнченого мозаїчного лабiринту без дiрок. Таким чином граф
квадратної решiтки пiсля побудови на ньому мiнiмальної детермiнованої прохiдної розмiтки та
фiксацiї двох пар протилежних напрямкiв стає аналогом нескiнченого мозаїчного лабiринту без
дiрок.

Ключовi слова: граф квадратної решiтки, графохiдний автомат, розмiтка вершин, колектив
автоматiв.
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ПРО ПОВЕДIНКУ ОБЕРНЕНИХ ГОМЕОМОРФIЗМIВ
В ТЕРМIНАХ ПРОСТИХ КIНЦIВ
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простi кiнцi в сенсi Каратеодорi є одним з можливих пiдходiв при розглядi даного питання.
Аналогiчна ситуацiя i з вiдображеннями бiльш загальної природи, що вивчаються в текстi даної
статтi. Тут розглянуто клас гомеоморфiзмiв областей евклiдового простору, оберненi до яких
спотворюють модуль сiмей кривих по типу нерiвностi Полецького з iнтегровною мажорантою.
Для областей, що не є локально зв’язними на своїх межах, отримано теореми про одностайну
неперервнiсть вказаних класiв в замиканнi областi, яке слiд розумiти в термiнах простих кiнцiв.
MSC: 30C65, 30D40, 31A15.
Ключовi слова: квазiконформнi вiдображення, модулi сiмей кривих.

1. Вступ.
У нещодавнiх роботах [1–2] отриманi результати, що стосуються межової по-

ведiнки класiв Орлiча–Соболєва i гомеоморфiзмiв, визначених шляхом спотворен-
ня модуля сiмей кривих (поверхонь). Тут розглядалася ситуацiя, коли вiдображен-
ня визначенi в областях зi складною межею. Серед iншого, у вказаних роботах
було встановлено можливiсть неперервного продовження вiдповiдних обернених
вiдображень в межовi точки, якщо мажоранта, що вiдповiдає за оцiнки модуля,
iнтегровна (див. [1, теорема 6.1], [2, теорема 1]). Пiд «межовими точками» слiд
розумiти простi кiнцi, оскiльки в областях складної структури навiть конформнi
вiдображення можуть виявитись розривними на межi в звичайному сенсi. У цiй
статтi ми покажемо, що вказаний клас обернених гомеоморфiзмiв є одностайно
неперервним в замиканнi заданої областi, яке визначається додаванням до неї усiх
її простих кiнцiв. Зауважимо, що в [3] були опублiкованi деякi частиннi випадки
наведених нижче тверджень, проте, в данiй роботi ми розглядаємо значно бiльш
загальний випадок. Означення i позначення, що присутнi далi, але не наведенi в
текстi, можна знайти, напр., в монографiї [4].

Нагадаємо деякi означення (див., напр., [2]). Нехай ω – вiдкрита множина в
Rk, k = 1, . . . , n− 1. Неперервне вiдображення σ : ω → Rn називається k-вимiрною
поверхнею в Rn. Поверхнею будемо називати довiльну (n−1)-вимiрну поверхню σ в
Rn. Поверхня σ називається жордановою поверхнею, якщо σ(x) ̸= σ(y) при x ̸= y.
Далi ми iнодi будемо використовувати σ для позначення всього образу σ(ω) ⊂ Rn

при вiдображеннi σ, σ замiсть σ(ω) в Rn i ∂σ замiсть σ(ω) \ σ(ω). Жорданова
поверхня σ : ω → D в областi D називається розрiзом областi D, якщо σ роздiляє
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Мал. 1. Простий кiнець в областi

D, тобто D \ σ має бiльше однiєї компоненти, ∂σ ∩D = ∅ i ∂σ ∩ ∂D ̸= ∅.
Послiдовнiсть σ1, σ2, . . . , σm, . . . розрiзiв областi D називається ланцюгом, як-

що:
(i) множина σm+1 мiститься в точностi в однiй компонентi dm множини D \σm,

при цьому, σm−1 ⊂ D \ (σm ∪ dm); (ii)
∞∩

m=1
dm = ∅.

Два ланцюги розрiзiв {σm} i {σ ′
k} називаються еквiвалентними, якщо для кож-

ного m = 1, 2, . . . область dm мiстить всi областi d ′
k за виключенням скiнченної

кiлькостi, i для кожного k = 1, 2, . . . область d ′
k також мiстить всi областi dm за

виключенням скiнченної кiлькостi.
Кiнець областi D – це клас еквiвалентних ланцюгiв розрiзiв областi D. НехайK

– кiнець областi D в Rn, тодi множина I(K) =
∞∩

m=1
dm називається тiлом кiнця K.

Скрiзь далi, як зазвичай, Γ(E,F,D) позначає сiм’ю всiх таких кривих γ : [a, b] → D,
що γ(a) ∈ E i γ(b) ∈ F, крiм того, M(Γ) позначає модуль сiм’ї кривих Γ в Rn, а
запис ρ ∈ admΓ означає, що функцiя ρ борелева, невiд’ємна i має довжину, не
меншу нiж одиницю, в метрицi ρ (див. [5–7]). Слiдуючи [5], будемо говорити, що
кiнець K є простим кiнцем, якщо K мiстить ланцюг розрiзiв {σm}, такий, що
M(Γ(σm, σm+1, D)) < ∞ при всiх m ∈ N i lim

m→∞
M(Γ(C, σm, D)) = 0 для деякого

континууму C в D (див. малюнок 1). Далi використовуються наступнi позначення:
множина простих кiнцiв, що вiдповiдають областi D, позначається символом ED,
а поповнення областi D її простими кiнцями позначається DP .

Будемо говорити, що межа областi D в Rn є локально квазiконформною, якщо
кожна точка x0 ∈ ∂D має окiл U в Rn, який може бути вiдображений квазiкон-
формним вiдображенням φ на одиничну кулю Bn ⊂ Rn так, що φ(∂D ∩ U) є пере-
тином Bn з координатною гiперплощиною. Розглянемо також наступне означення
(див. [2]). Для множин E ⊂ Rn i A,B ⊂ Rn покладемо

d(E) := sup
x,y∈E

|x− y| , d(A,B) := inf
x∈A,y∈B

|x− y| .

189



Є.О. Севостьянов, С.О. Скворцов, Н.С. Iлькевич

Будемо називати ланцюг розрiзiв {σm} регулярним, якщо σm∩σm+1 = ∅ при кож-
номуm ∈ N i, крiм того, d(σm) → 0 приm→ ∞. Якщо кiнець K мiстить принаймнi
один регулярний ланцюг, то K будемо називати регулярним. Говоримо, що обме-
жена область D в Rn регулярна, якщо D може бути квазiконформно вiдображена
на область з локально квазiконформною межею, замикання якої є компактом в
Rn. Зауважимо, що у просторi Rn кожний простий кiнець регулярної областi мi-
стить ланцюг розрiзiв з властивiстю d(σm) → 0 при m → ∞, i навпаки, якщо у
кiнця є вказана властивiсть, то вiн – простий (див. [5, теорема 5.1]). Крiм того,
замикання DP регулярної областi D є метризовним, при цьому, якщо g : D0 → D
– квазiконформне вiдображення областi D0 з локально квазiконформною межею
на область D, то для x, y ∈ DP покладемо:

ρ(x, y) := |g−1(x)− g−1(y)| , (1)

де для x ∈ ED елемент g−1(x) розумiється як деяка (єдина) точка межi D0, ко-
ректно визначена з огляду на [5, теорема 4.1]. Зокрема, будемо говорити, що послi-
довнiсть xm ∈ D, m = 1, 2, . . . , збiгається до простого кiнця P ∈ ED при m→ ∞,
якщо для будь-якого натурального k ∈ N всi елементи послiдовностi xm, крiм скiн-
ченної кiлькостi, належать областi dk (де dk, k = 1, 2, . . . – послiдовнiсть вкладених
областей з означення простого кiнця P ). Якщо f – гомеоморфiзм областi D на D ′,
то не важко переконатись, що мiж кiнцями областей D i D ′ = f(D) є взаємно
однозначна вiдповiднiсть (див. малюнок 2).
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Мал. 2. Вiдповiднiсть простих кiнцiв при вiдображеннi

Вiдображення f : D → Rn будемо називати Q-вiдображенням, якщо f задо-
вольняє спiввiдношення

M(f(Γ)) 6
∫
D

Q(x) · ρn(x) dm(x) (2)
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для будь-якої сiм’ї кривих Γ в областi D i кожної допустимої функцiї ρ ∈ admΓ.

Нехай (X, d) i (X ′, d ′) – метричнi простори з метриками d i d ′, вiдповiдно. Сiм’я
F вiдображень f : X → X ′ називається одностайно неперервною в точцi x0 ∈ X,
якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться δ > 0, таке, що d ′ (f(x), f(x0)) < ε для
всiх f ∈ F i для всiх x ∈ X таких, що d(x, x0) < δ. Кажуть, що F одностайно
неперервна, якщо F є одностайно неперервною в кожнiй точцi з x0 ∈ X. Скрiзь
далi, якщо не сказано протилежне, d – одна з метрик в DP , згаданих вище, а d ′ –
одна з метрик в D ′

P .

Для числа δ > 0, областей D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, континууму A ⊂ D i довiльної
вимiрної за Лебегом функцiї Q : Rn → [1,∞], Q(x) ≡ 0 при x ̸∈ D, позначимо
через Sδ,A,Q(D,D

′) сiм’ю всiх вiдображень h : D ′ → D таких, що f = h−1 –
гомеоморфiзм областi D на D ′ з умовою (2), при цьому, d(f(A)) > δ. Виконується
наступне твердження.

Теорема 1.1. Нехай областi D i D ′ ⊂ Rn, n > 2, регулярнi i будь-яка компо-
нента зв’язностi ∂D ′ є невиродженим континуумом. Якщо Q ∈ L1(D), то кож-
не вiдображення h ∈Sδ,A,Q(D,D

′) продовжується за неперервнiстю до вiдобра-
ження h : D′

P → DP , h|D ′ = h, при цьому, h(D ′
P ) = DP i сiм’я Sδ,A,Q(DP ,D ′

P ),
що складається iз всiх продовжених вiдображень h : D ′

P → DP , є одностайно
неперервною в D ′

P .

2. Допомiжнi твердження.
Нехай I – вiдкритий, замкнений, або напiввiдкритий iнтервал в R. Як зазвичай,

для кривої γ : I → Rn покладемо:

|γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b] : γ(t) = x} ,

при цьому, |γ| називається носiєм (образом) γ. Будемо говорити, що крива γ ле-
жить в областi D, якщо |γ| ⊂ D, крiм того, будемо говорити, що кривi γ1 i γ2 не
перетинаються, якщо не перетинаються їх носiї.

За означенням, простому кiнцю P ∈ ED вiдповiдає послiдовнiсть вкладених
одна в одну областей dm, m > 1, при цьому, якщо P ∈ D, то будемо вважати, що
P вiдповiдає послiдовнiсть куль B(P, rm) з радiусами rm → 0, m → ∞, rm > 0,
що лежать в областi D разом iз своїм замиканням. (Взагалi кажучи, така послi-
довнiсть куль не вiдповiдає деякому простому кiнцю в тому сенсi слова, що ми
використовуємо).

Наступне твердження було встановлене в статтi [6, пропозицiя 1].

Пропозицiя 2.1. Нехай D – область в Rn, n > 2, локально зв’язна на своїй
межi. Тодi будь-якi двi пари точок a ∈ D, b ∈ D, i c ∈ D, d ∈ D можна з’єднати
непересiчними кривими γ1 : [0, 1] → D i γ2 : [0, 1] → D, такими, що γi(t) ∈ D при
всiх t ∈ (0, 1), i = 1, 2, γ1(0) = a, γ1(1) = b, γ2(0) = c, γ2(1) = d.

Межа областi D називається слабко плоскою в точцi x0 ∈ ∂D, якщо для кож-
ного P > 0 i для будь-якого околу U точки x0 знайдеться окiл V ⊂ U цiєї ж
точки такий, що M(Γ(E,F,D)) > P для довiльних континуумiв E,F ⊂ D, що
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перетинають ∂U i ∂V. Межа областi D називається слабко плоскою, якщо вiд-
повiдна властивiсть виконується в кожнiй точцi межi D. Доведення наступного
твердження дослiвно повторює доведення [7, теорема 17.10], i тому не наводиться.

Пропозицiя 2.2. Нехай D ⊂ Rn – область з локально квазiконформною межею,
тодi межа цiєї областi є слабко плоскою. Крiм того, окiл U в означеннi локально
квазiконформної межi може бути взятий як завгодно малим, при цьому, в озна-
ченнi можна вважати φ(x0) = 0.

Наступне твердження вказує на можливiсть «зручного» з’єднання кривими
точок регулярної областi.

Лема 2.1. Нехай область D ⊂ Rn, n > 2, регулярна, i нехай послiдовностi
xm, ym ∈ D, m = 1, 2, . . . , збiгаються при m → ∞ до рiзних елементiв P1, P2 ∈
DP . Припустимо, що dm, gm, m = 1, 2, . . . , – послiдовностi спадних областей,
що вiдповiдають P1 i P2, d1 ∩ g1 = ∅ i x0, y0 ∈ D \ (d1 ∪ g1). Тодi iснують k0 i
M0 ∈ N, такi що при всiх m > M0 виконується наступна умова: знайдуться
непересiчнi кривi γi,m : [0, 1] → D, i = 1, 2, γ1,m(0) = x0, γ1,m(1) = xm, γ2,m(0) = y0,
γ2,m(1) = ym, такi що |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ = |γ2,m| ∩ dk0 (див. малюнок 3).
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Мал. 3. До твердження леми 2.1

Доведення. Оскiльки за умовою D – регулярна область, вона може бути вiдо-
бражена на деяку область D0 з локально квазiконформною межею за допомогою
(деякого) квазiконформного вiдображення h : D → D0. Зауважимо, що область D0

локально зв’язна на своїй межi, що випливає безпосередньо з означення локальної
квазiконформностi. Крiм того, якщо P1 i P2 – рiзнi простi кiнцi в D, то h(P1) i
h(P2) – простi кiнцi в D0, при цьому, тiлами цих кiнцiв I(h(P1)) i I(h(P2)) є деякi
рiзнi точки a i b межi D0 (див. [5, теорема 4.1]). Якщо ж P1 (або P2) – внутрiшнi
точки D, то h(P1) (або h(P2)) – внутрiшнi точки областi D0, якi позначимо через a
i b, вiдповiдно. Оскiльки за умовою x0, y0 ∈ D\ (d1∪g1), то, зокрема, P1 ̸= x0 ̸= P2,
P1 ̸= y0 ̸= P2. Звiдси випливає, що a, b, h(x0), h(y0) – чотири рiзнi точки в D0, iз
яких не менше двох є внутрiшнiми вiдносно D0. Див. iлюстрацiю до проведених
тут мiркувань на малюнку 4. За твердженням 2.1 можна з’єднати точки a i h(x0)
i точки b i h(y0) непересiчними кривими α : [0, 1] → D0 i β : [0, 1] → D0 так, що

192



Про поведiнку обернених гомеоморфiзмiв в термiнах простих кiнцiв

y
0

x
0

D

1,m

2,m

x
1

x
2 d

1

d
2

dk
0x

m

y
1

y
2y

mg
k

0

g
1

g
2

n

0

1

1/2
k

h

h
-1

1,m
*

h(y )
0

D
0

a

b

V

h(y )
m

h( )g
k

0

h(d )k
0

U

2,m

2,m
*

h(x )
0

U
0

h(x )
m

Us
0

Мал. 4. До доведення леми 2.1

|α| ∩ |β| = ∅, α(t), β(t) ∈ D при всiх t ∈ (0, 1), α(0) = h(x0), α(1) = a, β(0) = h(y0) i
β(1) = b. Так як Rn є нормальним топологiчним простором, образи |α| i |β| кривих
α i β мають непересiчнi вiдкритi околи

U ⊃ |α|, V ⊃ |β| . (3)

Можливi два випадки: або h(P1) – простий кiнець в ED0 , або точка в D0. Нехай
h(P1) – простий кiнець в ED0 . Оскiльки I(h(P1)) = a, то знайдеться номер k1 ∈ N
такий, що h(dk) ⊂ U при k > k1. Якщо ж h(P1) – точка областi D, то також
знайдеться номер k1 ∈ N такий, що h(dk) ⊂ U при всiх k > k1, де dk := B(P1, rk),
rk → 0, k → ∞, rk > 0. В обох випадках h(dk) ⊂ U при k > k1. Аналогiчно,
знайдеться номер k2 ∈ N такий, що h(gk) ⊂ V при всiх k > k2. Тодi при k0 :=
max{k1, k2} маємо:

h(dk) ⊂ U , h(gk) ⊂ V , U ∩ V = ∅ , k > k0 . (4)

Оскiльки послiдовнiсть xm збiгається до P1, то послiдовнiсть h(xm) збiгається
до a, отже, знайдеться номер m1 ∈ N такий, що h(xm) ∈ h(dk0), m > m1. Ана-
логiчно, оскiльки послiдовнiсть ym збiгається до кiнця P2, то послiдовнiсть h(ym)
збiгається до b, отже, знайдеться номер m2 ∈ N такий, що h(ym) ∈ h(gk0), m > m2.
Покладемо M0 := max{m1,m2}. Покажемо, що

|α| ∩ h(dk0) ̸= ∅, |β| ∩ h(gk0) ̸= ∅ . (5)

Досить встановити перше iз цих спiввiдношень, оскiльки друге спiввiдношення
можна довести аналогiчно. Якщо a = h(P1) – внутрiшня точка D0, то дане вклю-
чення очевидне. Нехай тепер h(P1) – простий кiнець в ED0 . Оскiльки область
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D0 має локально квазiконформну межу, знайдеться послiдовнiсть сфер S(0, 1/2k),
k = 0, 1, 2, . . . , спадна послiдовнiсть околiв Uk точки a i деяке квазiконформне вi-
дображення φ : U0 → Bn, для яких φ(Uk) = B(0, 1/2k), φ(∂Uk ∩D0) = S(0, 1/2k) ∩
Bn
+ = {x = (x1, . . . , xn) : |x| < 1, xn > 0} (див. роздуми при доведеннi [5, ле-

ма 3.5]). Зауважимо, що Uk ∩ D0 є областю, так як Uk ∩ D0 = φ−1(B+(0, 1/2
k)),

B+(0, 1/2
k) = {x = (x1, . . . , xn) : |x| < 1/2k, xn > 0}, i φ – гомеоморфiзм. Крiм того,

послiдовнiсть областей Uk ∩D0 вiдповiдає деякому простому кiнцю, тiлом якого є
точка a, а вiдповiдними розрiзами є множини σk := ∂Uk ∩D0. За [5, теорема 4.1]
точка a ∈ D0 вiдповiдає лише одному простому кiнцю, отже, будь-яка область
h(dm) мiстить всi областi Uk∩D0, за виключенням скiнченної кiлькостi, i навпаки.
Зокрема, знайдеться s0 ∈ N : Uk ∩D0 ⊂ h(dk0) при всiх k > s0. Оскiльки a ∈ |α|,
знайдеться t0 ∈ (0, 1) таке, що p := α(t0) ∈ Us0 ∩ D0. Але тодi також p ∈ h(dk0),
так як Us0 ∩D0 ⊂ h(dk0). Перше iз спiввiдношень в (5) встановлене.

Отже, нехай p := α(t0) ∈ |α| ∩h(dk0). Зафiксуємо m >M0 i з’єднаємо точку p з
точкою h(xm) кривою αm : [t0, 1] → h(dk0) так, що αm(t0) = p, αm(1) = h(xm), що
можливо, тому що h(dk0) – область. Покладемо

γ ∗
1,m(t) =

{
α(t), t ∈ [0, t0],

αm(t), t ∈ [t0, 1]
. (6)

Зауважимо, що крива γ ∗
1,m повнiстю лежить в U.

Аналогiчно мiркуючи, маємо точку t1 ∈ (0, 1) i точку q := β(t1) ∈ |β| ∩ h(gk0).
Зафiксуємо m > M0 i з’єднаємо точку q з точкою h(ym) кривою βm : [t1, 1] →
h(gk0) так, що βm(t0) = q, βm(1) = h(ym), що можливо, тому що h(gk0) – область.
Покладемо

γ ∗
2,m(t) =

{
β(t), t ∈ [0, t1],

βm(t), t ∈ [t1, 1]
. (7)

Зауважимо, що крива γ ∗
2,m повнiстю лежить в V. Покладемо

γ1,m := h−1(γ ∗
1,m) , γ2,m := h−1(γ ∗

2,m) . (8)

Зауважимо, що кривi γ1,m i γ2,m задовольняють всi умови, перерахованi в вис-
новку леми 2.1, m > M0. Справдi, цi кривi за означенням з’єднують точки xm
i x0, ym i y0, вiдповiдно. Кривi γ1,m i γ2,m не перетинаються, оскiльки їх образи
при вiдображеннi h належать непересiчним околам U i V, вiдповiдно. Зауважи-
мо також, що |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ при m > M0. Справдi, якщо x ∈ |γ1,m| ∩ gk0 , то
h(x) ∈ |γ ∗

1,m| ∩ h(gk0) ⊂ U ∩ h(gk0), що неможливо з огляду на спiввiдношення (4).
Якщо ж x ∈ |γ1,m| ∩ ∂gk0 , то h(x) ∈ h(gk0) ∩ |γ∗1,m|, що також суперечить (4).

Аналогiчно, |γ2,m| ∩ gk0 = ∅ при m >M0. Лема доведена. �
Розглянемо сiм’ю кривих, що з’єднують образи кривих γ1,m i γ2,m з попередньої

леми. Наступне твердження мiстить в собi верхню оцiнку модуля перетвореної сiм’ї
кривих при вiдображеннi f з нерiвнiстю (2).

Лема 2.2. Нехай D ⊂ Rn, n > 2, – регулярна область в Rn i f : D → Rn –
неперервне вiдображення, що задовольняє оцiнку (2) з деякою Q ∈ L1(D). Тодi в
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умовах i позначеннях леми 2.1 знайдеться стала 0 < N < ∞, що не залежить
вiд параметру m i вiдображення f, така що M(f(Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D))) 6 N при
всiх m >M0, де M0 – номер iз формулювання леми 2.1.

Доведення. Нехай l(γ) означає довжину кривої γ, а |γ| – носiй (образ) кривої
γ. Покладемо Γm := Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). Покажемо, що знайдеться L0 > 0 такий,
що l(γ) > L0 для всiх γ ∈ Γm i всiх m > M0. Зафiксуємо таке m i криву γ ∈
Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). Нехай γ : [0, 1] → D, γ(0) ∈ |γ1,m|, γ(1) ∈ |γ2,m| i γ(t) ∈ D
при t ∈ (0, 1). Можливi двi ситуацiї: 1) γ(0) ∈ h−1(|α|); 2) γ(0) ∈ h−1(|αm|), див.
спiввiдношення (6) i (8).

Розглянемо ситуацiю 1). Нехай γ(0) ∈ h−1(|α|). Можливi два пiдвипадки: 1.1)
γ(0) ∈ h−1(|α|), γ(1) ∈ h−1(|β|); 1.2) γ(0) ∈ h−1(|α|), γ(1) ∈ h−1(|βm|).

Нехай виконується 1.1), тобто, γ(1) ∈ h−1(|β|). Тодi, очевидно, що

l(γ) > d(h−1(|α|), h−1(|β|)) > 0 , (9)

оскiльки h – гомеоморфiзм, кривi α i β не перетинаються за побудовою, а крива
γ з’єднує |α| i |β|. Нехай тепер виконується 1.2), тобто, γ(1) ∈ h−1(|βm|). Тодi
|γ| ∩ |gk0 | ̸= ∅ ̸= |γ| ∩ (D \ |gk0 |), оскiльки γ(0) ∈ h−1(|α|) ⊂ D \ gk0 i γ(1) ∈
h−1(|βm|) ⊂ h−1(gk0). В такому випадку, з огляду на [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]
маємо: |γ| ∩ ∂gk0 ̸= ∅. Зауважимо, що ∂gk0 ∩ h−1(|α|) = ∅ з огляду на (3)–(4).
Таким чином, оскiльки γ з’єднує точки множин ∂gk0 i h−1(|α|), то її довжина не
менша нiж вiдстань мiж ними, тобто,

l(γ) > d(∂gk0 , h
−1(|α|)) > 0 . (10)

Розглянемо ситуацiю 2). Нехай γ(0) ∈ h−1(|αm|). Як вище, можливi два пiдвипад-
ки: 2.1) γ(0) ∈ h−1(|αm|), γ(1) ∈ h−1(|β|); 2.2) γ(0) ∈ h−1(|αm|), γ(1) ∈ h−1(|βm|).

Випадок 2.1) зводиться до випадку 1.2) замiною αm 7→ βm, α 7→ β i перепара-
метризацiєю кривої γ у виглядi γ(t) := γ(1− t). У цьому випадку ми маємо:

l(γ) > d(∂dk0 , h
−1(|β|)) > 0 . (11)

Нехай виконується 2.2), тодi, оскiльки |βm| ⊂ h(gk0) i |αm| ⊂ h(dk0) за побудовою,
то |γ| ∩ ∂gk0 ̸= ∅ ̸= |γ| ∩ ∂dk0 з огляду на [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]. За (3)–(4)
маємо: d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D) > 0. Таким чином,

l(γ) > d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D) > 0 . (12)

Виходячи з розглянутих ситуацiй 1) i 2), на основi (9), (10), (11) i (12), маємо:

l(γ) > S0 , (13)

S0 := min{d(h−1(|α|), h−1(|β|)), d(∂gk0 , h−1(|α|)),

d(∂dk0 , h
−1(|β|)), d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D)} .
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З (13) випливає, що функцiя ρ(x) = 1/S0 при x ∈ D i ρ(x) = 0 при x ̸∈ D допустима
для Γm при m >M0. Отже, за означенням вiдображень f в (2), маємо:

M(f(Γm)) 6 1

Sn
0

∫
D

Q(x) dm(x) = N = N(S0, Q,D) <∞ ,

оскiльки за умовою Q ∈ L1(D). Лема доведена. �
Наступне твердження вказує на те, що для деякого широкого класу вiдобра-

жень, що фiксують по дiаметру деякий невироджений континуум, образ цього
континууму при цих вiдображеннях не може наближатись до межi вiдповiдної
областi.

Лема 2.3. Припустимо, що область D регулярна, D ′ – компакт в Rn, n >
2, D ′ має локально квазiконформну межу i Q ∈ L1(D). Якщо fm : D → D ′ –
послiдовнiсть Q-гомеоморфiзмiв областi D на область D ′, що задовольняють
для деякого (фiксованого) континууму A ⊂ D умову d(fm(A)) > δ > 0 при всiх
m = 1, 2, . . . , то знайдеться δ1 > 0 таке, що d(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0 для всiх
m ∈ N.

Доведення. Пiдемо вiд супротивного, тобто, припустимо, що для кожного k ∈ N
iснує m = mk : d(fmk

(A), ∂D ′) < 1/k, де mk, k = 1, 2, . . . – деяка зростаю-
ча послiдовнiсть номерiв. За умовою D ′ – компакт, тому i ∂D ′ також компакт
як замкнута пiдмножина компакту D ′. Крiм того, fmk

(A) компакт як непере-
рвний образ компакту A. Тодi знайдуться xk ∈ fmk

(A) i yk ∈ ∂D ′ такi, що
d(fmk

(A), ∂D ′) = |xk − yk| < 1/k. Так як ∂D ′ – компакт, можна вважати, що
yk → y0 ∈ ∂D ′, k → ∞; тодi також

xk → y0 ∈ ∂D ′, k → ∞ . (14)

Нехай K0 – зв’язна компонента ∂D ′, що мiстить точку y0 (див. малюнок 5). )
Оскiльки D ′ має локально квазiконформну межу, то K0 – невироджений конти-
нуум в Rn. Зауважимо що, при кожному k ∈ N вiдображення gmk

:= f −1
mk

продо-
вжується до неперервного вiдображення gmk

: D ′
P → DP , де D ′

P i DP – вiдпо-
вiднi замикання у просторi простих кiнцiв (див. [1, теорема 6.1] i [3, теорема 2]).
З огляду на [5, теорема 4.1] простi кiнцi областi D ′ можна ототожнювати з точ-
ками D ′, при цьому, для двох простих кiнцiв P1, P2 ∈ ED ′ за означенням маємо:
ρ∗(P1, P2) := |p1 − p2|, де pi := I(Pi), i = 1, 2. Таким чином, далi ми можемо
вважати, що D ′

P = D ′. Зауважимо, що gmk
рiвномiрно неперервне на D ′, як вiдо-

браження простору D ′ на DP , неперервне на компактi D ′. Нехай ρ – одна з метрик
в ED, визначена в (1). Тодi для будь-якого ε > 0 знайдеться δk = δk(ε) < 1/k таке,
що

ρ(gmk
(x), gmk

(x0)) < ε ∀ x, x0 ∈ D ′, |x− x0| < δk , δk < 1/k , (15)

Нехай далi ε > 0 – довiльне число з умовою

ε < (1/2) · d(∂D0, g
−1(A)) , (16)
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Мал. 5. До доведення леми 2.3

де A – континуум з умов леми, а g : D0 → D – квазiконформне вiдображення
областi D0 з локально квазiконформною межею на область D, що вiдповiдає озна-
ченню метрики ρ в (1). При кожному фiксованому k ∈ N розглянемо множину

Bk :=
∪

x0∈K0

B(x0, δk) , k ∈ N .

Зауважимо, що Bk – вiдкрита множина, що мiстить K0, iншими словами, Bk – де-
який окiл континууму K0. З огляду на [9, лема 2.2] iснує окiл Uk ⊂ Bk континууму
K0, такий, що Uk∩D ′ зв’язний. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що Uk

– вiдкрита множина, тодi Uk∩D ′ також лiнiйно зв’язна (див. [4, пропозицiя 13.1]).
Нехай d(K0) = m0, тодi знайдуться z0, w0 ∈ K0 такi, що d(K0) = |z0 − w0|. Отже,
можна вибрати послiдовностi yk ∈ Uk ∩ D ′, zk ∈ Uk ∩ D ′ i wk ∈ Uk ∩ D ′ так, що
zk → z0, yk → y0 i wk → w0 при k → ∞. Можна вважати, що

|zk − wk| > m0/2, ∀ k ∈ N . (17)

З’єднаємо послiдовно точки zk, yk i wk кривою γk в Uk ∩D ′ (це можливо, оскiльки
Uk∩D ′ лiнiйно зв’язна). Нехай |γk| – як зазвичай, носiй (образ) кривої γk в D ′. Тодi
gmk

(|γk|) – компакт в D. Нехай x ∈ |γk|, тодi знайдеться x0 ∈ K0 : x ∈ B(x0, δk).
Зафiксуємо ω ∈ A ⊂ D. З (15) i (16), з огляду на нерiвнiсть трикутника, маємо:

ρ(gmk
(x), ω) > ρ(ω, gmk

(x0))− ρ(gmk
(x0), gmk

(x)) >

> d(∂D0, g
−1(A))− (1/2) · d(∂D0, g

−1(A)) = (1/2) · d(∂D0, g
−1(A)) > ε . (18)
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Переходячи до inf по всiх x ∈ |γk| i ω ∈ A, з (18) отримуємо, що

ρ(gmk
(|γk|), A) > ε , k = 1, 2, . . . , (19)

де, як зазвичай, ρ(A,B) := inf
x∈A,y∈B

ρ(x, y) – вiдстань мiж множинами A,B ⊂ Rn в

метрицi ρ. Покажемо тепер, що знайдеться ε1 > 0 таке, що

d(gmk
(|γk|), A) > ε1, ∀ k = 1, 2, . . . , (20)

де d(A,B), як зазвичай, позначає евклiдову вiдстань мiж множинами A,B ⊂ Rn.
Справдi, нехай (20) порушується, тодi для числа εl = 1/l, l = 1, 2, . . . знайдуться
ξl ∈ |γkl | i ζl ∈ A такi, що

|gmkl
(ξl)− ζl| < 1/l , l = 1, 2, . . . . (21)

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що послiдовнiсть номерiв kl, l =
1, 2, . . . , зростаюча. Оскiльки A – компакт, то можна вважати, що послiдовнiсть ζl
збiгається до ζ0 ∈ A при l → ∞. За нерiвнiстю трикутника i з (21) випливає, що

|gmkl
(ξl)− ζ0| → 0 , l → ∞ . (22)

З iншого боку, нагадаємо, що ρ(gmk
(x), ω) = |g−1(gmk

(x))− g−1(ω)|, де g : D0 → D
– деяке квазiконформне вiдображення областi D0 з локально квазiконформною
межею на D (див. (1)). Зокрема, g−1 – неперервне вiдображення в D, тому за
нерiвнiстю трикутника i з (22) маємо:

|g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζl)| 6

6 |g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζ0)|+ |g−1(ζ0)− g−1(ζl)| → 0, l → ∞ . (23)

Однак, за означенням ρ i з (23) випливає, що

ρ(gmkl
(|γkl |), A) 6 ρ(gmkl

(ξl), ζl) = |g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζl)| → 0, l → ∞ ,

що суперечить (19). Отримане протирiччя вказує на вiрнiсть (20).
У такому випадку, довжина довiльної кривої, що з’єднує компакти gmk

(|γk|) i A
в D, не менша нiж ε1. Покладемо Γk := Γ(gmk

(|γk|), A,D), тодi функцiя ρ(x) = 1/l
при x ∈ D, ρ(x) = 0 при x ̸∈ D, допустима для Γk. За означенням вiдображень fmk

в (2) маємо:

M(fmk
(Γk)) 6

1

εn1

∫
D

Q(x) dm(x) = c = c(ε1, Q) <∞ , (24)

оскiльки за умовою Q ∈ L1(D).
Покажемо тепер, що ми отримали протирiччя з (24) з огляду на локальну

квазiконформнiсть межi ∂D ′. Перш за все, зауважимо, що ∂D ′ – слабко плоска
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за твердженням 2.2. Виберемо в точцi y0 ∈ ∂D ′ кулю U := B(y0, r0), 0 < r0 <
min{δ/4,m0/4}, де δ – число з умов леми, а d(K0) = m0. Зауважимо, що |γk| ∩U ̸=
∅ ̸= |γk| ∩ (D ′ \ U) при досить великих k ∈ N, оскiльки d(|γk|) > m0/2 > m0/4 i
yk ∈ |γk|, yk → y0 при k → ∞. Мiркуючи аналогiчно, ми отримаємо, що fmk

(A) ∩
U ̸= ∅ ̸= fmk

(A) ∩ (D ′ \ U). Так як |γk| i fmk
(A) – континууми, то

fmk
(A) ∩ ∂U ̸= ∅, |γk| ∩ ∂U ̸= ∅ , (25)

див. [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]. Для фiксованого P > 0, нехай далi V ⊂ U – окiл
точки y0, що вiдповiдає означенню слабко плоскої межi, тобто такий, що для будь-
яких континуумiв E,F ⊂ D ′ з умовою E∩∂U ̸= ∅ ̸= E∩∂V i F ∩∂U ̸= ∅ ̸= F ∩∂V
виконується нерiвнiсть

M(Γ(E,F,D ′)) > P . (26)

Зауважимо, що при досить великих k ∈ N

fmk
(A) ∩ ∂V ̸= ∅, |γk| ∩ ∂V ̸= ∅ . (27)

Справдi, yk ∈ |γk|, xk ∈ fmk
(A), де xk, yk → y0 ∈ V при k → ∞, тому |γk|∩V ̸= ∅ ̸=

fmk
(A) ∩ V при великих k ∈ N. Крiм того, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < m0/2 i, оскiльки

d(|γk|) > m0/2 з огляду на (17), то |γk| ∩ (D ′ \ V ) ̸= ∅. Тодi |γk| ∩ ∂V ̸= ∅ (див. [8,
теорема 1.I, розд. 5, § 46]). Аналогiчно, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < δ/2 i, оскiльки
d(fmk

(A)) > δ за умовою леми, то fmk
(A) ∩ (D ′ \ V ) ̸= ∅. Оскiльки, згiдно з

встановленим вище fmk
(A) ∩ V ̸= ∅, то за [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46] маємо:

fmk
(A) ∩ ∂V ̸= ∅. Отже, спiввiдношення в (27) встановленi.
Таким чином, згiдно з (26) ми маємо, з огляду на (25) i (27), що

M(Γ(fmk
(A), |γk|, D ′)) > P . (28)

Зауважимо, що Γ(fmk
(A), |γk|, D ′) = fmk

(Γ(A, gmk
(|γk|), D)) = fmk

(Γk), так що
нерiвнiсть (28) може бути переписана у виглядi

M(fmk
(Γ(A, gmk

(|γk|), D))) =M(fmk
(Γk)) > P ,

що суперечить нерiвностi (24). Отримане протирiччя вказує на хибнiсть початко-
вого припущення d(fmk

(A), ∂D ′) < 1/k. Лема доведена. �
3. Доведення теореми 1.1.
Неперервне продовження вiдображення h ∈ Sδ,A,Q(D,D

′) на межу областi D ′

встановлене в [1, теорема 6.1] при n = 2 i [3, теорема 2] при n > 3. Одностай-
на неперервнiсть сiм’ї вiдображень Sδ,A,Q(D,D

′) у внутрiшнiх точках областi D ′

доведена в [10, теорема 1.1]. Рiвнiсть h(D ′
P ) = DP для h ∈ Sδ,A,Q(D,D

′) вста-
новлюється так, як i при доведеннi [1, теорема 6.1], тому докладнi мiркування,
пов’язанi з цим фактом, не наводяться.

Покажемо одностайну неперервнiсть Sδ,A,Q(D,D
′) на ED ′ .Можна вважати, що

D ′ має локально квазiконформну межу. З огляду на [5, теорема 4.1] ми можемо
вважати, що D ′ = D ′

P , зокрема, можна вважати, що ED ′ = ∂D ′.

199



Є.О. Севостьянов, С.О. Скворцов, Н.С. Iлькевич

Здiйснимо доведення вiд супротивного. Нехай, знайдеться точка z0 ∈ ∂D ′,
число ε0 > 0 i послiдовностi zm ∈ D ′, zm → z0 при m → ∞ i hm ∈ Sδ,A,Q(D,D ′)
такi, що

ρ(hm(zm), hm(z0)) > ε0, m = 1, 2, . . . , (29)

де ρ – одна з метрик в DP , визначена формулою (1). Так як hm за неперервнiстю
продовжується на межуD ′, можна вважати, що zm ∈ D i, крiм того, знайдеться ще
одна послiдовнiсть z ′

m ∈ D ′, z ′
m → z0 при m→ ∞, така, що ρ(hm(zm), hm(z0)) → 0

при m→ ∞, де hm = hm|D ′ . Тодi з (29) випливає, що

ρ(hm(zm), hm(z ′
m)) > ε0/2, m > m0 . (30)

Так як область D регулярна, то простiр DP є компактом. Отже, ми можемо вважа-
ти, що послiдовностi hm(zm) i hm(z0) є збiжними при m→ ∞ до деяких елементiв
P1, P2 ∈ DP , P1 ̸= P2. Нехай dm, gm – послiдовностi спадних областей, що вiдповi-
дають простим кiнцям P1, P2, вiдповiдно. Виберемо x0, y0 ∈ A так, щоб x0 ̸= y0 i
P1 ̸= x0 ̸= P2, P1 ̸= y0 ̸= P2, де континуум A ⊂ D – з умов теореми 1.1. Не обмежу-
ючи загальностi можна вважати, що d1∩g1 = ∅ i x0, y0 ̸∈ d1∪g1. За лемою 2.1 iсну-
ють k0 i M0 ∈ N, такi що при всiх m >M0 виконується наступна умова: знайдуть-
ся непересiчнi кривi γi,m(t) : [0, 1] → D, i = 1, 2, γ1,m(0) = x0, γ1,m(1) = hm(zm),
γ2,m(0) = y0, γ2,m(0) = hm(z ′

m), такi що |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ = |γ2,m| ∩ dk0 . Крiм того,
за лемою 2.2 знайдеться стала 0 < N <∞, що не залежить вiд параметру m, така
що

M(fm(Γm)) 6 N ,m >M0 , (31)

де fm := h−1
m , Γm := Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). З iншого боку, за лемою 2.3 знайдеться

число δ1 > 0 таке, що d(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0, m = 1, 2, . . . . Звiдси отримаємо, що

d(fm(|γ1,m|)) > |zm − fm(x0)| > (1/2) · d(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 ,

d(fm(|γ2,m|)) > |z ′
m − fm(y0)| > (1/2) · d(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 (32)

при великих m = 1, 2, . . . . Виберемо в точцi z0 ∈ ∂D ′ кулю U := B(z0, r0), де r0 > 0
i r0 < δ1/4, де δ1 – число зi спiввiдношень в (32). Зауважимо, що fm(|γ1,m|) ∩ U ̸=
∅ ̸= fm(|γ1,m|)∩ (D ′ \U) при досить великих m ∈ N, оскiльки d(fm(|γ1,m|)) > δ1/2
i zm ∈ fm(|γ1,m|), zm → z0 при m → ∞. Аналогiчно мiркуючи, fm(|γ2,m|) ∩ U ̸=
∅ ̸= fm(|γ2,m|) ∩ (D ′ \ U). Так як fm(|γ1,m|) и fm(|γ2,m|) – континууми, то

fm(|γ1,m|) ∩ ∂U ̸= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂U ̸= ∅ , (33)

див. [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]. Для фiксованого P > 0, нехай далi V ⊂ U – окiл
точки z0, що вiдповiдає означенню слабко плоскої межi, тобто такий, що для будь-
яких континуумiв E,F ⊂ D ′ з умовою E∩∂U ̸= ∅ ̸= E∩∂V i F ∩∂U ̸= ∅ ̸= F ∩∂V
виконується нерiвнiсть

M(Γ(E,F,D ′)) > P . (34)
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Зауважимо, що при досить великих m ∈ N

fm(|γ1,m|) ∩ ∂V ̸= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂V ̸= ∅ . (35)

Справдi, zm ∈ fm(|γ1,m|), z ′
m ∈ fm(|γ2,m|), де zm, z

′
m → z0 ∈ V при m → ∞,

тому fm(|γ1,m|) ∩ V ̸= ∅ ̸= fm(|γ2,m|) ∩ V при великих m ∈ N. Крiм того, d(V ) 6
d(U) = 2r0 < δ1/2 i, оскiльки d(fm(|γ1,m|)) > δ1/2 з огляду на (32), то fm(|γ1,m|) ∩
(D ′ \ V ) ̸= ∅. Тодi fm(|γ1,m|) ∩ ∂V ̸= ∅ (див. [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]).
Аналогiчно, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < δ1/2 i, оскiльки d(fm(|γ2,m|)) > δ1/2 з огляду
на (32), то fm(|γ2,m|) ∩ (D ′ \ V ) ̸= ∅. Тодi за [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46] маємо:
fm(|γ1,m|) ∩ ∂V ̸= ∅. Таким чином, спiввiдношення (35) доведенi.

Згiдно з (34) i враховуючи (33) i (35), ми отримаємо, що

M(fm(Γm)) =M(Γ(fm(|γ1,m|), fm(|γ2,m|), D ′)) > P ,

що суперечить нерiвностi (31). Отримане протирiччя вказує на хибнiсть початко-
вого припущення, зробленого в (29). Теорема доведена. 2

Зауваження 3.1. Зауважимо, що означення простого кiнця по Няккi (див.
роздiл 4 в [5] дещо вiдрiзняється вiд означення, запропонованого вище. Проте, для
областей з локально квазiконформними межами (а, отже, i регулярних областей)
цi класи спiвпадають, див., напр., теорему 4.1 в [5] i теорему 2.1 в [11]).
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E.A. Sevost’yanov, S.A. Skvortsov, N.S. Ilkevych
On behavior of inverse homeomorphisms in terms of prime ends.

As is known, even conformal mappings of plane simply connected domains do not, generally speaking,
have continuous boundary extension in the Euclidean sense. One of the minimum requirements necessary
for such an extension is the local connectedness of the definition domain of the corresponding map
on its boundary. Of course, quite a lot of simply connected domains do not have this property. For
example, the unit disk with a cut along the positive part of the real axis is not locally connected at the
boundary. In the same way, the mapped domain must also satisfy certain conditions necessary for the
continuous extension of a mapping. The situation changes significantly if we are not talking about the
Euclidean boundary behavior of mappings, but about extension in terms of the so-called prime ends.
In this case, the domain of definition of mappings should be only regular, that is, this domain should be
the image of a domain with a locally quasiconformal boundary under some quasiconformal mapping.
A similar requirement also applies to the mapped domain. In this article, we study the equicontinuous
families of maps at inner and boundary points in the case where the prime ends of the domain serve as
boundary points. Relatively speaking, the paper consists of two parts, one of which contains a number
of auxiliary statements, and the second, the final part of the work, contains the formulation of the main
theorem and its proof. We consider a class of homeomorphisms of Euclidean space, inverse of which
distort moduli of families of paths by the Poletsky type inequality. Note that these classes include most
well-known mappings, such as conformal mappings, quasiconformal mappings, mappings with finite
length and area distortion, and so on. It should be noted that under conformal mappings, distortion
of the modulus of families of paths does not occur, therefore, when passing to inverse mappings, we
remain in the class under study. A similar situation is in the case of quasiconformal mappings, since, as
is known, the inverse mapping to a quasiconformal is also quasiconformal. In more general situations,
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the studied configurations can turn out to be much more complicated, in particular, the transition
to inverse mappings can significantly change their properties (this is confirmed by specific examples
of mappings, which are rather easy to construct in this case). This article is actually devoted to the
study of this particular case, that is, when we are dealing with a certain family of homeomorphisms
with an unbounded characteristic, in addition, mappings inverse to them are studied. In more detail,
we consider mappings whose inverse satisfy the upper distortion estimate of the modulus of families of
paths with integrable majorant. In the article, we proved that the families of the indicated mappings
are equicontinuous both at the inner and boundary points of the domain, provided that the majorant
responsible for the distortion of the modulus of the families of paths is integrable, besides that, the
definition and mapped domains are regular, and the boundary points are prime ends of the definition
domain. The results obtained in the paper are applicable to well-known classes of mappings, such as
mappings with bounded and finite distortion, as well as to the Sobolev and Orlicz–Sobolev classes.

Keywords: quasiconformal mappings, moduli of families of paths.
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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ВИРОДЖЕНОЇ НЕТЕРОВОЇ
РIЗНИЦЕВО-АЛГЕБРАЇЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

У статтi запропоновано оригiнальнi умови розв’язностi, а також схему знаходження розв’язкiв
лiнiйної нетерової рiзницево-алгебраїчної крайової задачi, при цьому iстотно використовується
технiка псевдообернення матриць за Муром-Пенроузом. Поставлена в статтi задача продовжує
дослiдження умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач, наведених у монографiях
А.М. Самойленка, М.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллiної i О.А. Бойчука. До-
слiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач тiсно пов’язане з дослiдженням крайо-
вих задач для рiзницевих рiвнянь, започаткованим у роботах А.А. Маркова, С.Н. Бернштейна,
Я.С. Безиковича, О.О. Гельфонда, С.Л. Соболєва, В.С. Рябенького, В.Б. Демiдовича, А. Хала-
ная, Г.I. Марчука, О.А. Самарського, Ю.О. Митропольського, Д.I. Мартинюка, Г.М. Вайнiко,
А.М. Самойленка та О.А. Бойчука. З iншого боку, дослiдження крайових задач для рiзнице-
вих рiвнянь пов’язане з вивченням диференцiально-алгебраїчних крайових задач, започаткова-
ним у роботах К. Вейєрштрасса, М.М. Лузiна та Ф.Р. Гантмахера. Систематичному вивченню
диференцiально-алгебраїчних крайових задач присвяченi роботи С. Кемпбелла, Ю.Є. Бояринце-
ва, В.Ф. Чистякова, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, В.П. Яковця, О.А. Бойчука, А. Iлчманна
та Т. Рейса. Вивчення диференцiально-алгебраїчних крайових задач пов’язане також iз числен-
ними застосуваннями таких задач у теорiї нелiнiйних коливань, у механiцi, бiологiї, радiотехнiцi,
теорiї керування, теорiї стiйкостi руху. Дослiджено загальний випадок, коли лiнiйний обмежений
оператор, вiдповiдний до однорiдної частини лiнiйної нетерової рiзницево-алгебраїчної крайової
задачi, не має оберненого. У статтi побудовано узагальнений оператор Грiна лiнiйної рiзницево-
алгебраїчної крайової задачi. Актуальнiсть дослiдження умов розв’язностi, а також знаходження
розв’язкiв лiнiйних нетерових рiзницево-алгебраїчних крайових задач пов’язана з широким ви-
користанням рiзницево-алгебраїчних крайових задач, одержуваних при лiнеаризацiї нелiнiйних
нетерових крайових задач для систем звичайних диференцiальних i рiзницевих рiвнянь. Запропо-
нованi умови розв’язностi, а також схема знаходження розв’язкiв лiнiйних нетерових рiзницево-
алгебраїчних крайових задач детально проiлюстрованi на прикладах.
MSC: 34B15.
Ключовi слова: лiнiйна нетерова крайова задача, системи рiзницевих рiвнянь, псевдообернен-
ня матриць по Муру–Пенроузу.

1. Постановка задачi.
Дослiджуємо задачу про знаходження обмежених

розв’язкiв
z(k) ∈ Rn, k ∈ Ω := {0, 1, 2, ... , ω}

лiнiйної нетерової (n ̸= υ) крайової задачi для системи рiзницево-алгебраїчних
рiвнянь [1, 2]

A(k)z(k + 1) = B(k)z(k) + f(k), ℓz(·) = α, α ∈ Rυ; (1)

Робота виконана за фiнансової пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України, р/н
0118U003390.
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тут A(k), B(k) ∈ Rm×n – прямокутнi матрицi i f(k) – дiйснi вектор-стовпцi,
ℓz(·) : Rn → Rυ – лiнiйний обмежений векторний функцiонал, визначений на
просторi обмежених функцiй [1]. Поставлена рiзницево-алгебраїчна задача (1) є
узагальненням задачi, розв’язаної О.А. Бойчуком [1]. За умови обмеженостi мат-
риць A+(k)B(k), A+(k)f(k), а також

PA∗(k) = 0, k ∈ Ω (2)

система (1) приводиться до традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь

z(k + 1) = A+(k)B(k)z(k) + F0(k, ν0(k)). (3)

Тут

F0(k, ν0(k)) := A+(k)f(k) + PAρ0
(k)ν0(k), rank A(k) := σ0 = m < n,

A+(k) – псевдообернена (за Муром–Пенроузом) матриця, PA∗(k) – матриця-орто-
проектор:

PA∗(k) : Rm → N(A∗(k)),

PAρ0
(k) – (n× ρ0)− матриця, складена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стовпцiв (n×n)−

матрицi-ортопроектора
PA(k) : Rn → N(A(k)),

ν0(k) ∈ Rρ0 – довiльна обмежена вектор-функцiя. Загальний розв’язок задачi Кошi
z(0) = c ∈ Rn для однорiдної частини системи рiзницевих рiвнянь (3)

z(k) = X0(k) c, c ∈ Rn;

визначає нормальна фундаментальна матриця:

X0(k + 1) = A+(k)B(k)X0(k), X0(0) = In.

За умови (2) нормальна фундаментальна матриця X0(k) однорiдної частини си-
стеми рiзницевих рiвнянь (3) є, взагалi кажучи, виродженою:

detX0(k) = 0,

отже, для побудови загального розв’язку задачi Кошi z(0) = c ∈ Rn для неоднорiд-
ної виродженої системи рiзницевих рiвнянь (3) схема [1] не може бути застосована.
У той же час оператор Грiна задачi Кошi для виродженої системи рiзницевих рiв-
нянь (3) може бути знайдений в такий спосiб:

K[F0(j, ν0(j))](0) := 0, K[F0(j, ν0(j))](1) := F0(1, ν0(1)), ... ,

K[F0(j, ν0(j))](k + 1) := A+(k)B(k)K[F0(j, ν0(j))](k) + F0(k, ν0(k)), ... .

За аналогiєю з класифiкацiєю диференцiйно-алгебраїчних рiвнянь [3] за умови (2),
у разi обмеженостi матриць A+(k)B(k), A+(k)f(k), будемо казати, що система
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лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) є невиродженою. Зауважимо, що, на
вiдмiну вiд традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь, розв’язок системи
лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) за умови (2) залежить вiд довiльної
обмеженої вектор-функцiї.

Дослiджуємо далi задачу про знаходження обмежених розв’язкiв системи лiнiй-
них рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) за умови PA∗(k) ̸= 0. Припустимо, що мат-
риця A(k) має постiйний ранг, а саме:

1 ≤ rank A(k) = σ0, k ∈ Ω.

Як вiдомо, будь-яка (m× n)− матриця A(k) може бути зображена у виглядi роз-
винення

A(k) = R0(k) · Jσ · S0(k);

тут R0(k) и S0(k) — невиродженi матрицi. Невироджена замiна змiнної [3]

y(k + 1) = S0(k)z(k + 1)

приводить систему (1) до вигляду

Jσ0y(k + 1) = C0(k)y(k) +R−1
0 (k)f(k), k ∈ Ω; (4)

тут

C0(k) := R−1
0 (k)B(k)S−1

0 (k − 1) :=

(
C

(0)
11 (k) C

(0)
12 (k)

C
(0)
21 (k) C

(0)
22 (k)

)
.

Замiна змiнної

y(k) = col (u(k), v(k)) ∈ Rn, u(k) ∈ Rσ0 , v(k) ∈ Rn−σ0

приводить систему (4) до вигляду

u(k + 1) = C
(0)
11 (k)u(t) + C

(0)
12 (k)v(k) + g

(0)
1 (k), (5)

C
(0)
21 (k)u(k) + C

(0)
22 (t)v(k) + g

(0)
2 (k) = 0; (6)

тут
R−1

0 (k)f(k) := col
(
g
(0)
1 (k), g

(0)
2 (k)

)
.

Крiм того PD∗
0
(k) – матриця-ортопроектор:

PD∗
0
(k) : Rm−σ0 → N(D∗

0(k)).

Рiвняння (6) розв’язне тодi й тiльки тодi, коли [4]

PD∗
0
(k)g

(0)
2 (k) = 0;
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при цьому загальний розв’язок рiвняння (6)

y(k) = PDρ0
φ(k)−D+

0 (k)g
(0)
2 (k), D0(k) :=

[
C

(0)
21 (k);C

(0)
22 (k)

]
∈ R(m−σ0)×n, φ(k) ∈ Rρ0

визначає PDρ0
(k) – (n × ρ0)-матриця, складена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стовпцiв

PD0(k)-матрицi-ортопроектора:

PD0(k) : Rn → N(D0(k)).

Позначаючи блоки матрицi PDρ0
(k) i добутки D+

0 (k)g
(0)
2 (k)

PDρ0
(k) := col (P

(0)
1 (k), P

(0)
2 (k)), D+

0 (k)g
(0)
2 (k) = − col

(
f
(1)
1 (t), f

(1)
2 (t)

)
,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв φ(k) ∈ Rρ0 лiнiйної рiзницево-алге-
браїчної системи

A1(k)φ(k + 1) = B1(k)φ(k) + f1(k); (7)

тут
A1(k) := P

(0)
1 (k) ∈ Rσ0×ρ0 , σ1 = σ0 ≤ ρ0,

B1(k) := C
(0)
11 (k)P

(0)
1 (k) + C

(0)
12 (k)P

(0)
2 (k), rank A1(k) := σ1,

крiм того

f1(k) := C
(0)
11 (k)f

(1)
1 (k) + C

(0)
12 (k)f

(1)
2 (k) + g

(0)
1 (k)− f

(1)
1 (k + 1).

За умови [3] обмеженостi матриць A+
1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S

−1
0 (k − 1)D+

0 (k)g
(0)
2 (k),

а також
PA∗(k) ̸= 0, PA∗

1
(k) ≡ 0, PD∗

0
(k)g

(0)
2 (k) = 0, (8)

система (7) приводить до традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь

φ(k + 1) = A+
1 (k)B1(k)φ(k) + F1(k, ν1(k)), ν1(k) ∈ Rρ1 ; (9)

тут
F1(k, ν1(k)) := A+

1 (k)f1(k) + PAϱ1
(k)ν1(k),

ν1(k) ∈ Rρ1 – довiльна обмежена вектор-функцiя. Крiм того PA∗
1(k)

– матриця-
ортопроектор [4]:

PA∗
1
(k) : Rσ0 → N(A∗

1(k)),

PAρ1
(k) – (ρ0×ρ1)− матриця, утворена з ρ1 лiнiйно-незалежних стовпцiв (ρ0×ρ0)−

матрицi-ортопроектора: PA1(k) : Rρ0 → N(A1(k)). Позначимо U1(t) нормальну
фундаментальну матрицю

U1(k + 1) = A+
1 (k)B1(k)U1(k), U1(0) = Iρ0
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отриманої традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь (9). Використовуючи
рiвняння

z(k) = S−1
0 (k − 1)

[
PDρ0

φ(k)−D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

]
,

робимо висновок, що за умови (8) система (1) має розв’язок вигляду

z(k, cρ1) = S−1
0 (k − 1)PDρ0

U1(k)cρ0 + S−1
0 (k − 1)PDρ0

K

[
F1(s, ν1(s))

]
(k)−

−S−1
0 (k − 1)D+

0 (k)g
(0)
2 (k), cρ0 ∈ Rρ0 ,

де
K[F1(j, ν1(j))](0) := 0, K[F1(j, ν1(j))](1) := F1(0, ν1(0)), ... ,

K[F1(j, ν1(j))](k + 1) := A+
1 (k)B1(k)K[F1(j, ν1(j))](k) + F1(k, ν1(k)), ... .

За аналогiєю з класифiкацiєю iмпульсних крайових задач [4,6,7] у випадку (8), за
умови обмеженостi матриць A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S

−1
0 (k)D+

0 (k)g
(0)
2 (k)

будемо говорити, що для лiнiйної рiзницево-алгебраїчної системы (1) має мiсце
виродження першого порядку. Таким чином, доведена наступна лема.

Лема. У разi виродження першого порядку, за умови (8), у разi обмеженостi
матрицi A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S

−1
0 (k − 1)D+

0 (k)g
(0)
2 (k)

лiнiйна рiзницево-алгебраїчна система (1) має розв’язок вигляду

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 ;

тут
X1(k) := S−1

0 (k − 1)PDρ0
U1(k)

– фундаментальна матриця, ν1(k) ∈ Rρ1 – довiльна обмежена вектор-функцiя,

K[f(j), ν1(j)](k) := S−1
0 (k − 1)PDρ0

K

[
F1(s, ν1(j))

]
(k)− S−1

0 (k − 1)D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для виродженої рiзницево-алгебраїчної
системи (1).

За умови
PA∗(k) ̸= 0, PA∗

1
(k) = 0, PD∗

0
g
(0)
2 (k) = 0,

у разi необмеженiсть матриць A+
1 (k)B1(k), або вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S

−1
0 (k)D+

0 (k)g
(0)
2 (k)
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система (1) розв’язна, але розв’язок не є обмеженим.
Приклад 1. Знайдемо розв’язок системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь пер-

шого порядку
Az(k + 1) = B(k) z(k) + f(k), k = 0, 1, 2, 3,

де

A :=

 0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , B :=

 0 0 1 0
0 0 0 0
0 k + 1 0 0

 , f(k) :=

 1
k
1

 .

Оскiльки умову PA∗(k) = 0 не виконано, остiльки дана система рiзницево-
алгебраїчних рiвнянь вироджена, при цьому матриця A(k) має постiйний ранг,
а саме: rank A(k) := σ0 = 2. Матриця A(k) може бути представлена у виглядi
стандартного розвинення:

A(k) = R(k) · Jσ · S(k), R(k) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , S(k) =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ,

тут R(k) и S(k) – невиродженi матрицi, крiм того

Jσ :=

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

У даному випадку матриця

A1(k) =

(
1 0 0
0 1 0

)
– матриця повного рангу, при цьому PA1(k) ̸= 0, PAρ1

(k) ̸= 0, тому шуканий
розв’язок

z(k, c3) = X1(k)c3 +K

[
f(j), ν1(j)

]
(k), c3 ∈ R3

залежить вiд довiльної неперервної функцiї ν1(k); тут

X1(0) =


0 0 1
0 0 0
0 1 0
1 0 0

 , X1(1) = X1(2) = X1(3) =


0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Покладемо ν1(k) := 0, при цьому

K

[
f(j), ν1(j)

]
(0) = −


0
1
0
0

 , K

[
f(j), ν1(j)

]
(1) =

1

2


0
−1
2
0

 ,
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K

[
f(j), ν1(j)

]
(2) =

1

3


0
−1
6
3

 , K

[
f(j), ν1(j)

]
(0) =

1

4


0
−1
12
8

 .

2. Крайовi задачi для систем лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiв-
нянь.

Дослiджуємо далi задачу про знаходження обмежених розв’язкiв лiнiйної нете-
рової (n ̸= υ) крайової задачi для системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь
(1). Зауважимо, що, на вiдмiну вiд традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiв-
нянь, розв’язок системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1), взагалi ка-
жучи, залежить вiд довiльної обмеженої вектор-функцiї ν1(k) ∈ Rρ1 , при цьому
розв’язнiсть лiнiйної нетерової крайової задачi для системи лiнiйних рiзницево-ал-
гебраїчних рiвнянь (1) також залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν1(k) := Ψ1(k)γ, γ ∈ Rθ;

тут
Ψ1(k) ∈ Rρ1×θ

– довiльна обмежена матриця повного рангу. Узагальнений оператор Грiна задачi
Кошi для системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) зобразимо у виглядi

K

[
f(j), ν1(j)

]
(k) = K

[
f(j)

]
(k) +K

[
Ψ1(j)

]
(k) γ;

тут

K

[
Ψ1(j)

]
(k) := S−1

0 (k − 1)PDρ0
K
[
Ψ1(s))

]
(k),

де

K
[
Ψ1(j)

]
(0) := 0, K

[
Ψ1(j)

]
(1) := PAρ1

(0)Ψ1(0),

K
[
Ψ1(j)

]
(2) := A+

1 (1)B1(1)K
[
Ψ1(j)

]
(1) + PAρ1

(1)Ψ1(1), ... ,

K
[
Ψ1(j)

]
(k + 1) := A+

1 (k)B1(k)K
[
Ψ1(j)

]
(k) + PAρ1

(k)Ψ1(k).

Позначимо матрицю

D1 :=

{
Q1 ; ℓK

[
Ψ1(j)

]
(·)
}

∈ Rυ×(ρ0+θ).

Пiдставляючи загальний розв’язок

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 ;
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системи лiнiйних рiзницево-агебраїчних рiвнянь (1) у крайову умову (1), приходи-
мо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

D1 č = α− ℓK

[
A+(j)f(j)

]
(·), č := col (cρ0 , γ) ∈ Rρ0+θ. (10)

Рiвняння (10) розв’язне тодi й тiльки тодi, коли

PD∗
1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}

= 0. (11)

Тут PD∗
1

– ортопроектор:
Rυ → N(D∗

1).

За умови (11) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (10)

č = D1
+

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
+ PD1 δ, δ ∈ Rρ0+θ

визначає загальний розв’язок крайової задачi (1)

z(k, δ) =

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
D+

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
+

+K

[
f(j)

]
(k) +

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
PD1 δ, δ ∈ Rρ0+θ.

Тут PD1 – матриця-ортопроектор: Rρ0+θ → N(D1). Таким чином, доведена наступ-
на теорема.

Теорема. Задача про знаходження обмежених розв’язкiв системи лiнiйних
рiзницево-агебраїчних рiвнянь (1) у разi виродження першого порядку, за умови
(8), у разi обмеженостi матрицi A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S

−1
0 (k − 1)D+

0 (k)g
(0)
2 (k)

для фiксованої обмеженої матрицi Ψ1(k) повного рангу має розв’язок вигляду

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 .

За умови (11) i тiльки за неї загальний розв’язок рiзницево-агебраїчної крайової
задачi (1)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна лiнiйної рiзницево-алгебраїчної крайової за-
дачi (1)

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k) := K

[
f(j)

]
(k)+
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+

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
D+

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
.

Матриця Xr(k) утворена з r лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
PD1 .

За умови PD∗
1
̸= 0 будемо говорити, що рiзницево-агебраїчна крайова задача(1)

в разi виродження першого порядку представляє критичний випадок.
Приклад 2. Знайдемо розв’язок лiнiйної крайової задачi для системи рiзни-

цево-агебраїчних рiвнянь першого порядку

Az(k + 1) = B(k) z(k) + f(k), ℓz(·) = α, k = 0, 1, 2, 3, (12)

де матрицi A,B i вектор-функцiя f(k) визначенi в прикладi 1, крiм того

ℓz(·) :=M z(3), M :=

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
, α :=

(
1
0

)
.

Оскiльки умову (2) не виконано, остiльки система рiзницево-агебраїчних рiв-
нянь (12) вироджена, при цьому має мiсце виродження першого порядку. Покла-
демо

ν1(k) := Ψ1(k)γ, Ψ1(k) :=
(
1 k k2

)
, γ ∈ R3,

при цьому для матрицi

Q1 =M X1(3) =

(
0 0 0
0 1 0

)
мають мiсце нерiвностi

PQ∗
1
=

(
1 0
0 0

)
̸= 0, PQ∗

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}

̸= 0,

отже для фiксованої функцiї ν1(k) := 0 рiзницево-агебраїчна крайова задача (12)
не розв’язна. Оскiльки виконана умова

PQ∗
1
̸= 0, PD∗

1
= 0,

остiльки рiзницево-агебраїчна крайова задача (12) приведена до некритичного ви-
падку, отже, згiдно з доведеною теоремою крайова задача (12) розв’язна; тут

D1 =

(
0 0 0 1 2 4
0 1 0 0 0 0

)
, D+

1 =
1

21



0 0
0 21
0 0
1 0
2 0
4 0

 .
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Розв’язок крайової задачi (12)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k), cr ∈ R2

визначає

Xr(0) =


0 1
0 0
0 0
1 0

 , Xr(1) = Xr(2) = Xr(3) = 0

– фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної частини крайової задачi (12), а
також

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(0) =


0
−1
−3
0

 , G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(1) =

1

42


2

−21
−84
0

 ,

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(2) =

1

3


1
−1
−3
3

 , G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(3) =

1

4


4
−1
0
8


– оператор Грiна крайової задачi (12).

За умови
PQ∗

1
̸= 0, PD∗

1
= 0

будемо говорити, що рiзницево-агебраїчна крайова задача (1) приведена до некри-
тичного вмпадку. У некритичному випадку умова (11) виконується для будь-яких
неоднорiдностей лiнiйної рiзницево-агебраїчної крайової задачi (1).

Наслiдок. Задача про знаходження обмежених розв’язкiв системи лiнiйних
рiзницево-агебраїчних рiвнянь (1) у разi виродження першого порядку, за умови
(8), у разi обмеженостi матрицi A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S

−1
0 (k − 1)D+

0 (k)g
(0)
2 (k)

для фiксованої обмеженою матрицi Ψ1(k) повного рангу має розв’язок вигляду

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 .

У некритичному випадку загальний розв’язок лiнiйної рiзницево-агебраїчної край-
ової задачi (1)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k), cr ∈ Rr
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визначає узагальнений оператор Грiна лiнiйної рiзницево-агебраїчної крайової за-
дачi (1)

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k) := K

[
f(j)

]
(k)+

+

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
D+

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
.

Приклад 3. Знайдемо розв’язок лiнiйної крайової задачi для системи рiзни-
цево-агебраїчних рiвнянь першого порядку (12), де матрицi A,B i вектор-функцiя
f(k) визначенi в прикладi 1, крiм того

ℓz(·) := z(0)− z(3) = α, α :=
1

4

(
0 3 12 8

)∗
.

Оскiльки умову (2) не виконано, остiльки система рiзницево-агебраїчних рiв-
нянь (12) вироджена, при цьому має мiсце виродження першого порядку. Покла-
демо

Ψ1(k) :=
(
1 k k2

)
, γ ∈ R3,

при цьому для матрицi

Q1 = ℓX1(·) =


0 0 1
0 0 0
0 0 0
1 0 0


має мiсце рiвнiсть

PQ∗
1
=


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 ̸= 0, PQ∗
1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}

= 0,

отже рiзницево-агебраїчна крайова задача (12) представляє критичний випадок.
Крiм того, для фiксованої функцiї ν1(k) := 0 має мiсце рiвнiсть, отже рiзницево-
агебраїчна крайова задача (12) розв’язна. Розв’язок крайової задачi (12)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j); 0;α

]
(k), cr ∈ R2

визначае

G

[
f(j); 0;α

]
(k) = K

[
f(j)

]
(k), k = 0, 1, 2, 3

– оператор Грiна крайової задачi (12).
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Запропонована в статтi схема дослiдження рiзницево-агебраїчних крайових за-
дач аналогiчно [13,14] може бути перенесена на дифференцiально-алгебраїчнi край-
овi задачi в частинних похiдних. З iншого боку, запропонована в статтi схема до-
слiдження рiзницево-агебраїчних крайових задач аналогiчно [15, 16] може бути
перенесена на матричнi рiзницево-агебраїчнi крайовi задачi.

Цитована лiтература

1. Бойчук А.А. Краевые задачи для систем разностных уравнений // Укр. мат. журн. – 1997.
– 49, № 6. – С. 832–835.

2. Campbell S.L. Limit behavior of solutions of singular difference equations // Linear algebra and
its appl. – 1979. – 23. – P. 167–178.

3. Chuiko S.M. On a reduction of the order in a differential-algebraic system // Journal of Mathema-
tical Sciences. – 2018. – 235, № 1. – P. 2–18.

4. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalized inverse operators and Fredholm boundary-value
problems. – Utrecht; Boston: VSP, 2004. – XIV + 317 pp.

5. Чуйко С.М., Калиниченко Я.В. Краевые задачи для систем невырожденных разностно-
алгебраических уравнений // Працi IПММ НАН України. – 32. – 2018. – С. 133–148.

6. Самойленко А.М., Перестюк Н.А. Дифференциальные уравнения с импульсным воздей-
ствием. – Киев: Вища шк, 1987. – 287 с.

7. Chuiko S.M. A Generalized Green operator for a boundary value problem with impulse action //
Differential Equations. – 2001. – 37, № 8. – P. 1189–1193.

8. Chuiko S.M. Nonlinear matrix differential-algebraic boundary value problem // Lobachevskii
Journal of Mathematics. – 2017. – 38 (2). – P. 236–244.

9. Кудрявцев Л.Д. Курс математического анализа. Том 1. – М.: Высшая школа, 1988. – 712 с.
10. Тихонов А.Н., Арсенин В.Я. Методы решения некорректных задач. – М.: Наука, 1986.
11. Крейн С.Г. Линейные уравнения в банаховом пространстве. – М.: Наука, 1971. – 104 с.
12. Chuiko S.M. On the regularization of a linear Fredholm boundary-value problem by a degenerate

pulsed action // Journal of Mathematical Sciences. – 2014. – 197, № 1. – P. 138–150.
13. Gutlyanskii V., Ryazanov V., Yefimushkin A. On the boundary-value problems for quasiconformal

functions in the plane // Journal of Mathematical Sciences. – 2016. – 214. – P. 200–219.
14. Skrypnik I.I. Removability of isolated singularities for anisotropic elliptic equations with gradient

absorption // Israel Journal of Mathematics. – 2016. – 215, № 1. – P. 163–179.
15. Chuiko S.M. On the solvability of a matrix boundary-value problem // Itogi Nauki i Tekhniki.

Seriya “Sovremennaya Matematika i ee Prilozheniya. Tematicheskie Obzory”. – 2017. – 132. –
P. 139–143.

16. Chuiko S.M. To the issue of a generalization of the matrix differential-algebraic boundary-value
problem // Journal of Mathematical Sciences. – 2017. – 227, № 1. — P. 13–25.

References

1. Boichuk, A.A. (1997). Boundary value problems for systems of difference equations. Ukr. mat.
zhurn., 49 (6), 832-835 (in Russian).

2. Campbell, S.L. (1979). Limit behavior of solutions of singular difference equations. Linear algebra
and its appl., 23, 167-178.

3. Chuiko, S.M. (2018). On a reduction of the order in a differential-algebraic system. Journal of
Mathematical Sciences, 235 (1), 2-18.

4. Boichuk, A.A., Samoilenko, A.M. (2004). Generalized inverse operators and Fredholm boundary-
value problems. Utrecht; Boston: VSP, 317 p.

5. Chuiko, S.M., Kalinichenko, Ya.V. (2018). Boundary value problems for systems of non-degenerate
difference-algebraic equations. Praci IПММ, 32, 133-148 (in Russian).

215



С.М. Чуйко, Я.В. Калiнiченко, М.В. Попов

6. Samoilenko, A.M., Perestyuk, M.O. (1995). Impulsive differential equations. Singapore: World
Scientific.

7. Chuiko, S.M. (2001). A generalized Green operator for a boundary value problem with impulse
action. Differential Equations, 37 (8), 1189-1193.

8. Chuiko, S.M. (2017). Nonlinear matrix differential-algebraic boundary value problem. Lobachevskii
Journal of Mathematics, 38 (2), 236-244.

9. Kudryavtsev, L.D. (1988). Course of mathematical analysis. Volume 1. M .: Vysshaya shkola (in
Russian).

10. Tikhonov, A.N., Arsenin, V.Ya. (1977–1986). Solution of Ill-Posed Problems. Winston, Washington,
DC, 288 p.

11. Krein, S.G. (1971). Linear equations in Banach space. M.: Nauka (in Russian).
12. Chuiko, S.M. (2014). On the regularization of a linear Fredholm boundary-value problem by a

degenerate pulsed action. Journal of Mathematical Sciences, 197 (1), 138-150.
13. Gutlyanskii, V., Ryazanov, V., Yefimushkin, A. (2016). On the boundary-value problems for

quasiconformal functions in the plane. Journal of Mathematical Sciences, 214 (2), 200-219.
14. Skrypnik, I.I. (2016). Removability of isolated singularities for anisotropic elliptic equations with

gradient absorption. Israel Journal of Mathematics, 215 (1), 163-179.
15. Chuiko, S.M. (2017). On the solvability of a matrix boundary-value problem. Itogi Nauki i Tekhniki.

Seriya “Sovremennaya Matematika i ee Prilozheniya. Tematicheskie Obzory”, 132, 139-143.
16. Chuiko, S.M. (2017). To the issue of a generalization of the matrix differential-algebraic boundary-

value problem. Journal of Mathematical Sciences, 227 (1), 13-25.

S.M. Chuiko, Ya.V. Kalinichenko, N.V. Popov
On the solvability of the degenerate Noetherian difference-algebraic boundary value
problem.

The original conditions of solvability and the scheme of finding solutions of a linear Noetherian
difference-algebraic boundary-value problem are proposed in the article, while the technique of pseudo-
inversion of matrices by Moore–Penrose is substantially used. The problem posed in the article
continues to study the conditions for solvability of linear Noetherian boundary value problems given in
the monographs of A.M. Samoilenko, A.V. Azbelev, V.P. Maximov, L.F. Rakhmatullina and A.A. Boi-
chuk. The study of differential-algebraic boundary-value problems is closely related to the investi-
gation of boundary-value problems for difference equations, initiated in the works of A.A. Markov,
S.N. Bernstein, Y.S. Bezikovych, O.O. Gelfond, S.L. Sobolev, V.S. Ryabenkyi, V.B. Demidovych,
A. Halanai, G.I. Marchuk, A.A. Samarskyi, Yu.A. Mytropolskyi, D.I. Martyniuk, G.M. Vainiko,
A.M. Samoilenko and A.A. Boichuk. On the other hand, the study of boundary-value problems for
difference equations is related to the study of differential-algebraic boundary-value problems initiated
in the papers of K. Weierstrass, N.N. Lusin and F.R. Gantmacher. Systematic study of differential-
algebraic boundary value problems is devoted to the works of S. Campbell, Yu.E. Boyarintsev, V.F. Chis-
tyakov, A.M. Samoilenko, N.A. Perestiyk, V.P. Yakovets, A.A. Boichuk, A. Ilchmann and T. Reis. The
study of differential-algebraic boundary value problems is also associated with numerous applications
of such problems in the theory of nonlinear oscillations, in mechanics, biology, radio engineering,
control theory, motion stability theory. The general case of a linear bounded operator corresponding
to the homogeneous part of a linear Noetherian difference-algebraic boundary value problem has no
inverse is investigated. The generalized Green operator of a linear difference-algebraic boundary value
problem is constructed in the article. The relevance of the study of solvability conditions, as well as
finding solutions of linear Noetherian difference-algebraic boundary-value problems, is associated with
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Про розв’язнiсть виродженої нетерової рiзницево-агебраїчної крайової задачi

the widespread use of difference-algebraic boundary-value problems obtained by linearizing nonlinear
Noetherian boundary-value problems for systems of ordinary differential and difference equations.
Solvability conditions are proposed, as well as the scheme of finding solutions of linear Noetherian
difference-algebraic boundary value problems are illustrated in detail in the examples.

Keywords: linear Noether boundary value problem, systems of difference equations, pseudoinversion
of matrices by Moore–Penrose.
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ПРО ПОЛОЖЕННЯ РIВНОВАГИ МАТРИЧНОЇ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-АГЛЕБРАЇЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

У статтi знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна лiнiй-
ної нетерової матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi. Отримано достатнi умови
приведення матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння до традицiйного диференцiаль-
но-алгебраїчного рiвняння з невiдомою у виглядi вектор-стовпця. Поставлена в статтi задача
продовжує дослiдження умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач, наведених у мо-
нографiях М.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллiної, А.М. Самойленка та О.А. Бой-
чука. Дослiджено загальний випадок, коли лiнiйний обмежений оператор, що вiдповiдає одно-
рiднiй частинi лiнiйної задачi Кошi для матричної диференцiально-алгебраїчної системи, не має
оберненого. Для розв’язання матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi введено
визначення положень рiвноваги матричної диференцiально-алгебраїчної системи та матричної
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi. Запропоновано достатнi умови iснування та кон-
структивнi схеми знаходження положень рiвноваги матричної диференцiально-алгебраїчної си-
стеми та матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi. Окремо розглянуто випадки
положень рiвноваги матричної диференцiально-алгебраїчної системи, якi представляють собою
сталi матрицi, та положення рiвноваги, що залежать вiд незалежної змiнної. Для розв’язання мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi використанi оригiнальнi умови розв’язностi,
а також конструкцiя загального розв’язку матричного рiвняння типу Сильвестра, при цьому
iстотно використано технiку псевдообернення матриць за Муром–Пенроузом. У статтi побудовано
узагальнений оператор Грiна лiнiйної нетерової матричної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi. Запропонованi умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна
лiнiйної нетерової матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi детально проiлюстро-
вано на прикладах.
MSC: 34B15.
Ключовi слова: положення рiвноваги, матрична диференцiально-алгебраїчна крайова задача,
узагальнений оператор Грiна.

1. Постановка задачi.
Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв [1–3]

Z(t) =

(
z(i,j)(t)

)
, Z(α,β)(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , β, j = 1, 2, . . . , γ

матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (1)

пiдпорядкованих крайовiй умовi

LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν . (2)

Робота виконана за фiнансової пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України, р/н
0118U003390.
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Тут

DZ(t) :=
p∑

i=1

Si(t)Z
′(t)Ri(t), AZ(t) :=

q∑
j=1

Φj(t)Z(t)Ψj(t),

– лiнiйнi матричнi оператори, Si(t),Φi(t) ∈ Rα×β , Ri(t),Ψj(t) ∈ Rγ×δ i F (t) – непе-
рервнi матрицi; LZ(·) – лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : C1[a; b] → Rµ×ν .

Взагалi кажучi, припускаємо α ̸= β ̸= γ ̸= δ ̸= µ ̸= ν – довiльнi натуральнi
числа. Матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) узагальнює традицiй-
нi постановки задач, як для матричних диференцiальних рiвнянь [1–3], так i для
диференцiально-алгебраїчних рiвнянь [4–7]. З iншого боку, матрична диференцiально-
алгебраїчна крайоваа задача (1), (2) узагальнює традицiйнi постановки нетерових
крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь [8–10,12].

Позначимо Ξ(j) ∈ Rβ×γ , j = 1, 2, ... , β ·γ – базис простору Rβ×γ , при цьому за-
дача про знаходження розв’язкiв рiвняння (1) приводить до задачi про знаходжен-
ня вектора y(t) ∈ Rβγ , компоненти якого yj(t) ∈ C1[a; b] визначають розвинення
матрицi

Z(t) =

βγ∑
j=1

Ξ(j)yj(t), yj(t) ∈ R1, j = 1, 2, ... , β · γ

по векторах Ξ(j) ∈ Rβ×γ базиса простору Rβ×γ . Визначимо оператор [14,15]

M[B] : Rβ×γ → Rβ·γ ,

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi B ∈ Rβ×γ – вектор-стовпець
M[B] ∈ Rβ·γ , складений з γ стовпцiв матрицi B, а також обернений оператор

M−1

{
M[B]

}
: Rβ·γ → Rβ×γ ,

який ставить у вiдповiднiсть вектору M[B] ∈ Rβ·γ матрицю B ∈ Rβ×γ . У нових
позначеннях лiнiйний матричний оператор DZ(t) набуває вигляду

DZ(t) :=
p∑

i=1

Si(t)Z
′(t)Ri(t) =

βγ∑
j=1

p∑
i=1

Si(t)Ξ
(j)Ri(t)y

′
j(t),

при цьому

M
[
DZ(t)

]
= Q(t) · y′(t), Q(t) :=

[
Qi(t)

]β·γ
i=1

∈ Rαδ×β·γ ,

де

Qj(t) = M

[
p∑

i=1

Si(t)Ξ
(j)Ri(t)

]
, j = 1, 2, ... , β · γ.
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Аналогiчно

M
[
AZ(t)

]
= Ω(t) · y(t), Ω(t) :=

[
Ωi(t)

]β·γ
i=1

∈ Rαδ×β·γ ,

де

Ωj(t) = M

[
q∑

i=1

Φi(t)Ξ
(j)Ψi(t)

]
, j = 1, 2, ... , β · γ.

Таким чином, задача про побудову розв’язкiв матричного диференцiально-алгебраїчного
рiвняння (1) приведена до задачi про знаходження розв’язкiв

y(t) = col

(
yi(t)

)
∈ Rβ·γ , yi(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , β · γ

традицiйного диференцiально-алгебраїичного рiвняння [4–7]

Q(t) · y′(t) = Ω(t) · y(t) + F(t), F(t) := M
[
F (t)

]
. (3)

2. Стацiонарнi положення рiвноваги.
За умови

DZ(t) = 0, AZ(t) + F (t) = 0

будемо казати, що матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) має поло-
ження рiвноваги Z(t) ∈ C1[a; b].Якщо ж положення рiвноваги матричного диферен-
цiально-алгебраїчного рiвняння (1) задовольняє крайову умову (2), будемо каза-
ти, що диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1), (2) має положення рiв-
новаги Z(t) ∈ C1[a; b]. Зокрема, матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(1) може мати стацiонарнi положения рiвноваги Z(t) ≡ C ∈ Rβ×γ , для яких
DZ(t) ≡ 0. Оскiльки задача про побудову розв’язкiв матричного диференцiально-
алгебраїчного рiвняння (1) приведена до задачi про знаходження розв’язкiв тра-
дицiйного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (3), то для знаходження ста-
цiонарних положень рiвноваги Z(t) ≡ C ∈ Rβ×γ , для яких DZ(t) ≡ 0, достатньо
знайти вектор y(t) ≡ c ∈ Rβγ , для якого

Ω(t) · y(t) + F(t) = 0.

Остання рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

PΩ∗(t)F(t) = 0. (4)

За умови (4) знаходимо вектор

y(t) = PΩr(t)cr − Ω+(t)F(t), cr ∈ Rr.

Тут Ω+(t) ∈ Rβ·γ×αδ – псевдообернена (по Муру–Пенроузу) матриця, PΩ∗(t)−
(αδ×αδ)− матриця-ортопроектор PΩ∗(t) : Rαδ → N(Ω∗(t)); матриця PΩr складена з
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r лiнiйно-незалежних столвпцiв (β ·γ×β ·γ)− ортопроектора PΩ : Rβ·γ → N(Ω), якi
представляють iз себе константи. В тому випадку, коли Ω+(t)F(t) – вектор, скла-
дений iз констант, за умови (4) узагальнене матричне диференцiально-алгебраїчне
рiвняння (1) має положення рiвноваги

Z(t) =W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) := M−1

[
PΩrcr

]
, cr ∈ Rr,

де

K

[
F (t)

]
:= M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
– узагальнений оператор Грiна матричної задачi Коши Z(a) = 0 для диференцiаль-
но-алгебраїчної системи (1). Таким чином, доведена наступна достатня умова роз-
в’язностi задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (1).

Лема. За умови (4), у випадку, коли Ω+(t)F(t) – вектор, складений iз кон-
стант, матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) має положення рiв-
новаги

Z(t) =W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) := M−1

[
PΩrcr

]
, cr ∈ Rr,

де

K

[
F (t)

]
:= −M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
– узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для диферен-
цiально-алгебраїчної системи (1).

Позначимо Θ(j) ∈ Rr, j = 1, 2, ... , r – базис простору Rr. Пiдставляючи
розв’язок матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) в крайову умову
(2), приходимо до задачi про знаходження розв’язкiв

cr =

r∑
j=1

Θ(j)ξj ∈ Rr, ξj ∈ R1, j = 1, 2, ... , r

матричного рiвняння типу Сильвестра [14]

LW (·, cr) + LK
[
F (·)

]
= A ∈ Rµ×ν . (5)

У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умови (4), у випадку, коли

PQ∗
d
M
{
A− LK

[
F (·)

]}
= 0, (6)

221



С.М. Чуйко, О.В. Нєсмєлова

i Ω+(t)F(t) — вектор, складений iз констант, розв’язок матричного рiвняння (5)
визначає вектор [14,15]

cr = Q+M
{
A− LK

[
F (·)

]}
+ PQρcρ, cρ ∈ Rρ.

Тут PQ∗− (µ · ν × µ · ν)− матриця-ортопроектор PQ∗ : Rµ·ν → N(Q∗), де

Q :=

[
Qi

]r
i=1

∈ Rµ·ν×r, Qi := M

{
LM−1

[
PΩrΘi

]}
, i = 1, 2, ... , r;

матриця PQρ складена iз ρ лiнiйно-незалежних стовпцiв (r×r)− матрицi-ортопро-
ектора PQ : Rr → N(Q). Матрица PQ∗

d
складена з d лiнiйно-незалежних рядкiв

матрицi-ортопроектора PQ∗ . Таким чином, у критичному випадку, за умови (4) i
(6), коли Ω+(t)F(t) – вектор, складений iз констант, розв’язок узагальненого мат-
ричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1), який задовольняє крайову
умову(2)

Z(t, cρ) =W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, W (t, cρ) := M−1

[
PΩrcρ

]
, cρ ∈ Rρ

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (t);A

]
= M−1

{
Q+M

{
A− LK

[
F (·)

]}}
+K

[
F (t)

]
матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2). Таким чином, до-
ведена наступна достатня умова розв’язностi матричної диференцiально-алгебраїч-
ної крайової задачi (1), (2).

Теорема 1. У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0), за умови (4) i (6), коли
Ω+(t)F(t) – вектор, складений iз констант, положення рiвноваги матричного
диференциально-алгебраїчного рiвняння (1), яке задовольняє крайову умову (2)

Z(t, cρ) =W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, W (t, cρ) := M−1

[
PΩrcρ

]
, cρ ∈ Rρ

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (t);A

]
= M−1

{
Q+M

{
A− LK

[
F (·)

]}}
+K

[
F (s)

]
матричної диференцiально-алгебраїчнної крайової задачi (1), (2), де

K

[
F (t)

]
:= M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
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узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (1).

Приклад 1. Вимогам теореми 1 задовольняє задача про побудову 2π-перiодичних
розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної системи

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (7)

де

S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , R1 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
, R2 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
,

Φ1 := Φ2 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , F (t) :=


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,Ψ1 := R2, Ψ2 :=

(
0 1 0
0 1 0

)
.

Позначимо

Ξ1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , Ξ2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , ... Ξ6 :=

 0 0
0 0
0 1


природний базис простору R3×2, при цьому

Q =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, Ω :=



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



.

Отже умову (4) виконано i

Ω+(t)F(t) =
1

5

(
0 0 1 0 0 2

)
– вектор, складений iз констант, отже матричне диференцiально-алгебраїчне рiв-
нянн (7) має положення рiвноваги

Z(t) =W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) =

 c1 c4
c2 c5
2c3 −c3

 ,
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де

K

[
F (t)

]
:= −1

5

 0 0
0 0
1 2


– узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для диферен-
цiально-алгебраїчної системи (7); тут

PΩ∗(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, PΩr(t) =



5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 4 0 0
0 0 0 5 0
0 0 0 0 5
0 0 −2 0 0

 .

Для матричної крайової задачi (7) має мiсце критичний випадок (PQ∗ ̸= 0), при
цьому

A = 0, LK
[
F (·)

]
= 0,

вiдповiдно, умову (6) виконано; таким чином, положення рiвноваги матричної
крайової задачi (7)

Z(t, cρ) =W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, W (t, cρ) =W (t, cr), cr ∈ R5

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (t);A

]
= K

[
F (t)

]
матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (7).

3. Нестацiонарнi положення рiвноваги.
Зокрема, матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) може мати неста-

цiонарнi положення рiвноваги

Z(t) ∈ C1[a; b],

для яких DZ(t) ≡ 0. Оскiльки задача про побудову розв’язкiв матричного дифе-
ренцiально-алгебраїчного рiвняння (1) приведена до задачi про знаходження роз-
в’язкiв традицiйного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (3), отже для зна-
ходження нестацiонарних положень рiвноваги, для яких DZ(t) ≡ 0, достатньо
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знайти вектор y(t) ∈ C1[a; b], для якого

Q(t) · y′(t) ≡ 0, Ω(t) · y(t) + F(t) = 0.

Перша рiвнiсть має мiсце за умови PQ(t) ̸= 0, наприклад, для вектора

y(t) = PQr(t)x(t), x(t) ∈ C1[a; b].

Позначимо матрицю B(t) := Ω(t) · PQr(t); за умови

PQ(t) ̸= 0, PB∗(t)F(t) = 0, B+(t)F(t) ∈ C1[a; b]. (8)

для знаходження нестацiонарних положень рiвноваги достатньо знайти вектор

x(t) = −B+(t)F(t) + PBρ(t)φρ(t), φρ(t) ∈ Rρ,

при цьому
y(t) = PQr(t)PBρ(t)φρ(t)− PQr(t)B+(t)F(t).

За умови (8) i

LW(·, φρ(·)) + LK
[
F (·)

]
= A (9)

знайдене нестацiонарне положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, W(t, φρ(t)) = M−1

[
PQr(t)PBρ(t)φρ(t)

]
матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) задовольняє крайову умо-
ву (2) i залежить вiд довiльної вектор-функцiї φρ(t) ∈ C1[a; b]; тут

G
[
F (t)

]
:= K

[
F (t)

]
:= −M−1

[
PQr(t)B+(t)F(t)

]
.

Таким чином, доведено наступну достатню умову розв’язностi матричної дифе-
ренцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2).

Теорема 2. За умов (8) i (9) нестацiонарне положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, W(t, φρ(t)) = M−1

[
PQr(t)PBρ(t)φρ(t)

]
матричного диференцiально-алгебраїчого рiвняння (1) задовольняє крайову умову
(2) i залежить вiд довiльної вектор-функцiї φρ(t) ∈ C1[a; b]; тут

G
[
F (t)

]
:= −M−1

[
PQr(t)B+(t)F(t)

]
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– узагальнений оператор Грiна матричної крайової задачi (1), (2).

Вiдмiтимо, що рiвняння (7), дослiджене в прикладi 1, не має нестацiонарних
положень рiвноваги, отже не виконано умову (8), а саме: PB∗(t)F(t) = F(t), вiдпо-
вiдно B(t) ≡ 0.

Приклад 2. Вимогам доведеної теореми 2 задовольняє задача про побудову
розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної системи

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (10)

якi задовольняють крайову умову

LZ(·) :=
∫ 2π

0
Λ(t)Z(t)Π(t)dt = 0. (11)

де

S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , R1 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
, R2 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
,

Φ1 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , Φ2 :=


1 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , F (t) :=


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Ψ1 :=

(
0 1 0
0 1 0

)
,

Ψ2 :=

(
0 1 0
0 0 0

)
, Λ(t) :=


0 1 0
0 0 0
1 0 0
0 0 1

 , Π(t) :=

(
1 0 1
0 1 0

)
.

Використовуючи природний базис

Ξ1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , Ξ2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , ... , Ξ6 :=

 0 0
0 0
0 1


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простору R3×2 знаходимо

Q =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, Ω :=



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 1
0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



.

Ортопроектори

PB∗(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, PB(t) =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



матрицi

B(t) =



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


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гарантують виконання умови (8), при цьому

W(t, φρ(t)) =

 0 0
φ(t) 0
0 0

 , G
[
F (t)

]
= K

[
F (t)

]
=

 − sin t sin t− cos t
0 0
0 0

 .

Оскiльки умову (9) виконано, тодi знайдене нестацiонарне положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, W(t, φρ(t)) = M−1

[
PQr(t)PBρ(t)φρ(t)

]
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (10) задовольняє крайову умову (11) i за-
лежить вiд довiльної непрерервної скалярної функцiї φρ(t).

Припустимо далi, що матрична диференцiально-алгебраїчна задача (1), (2) за-
довольняє вимогам i теореми 1 i теореми 2 i, отже, має i стацiонарнi

Z(t, cρ) =W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, cρ ∈ Rρ

i нестацiонарнi положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
.

В цьому випадку однорiдна частина диференцiально-алгебраїчної задачi (1), (2)
має розв’язок

Z(t, cρ, φρ(t)) =W (t, cρ) +W(t, φρ(t)), cρ ∈ Rρ,

який залежить вiд довiльної непрервної функцiї φρ(t); при цьому частинний роз-
в’язок неоднорiдної диференцiально-алгебраїчної задачi (1), (2) визначає довiль-
ний: G[F (t);A], або G[F (t)] – узагальнений оператор Грiна матричної крайової
задачi (1), (2).

Приклад 3. Вимогам i теореми 1 i теореми 2 задовольняє задача про побудо-
ву розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної системи (10), якi задоволь-
няють крайову умову (11), дослiджену в прикладi 2.

У прикладi 2 показано, що задача про побудову розв’язкiв матричної диферен-
цiально-алгебраїчної задачi (10), (11), задовольняє вимогам теореми 2. Для мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної системи (10) виконується вимога (4), при цьо-
му

Ω+(t)F(t) =
(
sin t 0 0 cos t− sin t 0 0

)∗
– вектор, складений iз констант, отже матричне диференцiально-алгебраїчне рiв-
няння (10) має положення рiвноваги

Z(t) =W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) :=

 0 0
c1 c3
c2 −2c2

 ,
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де

K

[
F (t)

]
=

 − sin t sin t− cos t
0 0
0 0

 .

Оскiльки вимоги i теореми 1 i теореми 2 виконанi, то знайдене положення рiвно-
ваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, G
[
F (t)

]
= K

[
F (t)

]
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (10) задовольняє крайову умову (11) i за-
лежить вiд довiльної непрервної скалярної функцiї φρ(t).

Запропонована в статтi схема дослiдження матричних диференцiйно-алгебраїчних
задач аналогiчно [8,17] може бути перенесена на нелiнiйнi матричнi диференцiально-
алгебраїчнi крайовi задачi, в тому числi, в частинних похiдних [18–20].
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S.М. Chuiko, O.V. Nesmelova
About the equilibrium positions of a matrix differential-algebraic boundary value pro-
blem.

In the article we found the solvability conditions and the construction of the generalized Green
operator of the linear Noetherian matrix differential-algebraic boundary value problem. We obtained
sufficient conditions of transformationsof the matrix differential-algebraic equation to a traditional
differential-algebraic equation with an unknown in the form of a column vector. The problem that
reviewed in the article continues the study of solvability conditions for the linear Noetherian boundary
value problems given in the monographs of M.V. Azbelev, V.P. Maksimov, L.F. Rakhmatullina,
A.M. Samoilenko and A.A. Boichuk. We investigated the general case when the linear bounded operator
corresponding to the homogeneous part of the linear Cauchy problem for the matrix differential-
algebraic system does not have the reverse operator. We introduced the definition of the equilibrium
positions of the matrix differential-algebraic system and the matrix differential-algebraic boundary-
value problem to solve the matrix differential-algebraic boundary-value problem. We proposed sufficient
conditions of existence and constructive schemes for finding the equilibrium positions of the mat-
rix differential-algebraic system and the matrix differential-algebraic boundary value problem. The
cases of equilibrium positions of the matrix differential-algebraic system, which are constant matrices,
and equilibrium positions depending on an independent variable are considered separately. To solve
the matrix differential-algebraic boundary-value problem, we used the original solvability conditions
and the construction of the general solution of the Sylvester-type matrix equation, while the Moore–
Penrose matrix pseudoinverse technique was essentially used. In the article we constructed the ge-
neralized Green operator of the linear Noetherian matrix differential-algebraic boundary value problem.
The proposed solvability conditions and the construction of the generalized Green operator of the
linear Noetherian matrix differential-algebraic boundary value problem, were illustrated in detail with
examples.

Keywords: equilibrium position, matrix differential-algebraic boundary value problem, generalized
Green operator.
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